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1 NAIWNA TEORIA ZBIOROW

Czesé 1
Wiadomosci Wstepne

1 Naiwna Teoria Zbiorow

Zakladamy, ze stuchacz wyktadu Wstep do Analizy Matematycznej zna podstawy logiki matematycznej i teorii
mnogo$ci, czyli teorii zbioréw, na poziomie szkoty §redniej. Tematy te beda ponadto rozwazane roéwnolegle na
wyktadzie Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci.

W celu ustalenia terminologii i oznaczen przypomnimy teraz pewne wiadomosci z obu dziedzin.

W dalszym ciggu bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen dla spojnikow logicznych i kwantyfikatorow:

e — dla negacji;

e A dla koniunkcji;

e V dla alternatywy;

e = dla implikacji;

e <& dla réwnowaznosci;

e V dla kwantyfikatora ogélnego;

e I dla kwantyfikatora szczegoltowego.

Czesto uzywane s3 tez nastepujace oznaczenia:

e I — ,istnieje dokladnie jeden ...”;

e V! — ,dla prawie wszystkich ...”.

Przyjmuje sie, ze pojecie zbioru jest pojeciem pierwotnym. Nalezy to rozumieé¢ w taki sposéb, ze nie ma zadnej
definicji okreslajacej, czym jest zbiér. W zamian przyjmujemy pewne intuicyjne rozumienie tego terminu.

Zbiory bedziemy zwykle oznacza¢ duzymi literami tacinskiego alfabetu A, B, M, X, Y, ..., czasami bedziemy
wprowadzaé zapis indeksowany Ap, As, As, ..., A, .... Z kolei elementy zbioru bedziemy oznaczaé¢ zwykle
malymi literami a, b, m, 1, o, ... (z indeksami lub bez indekséow). Do wskazania, ze pewien element nalezy
(nie nalezy) do zbioru uzywamy symbolu € (&), stad piszemy a € A (a ¢ A). Zbior, do ktérego nie nalezy
zaden element, czyli zbior pusty, bedziemy oznaczaé¢ symbolem (.

Najprostsza formg wprowadzania zbioru jest wypisanie jego elementéw w nawiasach klamrowych (kolejnosé
wypisywania jest bez znaczenia), np.:

M := {He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn}.

Jest to niezawodna metoda w przypadku zbioru o skoniczonej i niezbyt duzej liczbie elementéw. Jezeli interesuja
nas zbiory nieskoniczone lub przynajmniej bardzo obszerne, to zapis sprawia wiecej ktopotéow. Mozna czasem
postugiwac sie zapisem domy$lnym, jednak ten sposéb bywa zawodny i nieskuteczny. Dlatego w uzyciu pozostaje
zapis predykatowy, ktérego zadaniem jest okreslenie cechy wyrézniajacej elementy rozwazanego zbioru, np.:

M :={a: a jest gazem szlachetnym}.

Zwykle taka notacja wykorzystuje wszelkie dostepne konwencje matematyczne. Bardzo czesto, szczegdlnie w szko-
le, stosuje sie przedstawienie graficzne zbioréw, np.:
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Uwaga Symbol ,,:=" uzywany jest w definicjach. Dwukropek wskazuje, ktora strona réwnosci jest definiowana.
Ponizej wypiszemy kilka oznaczenn podstawowych zaleznoéci i operacji na zbiorach wraz z ich wyja$nieniem.
Definicja 1.1. Niech A i B beda zbiorami.

a) Zbior A nazywamy podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element nalezacy do zbioru A nalezy takze do zbioru B,
co zapisujemy w nastepujacy sposob:

ACB <<= V,(a€A = acB).

Moéwimy takze, ze zbior A jest zawarty w zbiorze B, a zbidér B nazywamy nadzbiorem zbioru A. Relacje
»C” okreslamy mianem inkluzji.

b) Zbiory A i B sa rowne, jesli AC Bi B C A:

A=B <<= V,(a€A & acB).

c) Zbiér A nazywamy podzbiorem wla$ciwym zbioru B, jesli AC Bi A # B:

ACB << V.(aeA =aeB) N (3aeB:agA).

Zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru: |V 4 _,pisr O C A.

Uwaga W starszych pozycjach zawieranie sie zbioréw oznaczano symbolem C, a zawieranie wlasciwe bylo
dodatkowo zaznaczane. Potem zaczeto uzywaé symbolu C na oznaczenie dowolnych podzbioréw (takze niewta-
Sciwych), a symbolu C dla podzbiorow wlasciwych. Do dzi$ znaczenie symbolu C nie jest standardowo okreslone
i zalezy od autora!

Przyktad 1.2.

® {2,468 C {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
{2,4,6,8} C {8,6,4,2}
® {2,4,6,8 = {8,6,4,2 2 4,6,8}

® {2,4,6,8 C {1,2,3,4,5,6,7, 8,9}

=

ﬁ({z, 4,6,8) C {8, 6, 4, 2})

Z dowolnych zbiorow A i B mozna utworzy¢ nowe zbiory.

Definicja 1.3. Niech A i B beda podzbiorami pewnego zbioru U.
a) Zbior

AUB = {a: a€ A V ac B}

AuUB

zawierajacy wszystkie elementy, ktére mozna zaczerpna¢ ze zbioru A lub ze zbioru B nazywamy sumg

mmnogosciowq zbiorow A i B.
3 f
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b) Zbioér

ANB = {a: a€ A N ac B}

ANB

zawierajacy tylko te elementy, ktore naleza réwnoczesnie do zbiorow A i B nazywamy iloczynem mnogo-
Sciowym (przekrojem, czesciq wspdlng) zbiorow A i B.

c) Zbior

A\B = {a: a€ A N a¢ B}

A\ B

zawierajacy tylko te elementy zbioru A, ktore nie naleza do zbioru B nazywamy rdéznicg mnogo$ciowq
zbioréw A i B.

Przyktad 1.4.

©® {2,468 U{1,35 79} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
{2,4,6,8} U {8,6,4,2} = {2,4,6, 8

® {2,4,6,8 N{1,3579 =0
{2,4,6,8} N {1,2,3,4} = {2, 4}

® {2,468 \{1,3,57 9} = {2, 4,6, 8
{2,4,6,8\ {1,2,3,4} = {6, 8}

Uwaga Czesto wszystkie zbiory, ktore bedziemy rozwazaé¢, beda podzbiorami pewnego ustalonego zbioru U.
Taki zbiér wszystkich mozliwych elementéw, jakie dopuszczamy w toku naszych rozwazan bedziemy nazywacé
przestrzeniq, zbiorem uniwersalnym lub uniwersum. Jesli uniwersum U jest podane, to mozemy zdefiniowaé
dopelnienie zbioru A C U jako zbiér wszystkich tych elementéw U, ktére nie naleza do zbioru A. Dopelnienie
oznaczamy symbolem A€ (lub A’), tzn. A =U \ A.

Podamy teraz najwazniejsze wlasnosci dziatan na zbiorach, ktére mozna sprawdzi¢ korzystajac z rachunku zdan
i z rachunku kwantyfikatorow.

Wilasnosci 1.5. Niech A, B i C beda podzbiorami przestrzeni U. Wtedy zachodza:

e Prawa przemiennodci:

AUB = BUA oraz ANB = BNA;
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Prawa laczno$ci:

Prawa rozdzielno$ci:

Prawa idempotentnogci:

AUA = A oraz ANA = A

Elementy neutralne:

ANU = A oraz AUQD = A4

Elementy dominujace:

ANO =0 oraz AUU = U.

Prawa de Morgana:

(AUB)" = A°N B¢  oraz (ANB)° = A°U B-.

Zadanie Sprawdzié, czy

(AUB)\C = (A\C)U(B\C) oraz A\(BNC) = (A\B)U(A\C).

Prawa lacznosci pozwalaja na sensowne zdefiniowanie operacji U i N takze dla dowolnych (nieskoriczonych)
rodzin zbiorow (por. wyktad Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci). Niech T bedzie niepustym zbiorem indeksow,
np. T'= N. Jezeli (At),cp jest rodzing zbioréw, to sume i iloczyn tej rodziny definiujemy nastepujaco:

U 4; = {x: Jiper xeAtU} oraz N A = {x: Veer xeAt}.

teT teT

Zadanie Sprawdzi¢, ze:

U [2+711,3+H = (2,4 i U [2+i,3—rj = (2,3).

neN\{0} neN\{0,1}

Kolejnym waznym dzialaniem na zbiorach jest iloczyn kartezjanski. Pierwszym krokiem w zdefiniowaniu pojecia
iloczynu kartezjanskiego jest wprowadzenie pojecia pary uporzgadkowanej elementéw pochodzacych z pewnych
zbiorow A i B (por. wyklad Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci). Taka pare zapisujemy dla odroznienia od
normalnego zbioru dwuelementowego w nawiasach okragtych: (a,b). Nalezy pamietaé¢, ze kolejnosé¢ zapisu (ina-
czej niz w zbiorze) ma tutaj zasadnicze znaczenie 1 para uporzadkowana (a, b) jest zwykle rozna od pary (b, a).
Rownosé par (a,b) = (¢, d) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = cib=d.

: v d
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Definicja 1.6. Iloczynem kartezjarnskim zbiorow A i B nazywamy zbior

B

AxB := {(a,b): a€ A A be B} AxB

A

wszystkich par uporzadkowanych zbudowanych z elementéw zbioru A umieszczonych na pierwszym miejscu oraz
elementéw zbioru B umieszczonych na drugim miejscu.

Przyklad 1.7.

O Iloczynem kartezjanskim zbiorow A = {a, b, ¢} i B = {1, 2} jest zbior

B 1 1 1
e

A >< B = {(a7 1)7 (a7 2)7 (b7 ]‘)7 (b7 2)7 (07 1)7 (C’ 2)} 1 i _*____+____*I __________

a b c A
® Dla kazdego zbioru A zachodzi
AxO =0 i OxA = 0.
Podobnie dla zbioréw Ay, As, ..., A, definiujemy ich iloczyn kartezjanski
A x Ay X ... XAn = {(al,ag,...,an): aj GAl, as EAQ, ey, Qp EAn}
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2 Zbiory liczbowe

Trudno jest wyttumaczy¢, co to sa liczby. Jeszcze trudniej — czym sg liczby rzeczywiste. Z tego wtasnie powodu
w szkole uczymy sie jedynie postugiwania sie liczbami, a nie wyjasnianiem ich natury (stad zapewne biora sie
trudnosci przy wprowadzaniu liczb zespolonych).

Na tym wyktadzie bedziemy postepowaé podobnie jak w szkole, a trudno§é wprowadzania zbioréw liczbowych
pozostawimy wyktadowi ze Wstepu do Logiki © Teoritc Mnogosci.

Zbioér liczb naturalnych bedziemy oznaczaé¢ symbolem

N :={0,1,23,...}

Praktyczne i czesto stosowane jest oznaczenie

N* = {1,2,3,...}.

Uwaga
Inne, czesto stosowane podejscie to

N :=1{1,23, ...} i Nyg = {0,1,2,3,...}.

Zbior liczb naturalnych ma bardzo wazna wlasno$¢ nazywana zasadq indukcji matematycznej (por. wyktad
Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci). Zasada indukcji matematycznej znana gtownie jako metoda dowodzenia
twierdzen o liczbach naturalnych stuzy rowniez definiowania pewnych obiektow matematycznych. Definicje tego
typu nazywane sa definicjami indukcyjnymi lub rekurencyjnymi. Juz w szkole mozna sie z nimi zetknaé¢, tak
mozna zdefiniowaé np. ciag arytmetyczny i geometryczny, podajac warto$¢ pierwszego wyrazu a Oraz

e roznicy r dla ciggu arytmetycznego:

e ilorazu q dla ciagu geometrycznego:
a1 = a, Upy1 = Gp - 4.
W zbiorze liczb naturalnych okreslone sa dwa dzialania: dodawanie i mnozenie. Rozszerzajac zbiér liczb natural-

nych w taki sposéb, by w wiekszym zbiorze kazde réwnanie postaci n +x = m mialo rozwigzanie, otrzymujemy
zbior liczb calkowitych.

Zbior liczb catkowitych oznaczamy symbolem

Z:={.,-3-2,-1,01,2,3,...}.

Oczywiscie zbior liczb naturalnych jest podzbiorem wtasciwym zbioru liczb catkowitych, tzn. N C Z.

Uwaga
Zbiér liczb catkowitych Z wraz z dodawaniem jest struktura algebraiczng zwana grupg przemienng.

Rozszerzajac z kolei zbior liczb caltkowitych tak, by w wiekszym zbiorze liczbowym kazde réwnanie postaci
q-x=pdlap,q€Z, q+# 0, mialo rozwigzanie, otrzymujemy zbidr liczb wymiernych.

Zbiér liczb wymiernych czyli takich, ktére mozna przedstawi¢ w postaci utamka zwyklego, bedziemy oznaczaé
symbolem

Q = {](; P,qEZL N q#()}.

: v d




2.1 Zbior liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

Latwo zauwazy¢, ze zachodzi inkluzja Z C Q, poniewaz kazda liczba p € Z moze by¢ utozsamiona z utamkiem

£ € Q. Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone okresowe, np. 0,4 lub

12,(3).

Uwaga
Zbior liczb wymiernych Q wraz z dodawaniem i mnozeniem tworzy strukture algebraiczna zwana ciatem.

Niestety, zbior liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla dowolnych dwu liczb wy-
miernych istnieje trzecia potozona miedzy nimi. Jest jednak dziurawy, przy tym jego dziury sq rowniez
rozmieszczone w sposob gesty, tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie
zawsze dziura. Te dziury biorg sie nie ze starosci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru w wyniku
tak czestego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu teka jest matematyczna natura tego
zbioru. Zbior liczb wymiernych ma postaé bardzo gestego jednowymiarowego sita.

[Roman Sikorski, Delta 01/1974, http://www.wiw.pl/delta/czy_liczby.asp]

0 1 2 e T

Istnieja liczby, ktore nie sa wymierne, np. v/2 lub 0,101 001 000100001 .... Nazywamy je liczbami niewymier-
nymi i bedziemy oznacza¢ symbolem IQ. Mozna pokazaé, ze liczb niewymiernych jest nawet w pewnym sensie
znacznie ,wiecej” niz liczb wymiernych (por. Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci). Kazda liczba niewymierna ma
rozwiniecie dziesietne nieskonczone nieokresowe. Liczb niewymiernych nie mozna przedstawi¢ w postaci utamka
zwyklego.

Znane liczb niewymierne:

V2 = 1,41421356 . .. — dtugos¢ przekatnej w kwadracie o boku diugosci 1,
m = 3,141592654 . . . — ludolfina, stosunek obwodu okregu do dlugosci jego $rednicy,
e = 2,71828182... — liczba Eulera (Nepera), granica pewnego ciagu liczbowego.

Liczby rzeczywiste R to jeden z wazniejszych zbioréw w catej matematyce. Intuicyjnie ich definicja jest do$¢ pro-
sta. Zbiér liczb rzeczywistych otrzymujemy ze zbioru liczb wymiernych Q wypetniajac ,,niewymierne luki” na osi
liczbowej. Oczywiscie nie jest to $cista matematyczna definicja. Doktadna konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych
zostanie podana na wyktadzie ze Wstepu do Logiki i Teorii Mnogosci.

My na razie bedziemy sobie wyobraza¢ R jako zbiér wszystkich utamkéw dziesietnych:

R := zbiér utamkoéw dziesietnych

Oczywiscie Q C R.
2.1 Zbidr liczb rzeczywistych

W zbiorze liczb rzeczywistych okreslone sg dziatania (czyli funkcje)

dodawania: + : RxR>3(z,y) — xz+yeR,
mnozenia: - : RxR>3 (z,y) — z-y€R,

przy czym dziatania te maja nastepujace wtasnosci (W czesci z nich nie ma kwantyfikatorow, w takich przy-
padkach przyjmujemy, ze wlasnosci zachodza dla wszystkich wartosci zmiennych):

8 v d
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2 ZBIORY LICZBOWE

Wtasnosci 2.1. Niech z,y, z € R.

e lacznosé dodawania:

@F+y) +z=a+(y+2)
e istnienie zera — elementu neutralnego dodawania:
VreR: z2+0=2=0+=x

istnienie liczby przeciwnej (—x):

VzeR I (—z) eR:

x4+ (—z) =0=(-z)+=z

przemienno$¢ dodawania:

r+y=y+zw
e lacznosé mnozenia:
(z-y)-z =x-(y 2)
e istnienie jedynki — elementu neutralnego mnozenia:
VeeR: z-1=2=1-x
e istnienie liczby odwrotnej 1:
VzeR\{0} ALecR: =z (1> =1= (1) ‘T
78 T
e przemienno$¢ mnozenia:
Ty =y-x
e rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:
x-(y+z2) =x-y+x-2

Uwaga

Zbior liczb rzeczywistych R, podobnie jak zbiér liczb wymiernych, wraz z dodawaniem i mnozeniem jest struktura

algebraiczng zwang ciatem.

Korzystajac z powyzszych regut latwo mozna chociazby wykazac, ze elementy neutralne wyznaczone sa w sposob
jednoznaczny. Ponadto wynika z nich mnéstwo wtasnosci dziatan arytmetycznych w zbiorze liczb rzeczywistych,
ktore powinny by¢ znane jeszcze ze szkoty Sredniej. Szczegolnie warty wspomnienia jest fakt, ze w zbiorze liczb

rzeczywistych nie ma dzielnikow zera.

Przyktad 2.2.
= Na wykladzie!
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2.1.1 Zmnak sumy i iloczynu

Sume i iloczyn liczb ay,, Gm+1, Gmat2, - ., an, gdzie m,n € N, oznaczamy w nastepujacy sposob
Zai = am + Am+1 + Am+2 + -+ ap,
H a; = Qm * Qm41 " Am42 * .. ° Qp.

Witasnosci 2.3. znaku sumy:

e ,Pusta” suma: Jesli gorny indeks n jest mniejszy od dolnego indeksu m (zbiér indeksow jest pusty), wtedy
z definicji

e Prawo tgcznos$ci: Jedli [ jest liczba catkowita miedzy m i n, wtedy

n l n
Zai = Zai—i— Z a;.

i=m i=m i=l+1

e Prawo przemienno$ci: Jesli liczby an,, am+1, Gm+2, - - -, @y uporzadkujemy w innej kolejnosci, co ozna-
CZaMY i,y Qi gy Gipyyos -+ -y Qi y $O

n n
E a; — E a,»j o
i=m

j=m

o Przesuniecie indeksu: Dowolny symbol (z wyjatkiem m i n) moze by¢ uzyty jako indeks sumowania:

n

=
Jji=i—m
E a; = E Ajtm-
Jj=0

i=m

Dolnym indeksem sumowania jest czesto liczba 0 lub 1.

(@i+b) = > ai+ Y b

o Prawo rozdzielnosci:

n
g (c-ay) —cgaZ
i=m

o Sumy podwdjne: Skladniki sumy moga by¢ czasami indeksowane dwoma indeksami np. a; ; = % Wtedy

sume
n,m
> aiy

ij=1

' v d
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Obliczamy ja sumujac sktadniki najpierw wzgledem pierwszego indeksu, a nastepnie wzgledem drugiego:

n,m n m m n
§ :ai)j o= E : Qs,j = E : § :am‘ :
1

ij=1 i=1 \j= j=1 \i=1

Przyklad 2.4.
= Na wykladzie!

Znak iloczynu ma podobne wtasnosci, tylko przyjmujemy, ze ,pusty” iloczyn ma wartosé 1:

Przyktadem zastosowania znaku iloczynu niech bedzie nastepujaca definicja.

Definicja 2.5. Niech n € N. Liczbe

1 dla n =0,

1 o= n
e [li=123 ... @-1)n da n>1
=1

nazywamy silnig liczby naturalnej n.

Uwaga 2.6.
O Wartos¢ n! pozwala okresli¢ liczbe mozliwych permutacji (uporzadkowari) zbioru n-elementowego.

® Prawdziwe jest nastepujace rownanie funkcyjne
nl = n-(n—1)
dla wszystkich n > 0.

® Silnig podwdjng liczby naturalnej n okresla sie iloczyn kolejnych liczb naturalnych z krokiem 2, przykla-

dowo
n

@n+ 1! = JJ@k+1) =1-3-5-...-(2n+1)
k=0

oznacza iloczyn kolejnych nieparzystych liczb naturalnych.

Zachodzi wtedy
(2n+1)! (2n+1)!
2 nit = = .
Cn+ D = 53 on 2n 7l

® Silnia rosnie bardzo szybko wraz ze wzrastajacym n. Definicja silni nie nadaje sie do szybkiego wyznaczania
jej wartosci dla duzych liczb, dlatego w tym celu najczesciej uzywa sie przyblizonego wzoru Stirlinga

n n
n! ~ (—) 21n, n>1,
e
gdzie e oznacza liczbe Eulera.

Kolejne przyklady znaku iloczynu i sumy mozna zobaczy¢ w rozdziale 3.1 (definicja potegi liczby naturalnej)
i w przyktadzie 9.3 (suma n wyrazéw ciagu geometrycznego).

y v d
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2.1.2 R jako cialo uporzadkowane

W zbiorze liczb rzeczywistych R okreslona jest relacja mniejszosci <, przy czym dla kazdych dwoch liczb
rzeczywistych x,y € R zachodzi dokladnie jedna z nastepujacych trzech zaleznosci:

<y lub T=1y lub Y <

Relacje x < y nazywamy nierdwnoscig i méwimy, ze x jest mniejsze od y lub y jest wieksze od x.
Czasami jest wygodniej zamiast relacji mniejszosci rozwazaé relacje mniejszosci nieostrej (niewickszosci):

<Yy wtedy i tylko wtedy, gdy r<y lub z=uy.

Piszemy réwniez y > x zamiast x < y i moéwimy, ze = jest niewieksze od y lub y jest niemniejsze od x.

Uwaga Na wykladzie ze Wstepu do Logiki i Teorii Mnogo$ci bedzie mozna dowiedzie¢ sie wiecej o relacjach
porzadku.

Wymienimy teraz najwazniejsze wlasnosci relacji mniejszosci w zbiorze liczb rzeczywistych.

Wtasnosci 2.7. Niech z,y, z € R.

e Przechodnio$é:

e Monotoniczno$¢ dodawania:

z <y == z4+a < y+a dla wszystkich a € R

e Monotonicznos$¢ mnozenias:

T <y = a-r < a-y dla wszystkich a > 0

Ciato wraz z relacja mniejszoSci spelniajgcy powyzsze warunki nazywamy ciatem uporzgdkowanym. Zbior liczb
wymiernych i zbiér rzeczywistych z dodawaniem, mnozeniem i relacja mniejszosci sg ciatami uporzadkowanymi.

7 wtasnosci 2.1 1 2.7 mozemy uzyska¢ inne proste wtasnosci dotyczace dodawania, mnozenia i relacji mniejszosci,

ktore sa nam wszystkim ogoélnie znane.

Wprowadzmy teraz kolejne oznaczenia, ktére utatwia nam zapisywanie definicji i twierdzeni, a takze ich dowodow.

Definicja 2.8.

a) Zbior Ry = {z € R: z > 0} nazywamy zbiorem liczb dodatnich.

b) Zbior R_ = {z € R: z < 0} nazywamy zbiorem liczb ujemnych.

Zbior RY = {x € R: z > 0} nazywamy zbiorem liczb nieujemnych.

¢ +

)
)
)
)

d) Zbiér R = {x € R: z < 0} nazywamy zbiorem liczb niedodatnich.

: v d
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2.2 Kresy zbioréw liczb rzeczywistych

Pelny opis zbioru liczb rzeczywistych uzyskamy dodajac do warunkow 2.1 i 2.7 tzw. aksjomat cigglosci. Sfor-
mutowanie go poprzedzimy wprowadzeniem pomocniczych, ale waznych dla nas pojec.

Definicja 2.9. Niech A C R.

a) Liczbe ap € A, taka ze dla kazdego a € A speliona jest nieréwnosé¢ a < ag nazywamy maksimum lub
elementem najwiekszym zbioru A i oznaczamy max A.

b) Liczbe ap € A, taka ze dla kazdego a € A spelniona jest nieré6wno$¢ a > ag nazywamy minimurmn lub
elementem najmniejszym zbioru A i oznaczamy min A.

YLatwo pokazaé, ze jesli x,y € R, to

. _z+y |z—y
oraz min{z,y} = 5 i

r+y |z -y
5 T3

max{z,y} =

Maksimum i minimum zbioru, jesli istnieja, to sa wyznaczone jednoznacznie.

Jesli zbior nie ma elementu najmniejszego i/lub najwiekszego, to ich role w pewnym sensie moga przejac tzw.
kresy.

Definicja 2.10. Niech A CR.

a) Zbior A nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje taka liczba M € R, ze dla kazdego a € A zachodzi
nieréwnos$¢ a < M. Kazda taka liczbe M nazywamy ograniczeniem gornym zbioru A.

W przeciwnym przypadku moéwimy, ze zbiér A jest nieograniczony z gory.

b) Zbiér A nazywamy ograniczonym z dotu, jesli istnieje taka liczba m € R, ze dla kazdego a € A zachodzi
nieréwnos$¢ a > m. Kazda taka liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A.

W przeciwnym przypadku méwimy, ze zbiér A jest nieograniczony z dotu.

c) Zbioér A nazywamy ograniczonym, jesli jest ograniczony z gory iz dotu. W przeciwnym przypadku moéwimy,
ze zbior A jest nieograniczony.

W skrocie, zbior jest ograniczony z géry (odpowiednio: z dotu), jesli jego elementy sa nie wieksze (odpowiednio:
nie mniejsze) od pewnej ustalonej liczby.

Definicja 2.11. Niech A C R.
a) Liczbe M € R speliajaca nastepujace warunki:

e dla kazdego a € A zachodzi nier6wnos¢ a < M,

e dla kazdego ¢ > 0 istnieje takiea € A, ze a > M — ¢
nazywamy kresem gornym (supremum) zbioru A i oznaczamy sup A.
b) Liczbe m € R spelniajaca nastepujace warunki:

e dla kazdego a € A zachodzi nier6wnosé a > m,

e dla kazdego £ > 0 istnieje takie a € A, ze a <m +¢
nazywamy kresem dolnym (infimum) zbioru A i oznaczamy inf A.
Najmniejsze z ograniczen gérnych zbioru A jest wiec jego kresem gornym, a najwieksze z ograniczen dolnych

jest jego kresem dolnym. Jezeli zbior A jest ograniczony z gory, to zbior jego ograniczen gornych jest niepusty.
Zauwazmy jednak, ze nie jest sprawa oczywista, czy zbiér ten ma element najmniejszy. To wlasnie gwarantuje

nam Aksjomat cigglosci.
; 4



2.2 Kresy zbioréw liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

Aksjomat cigglosci:

Jezeli zbidor A C R jest niepusty i ograniczony z gory, to istnieje najmniejsza liczba ograniczajaca go z gory.

Z ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych (por. wyklad Wistep do Logiki i Teorii Mnogosci) wynika, ze kazdy nie-
pusty i ograniczony z gory zbior liczb rzeczywistych ma kres gorny oraz kazdy miepusty i ograniczony z dotu
2bior liczb rzeczywistych ma kres dolny (wystarczy rozwazyé zbior —A zdefiniowany w ponizszym zadaniu 5).
Jest to podstawowa wtasnos§¢ odrézniajaca zbior liczb rzeczywistych od zbioru liczb wymiernych. Rozwazmy
przyktadowo zbidr

A::{we@: w>0 A w2>2}.

ww Cwiczenie: Nietrudno pokazaé, ze zbior ten jest ograniczony z dotu (np. przez 0), ale zbiér jego ograniczeri
dolnych nie posiada elementu najwiekszego.
Zadanie:
® Sprawdzié, ze inf {% T > O} =0.
® Wyznaczy¢ kresy nastepujacych zbioréw:
A={(" -G8 nem\{o}}, B={(-nlEl- 2. nen\{o}},
C:{gz p,g €N, ¢q#0, p<2q}, D:{g—gz mmeN\{O}},
E={#: veR}, F

—{gfz: 2eR}.
® Niech A, B C R. Wykazaé, ze jesli A C B, to

inf B < infA oraz sup A < supB.

® Niech A, B C R oraz A € R. Zdefiniujmy zbiory A + B i AA w nastepujacy sposob
A+B = {z+y: x€A i ye B} oraz M = {dz: z e A}.

Wykazaé, ze jesli zbiory A i B sg niepuste i ograniczone z gory oraz A > 0, to zbiory A + B i AA tez s3
ograniczone z gory i

sup(A+ B) = supA + sup B oraz sup(AA) = Asup A.
® Niech zbior A C R bedzie ograniczony z gory (z dotu). Wykazaé, ze zbior
—A = {x: —xeA}
jest ograniczony z dotu (z gory) oraz
inf(—A) = —supd4 lub odpowiednio sup(—A) = —inf A.

® Niech a € R\{0}. Korzystajac z aksjomatu ciaglosci sprawdzié, ze zbior {a-n: n € N} jest nieograniczony.

1w Rozwigzania: 1) samodzielnie, 2) zbiér zadan np. J.Banas, S. Wedrychowicz ,,Zbior Zadani z Analizy
Matematycznej”, 3) konsultacje u Prowadzacych ¢wiczenial

Z definicji maksimum i minimum zbioru dostajemy natychmiast nastepujacy warunek:

o Jesli w zbiorze A jest element najwiekszy, to zbiér ma kres gorny i sup A = max A.

e Jesli w zbiorze A jest element najmniejszy, to zbiér ma kres dolny i inf A = min A.

y v d



2.3 Zbiér R 2 ZBIORY LICZBOWE

Aksjomat ciagtosci mozna sformutowaé takze w inny sposob.

Twierdzenie 2.12. Jezeli A i B sa niepustymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych spelniajgcymi warunki:
e AUB=R i AnNB=0,
. (:rGA i yeB) = x <y,

to albo zbiér A ma element najwiekszy albo zbiér B ma element najmniejszy.

= Dowdod — ¢wiczenie!

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze zbioér liczb rzeczywistych jest uporzadkowany w sposéb ciagly, albo inaczej
moéwiac (jak to mowilismy wezesniej): w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma luk!
2.3 Zbior R

Zakladamy, ze istnieja elementy —oo i +o0o (nie liczby!) nazywane odpowiednio minus nieskoriczonoscig i plus
nieskonczonoscig, przy czym prawdziwa jest nieréwnosé

—0 < xr < +o0

dla wszystkich € R.

Zbiér

R = RU{—o00,+00}

nazywamy rozszerzonym zbiorem liczb rzeczywistych.

Czesto piszemy oo zamiast 4oo.

Wtiasnoéci 2.13. Obliczenia w zbiorze R wykonujemy wedtug nastepujacych regul, gdzie a € R:

xX+a = a-+ o0 = o0,
o0+ 00 = 00,

—00 + (—0) = —o0,

04 = a-00 = 00 dla a >0,
a4 = a-00 = —0 dla a <0,
0000 = (—00) - (—00) = oo,

00 (—0) = (—o0) 00 = —o0,
2 -2 -

00 —00

Zauwazmy, ze powyzsze reguly nie oznaczaja wprowadzenia w zbiorze R dzialaii dodawania i mnozenia. Na
przyklad nie okreslamy nastepujacych wyrazemn:

oo o-od  [Z] [g]

Takie symbole bedziemy nazywa¢ nieoznaczonymi.

W rozszerzonym zbiorze liczb rzeczywistych mozna wprowadzi¢ relacje < w analogiczny sposéb jak w R, a takze
zdefiniowa¢ kresy.

Wtedy przyjmujemy, ze

e sup A = oo, jesli A nie jest zbiorem ograniczonym z gory;

e inf A = —o0, jesli A nie jest zbiorem ograniczonym z dotu.

inf @ =7 i sup @ =7

: v d
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2.4 Warto$¢ bezwzgledna i znak liczby rzeczywistej

Definicja 2.14. Wartoscig bezwzgledng liczby rzeczywistej x € R nazywamy liczbe nieujemna |z| okreslona
nastepujaco
T dla z >0,
|z] = 0 dla z=0,
—x dla z <0.

Przyklad 2.15.

1 —1, jesli z>1
0/=0, [4=4, |— 7 |x—1|={(“” =

T2 z—1), jesli z< 1.

Wtlasnosci 2.16.  Dla dowolnych liczb z,y € R zachodzi:

lz -yl = [z]- |y

_ lal
|yl

T

)

. esli oy #£0

e nieréwnosé trojkata:

lz+yl < |z + |yl

|lz] = [yl| < |z —yl

Uwaga 2.17. Wartos$é¢ bezwzgledna |z| liczby rzeczywistej € R odpowiada odlegltosci tej liczby od punktu
zero na osi liczbowe;j.
Ogolnie

|z — y] dla wszystkich z,y € R

odpowiada odlegtosci liczb x 1 y.

Te interpretacje mozna tez wykorzystaé¢ do rozwigzywania réwnar i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna.
F.atwo mozna wykazaé, ze jesli x,y € R, to
r+y |-yl

oraz min{z,y} = ) 5

z+y |-y
- -

max{z,y} =

Definicja 2.18. Znakiem liczby rzeczywistej x € R nazywamy liczbe sgn x okres§long nastepujaco

1, jesli = >0,
sgnx = 0, jesi z =0,
-1, jesli -z < 0.

’ v d

Zauwazmy, ze |z| = sgnx - x.



3 DZIALANIA ALGEBRAICZNE

3 Dzialania algebraiczne
3.1 Potega o wykladniku naturalnym

n
Jesli liczbe rzeczywista a pomnozymy przez siebie n razy, to otrzymany iloczyn a=ga-a-... q mozem
¢ ywista a p ymy p y ymany iloczy il;ll Lt y

oznaczy¢ nowym symbolem.

Definicja 3.1. Niech a € R\{0} oraz n € N. Potegaq o podstawie a i wykltadniku n nazywamy liczbe a™ okreslona
nastepujaco:

a® = a"t.a dla n>0.

Dodatkowo, dla a = 0 przyjmujemy, ze o™ := 0 dla n > 0.

Wtasnosci 3.2. Niech a,b € R oraz m,n € N\ {0}. Wowczas zachodza nastepujace zwigzki:

P1: a™-a" = amtn,
a™" dla m > n,

P2: ZZ = 1 dla m =n, dla a#0,
anl_m dla m<n

P3: (@™)" = am" = (a™)"

P4: (a-b) = a™- 0"

P5: | ()" =2  dla b#0

(—2)* = (=2) - (=2) - (—=2) - (-2) = 16, ale —2t = —(2)' = -16
[ ]
ab=a-b-b-...-b, ale (ab)" =ab-ab-...-ab.
N—_—— N————
n razy n razy

Uwaga Wazniejsze potegi:

e Potega o podstawie 2:

2l =9, 22 =4, 23 =8, 2% = 16, 20 =32, ... 2'0=1024.
e Potega o podstawie 10:
10* = 10, 10% = 100, 103 = 1000, 10* = 10000, ... 10° = 1000000 000.

Ogolnie
10" = 1000...0.
———

n zer

Poteg o podstawie 10 uzywamy do przejrzystego zapisywania duzych liczb:

637100000000 = 6,371 - 100000000000 = 6,371 - 10"

. v d



3.1 Potega o wykladniku naturalnym 3 DZIALANIA ALGEBRAICZNE

3.1.1 Przeksztalcenia algebraiczne

Niech a,b € R\ {0} beda dowolnymi liczbami oraz niech n € N bedzie wieksze od 1. Wtedy prawdziwy jest wzor

n—1
a®—b" = (a=b)- (" +a" b4 4ab" P4 ") = (a—b)- Y a" T FHE,
k=0

W szczegélnosci

a?—b = (a—0b)-(a+b),
a?=b = (a—0)-(a®+ab+b?),
at—=bt = (a—0b)-(a®+a®b+ab®+b?).

Niech teraz n € N bedzie liczbg nieparzysta wieksza od 2. Wtedy prawdziwy jest wzor

i
X

a® + b = (a+b) (an—l _an—2b+._._abn—2_’_bn—1) _ (a+b) (—l)kan_l_kbk.
0

>
I

W szczegélnosci
a>+b = (a+b)-(a® —ab+10b?),

a®+b = (a+b)- (a* — a®b+ a®b? — ab® + b?).

3.1.2 Dwumian Newtona

Przedstawimy teraz czesto wykorzystywany wzor na potege dwumianu (a + b)", gdzie a,b € R\ {0} i n € N.
Zmnane i bardzo latwe do sprawdzenia sa nastepujace tozsamosci

(a+b) =a+b, (a+b)? = a® + 2ab + b?, (a+0b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°.
Wprowadzenie analogicznych wzoréw dla dowolnego n € N wymaga pewnego przygotowania.

Definicja 3.3. Niech a € Ri k € N. Liczby

<a>::, (a)::a-(a—l)-(a—Z)-...-(a—k+1) b ke

nazywamy symbolami Newtona.

Symbol Newtona ma nastepujaca interpretacje kombinatoryczna. Liczba wszystkich k-elementowych podzbioréw
(kombinacji) zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, jest réwna (7).

Przyklad 3.4. = Na wykladzie!

Bezposrednio z definicji mozemy wykazaé¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.5. Dla n, k € N prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

n n . n n! n )
° |-G 0 () -mmmm - (L) | sosken

2) (") =0, | jeslik>mn;

’ v d



3.1 Potega o wykladniku naturalnym 3 DZIALANIA ALGEBRAICZNE

n n n+1 L.
+ = il <k<smy
(3] (k B 1) (k) ( i ) , jesil <k <n

n n (n—1
= e jedli 1 < k < n.
(4] (k> k <k‘—1>’ jesi 1 <k<n

Wykorzystujac zasade indukcji matematycznej mozna wykazaé nastepujace dwa fakty.

Twierdzenie 3.6. Dla dowolnych liczb naturalnych n i k liczba (}) jest naturalna.
Dowdd: ¥ na wykladzie!

Twierdzenie 3.7. [Wzér dwumianowy Newtona]
Niech a, b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi r6znymi od zera oraz niech n bedzie dowolng liczba naturalna.
Wtedy prawdziwy jest wzor

n n n n " n
n" = n.bO nfl.bl l.bnfl O.bn: nfk.bk.
(a+b) <O)a + (1>a 4o (n_1>a + " a kZ:O i a

Dowdd: = na zajeciach ze Wstepu do Logiki © Teorii Mnogosci!

W szczegolnosei
(a+0b)° =1

(a+b)! = a+b
(a+b)? = a?+2-ab+1?
(a+0b)?3 = a*+3-a®b+3-ab® +b°
(a+b)* = a*+4-a’b+6-a??+4-ab®+b?
(@a+0b)° = a®+5-a*+10-a3? +10-a?b® + 5 - ab* + b°

Wspoétczynniki wystepujace w powyzszym wzorze mozna rekurencyjnie wyliczyé korzystajac z tzw. trojkata
Pascala (B. Pascal, 1623-1662), ktory tworzy sie w oparciu o trzeci wzor z twierdzenia 3.5.

n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n= 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==06 1 6 15 20 15 6 1

Liczby n-tego wiersza trojkata Pascala sa kolejnymi wspoétczynnikami rozwiniecia dwumianu (a + b)™. Latwo
zauwazy¢, ze kazdy element n-tego wiersza jest suma dwu znajdujacych sie bezposrednio nad nim elementéw
(n — 1)-szego wiersza.

Zadanie: Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona

® obliczy¢ sume > (gnljl)5
k=0

. . s . . 15
® wyznaczy¢ wspolezynnik stojacy przy a® w rozwinieciu dwumianowym wyrazenia (a3 + %) .

’ v d
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3.2 Potega o wykladniku calkowitym

Zmudne rozwazanie przypadkéow w przypadku dzielenia poteg o tej samej podstawie (por. P2, Wtasnosci 3.2)
zacheca do rozszerzenia definicji potegi do wykltadnikéw catkowitych i niedodatnich.

Definicja 3.8. Niech a € R oraz n € Z. Polegq o podstawie a i wyktadniku n nazywamy liczbe a™ okreslong
nastepujaco:

a™ dla n e N\ {0},
a = 1 dla n=01 a#0,
L dla. —neN\{0} i a#0.

Potega o wyktadniku catkowitym jest poprawnie okreslona, gdyz dla liczb n € Z mamy n € N\ {0} albon =0
albo —n € N\ {0}.

Przy tej definicji prawo potegowania (P2) mozna zapisa¢ w jednolity sposob:

P2: | & = gm " dla ae€R\{0} i mneZ

Oczywiscie, wszystkie pozostale prawa zachowuja swoja waznosé.

Uwaga Poteg o podstawie 10 i wyktadniku ujemnym:

107t =01, 1072 = 0,01, 1072 = 0,001, 10~* = 0,0001,

ogdblnie
10_”—L—¥—000 01
10 1000...0 —_———

n zer
n zer

uzywamy do przejrzystego zapisywania matych liczb:

6,3-107* = 6,3-0,0001 = 0,00063.

3.3 Pierwiastek

Twierdzenie 3.9. [o istnieniu pierwiastkow]
Dla kazdego a € Ry oraz kazdego n € N\ {0} istnieje dokladnie jedno = € R takie, ze 2" =

Definicja 3.10. Niecha € Ry orazn € Nin > 2.
Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby a nazywamy taka liczbe x € Ry, ze 2™ = a i oznaczamy ja przez {/a.

Pierwiastek stopnia 2 nazywamy pierwiastkiem kwadratowym i oznaczamy symbolem /a zamiast &a. Dodat-
kowo przyjmujemy, ze /0 = 0.

7 poprzedniego twierdzenia wynika, ze dla kazdej liczby a € R?r istnieje doktadnie jeden pierwiastek n-tego
stopnia z tej liczby.

Wilasnosci 3.11. Niech a,b € Ry oraz niech k,n € N beda wieksze od 1. Woéwczas zachodza nastepujace
zwigzki:

R1: Va- ¥a = " antk

R2:

=
-

% %\%

R3:

. v d
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R4: Ya Vb = Va-b

R5: 2 = p/2

Definicje pierwiastka nieparzystego stopnia mozna rozszerzy¢ na liczby ujemne.

Definicja 3.12. Niech n € N bedzie liczba nieparzysta i wieksza od 2.
Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby ujemnej a nazywamy liczbe — {/—a i oznaczamy ja przez {/a.

Cryli: /=8 = —¢/—(-8) = —V/8 = —2.

Twierdzenie 3.13. Niech a € R oraz niech n e Nin > 2.
Wowczas

e Jesli n jest liczba nieparzysta, to {/a™ = a.

o Jesli n jest liczba parzysta, to /a™ = |al.

3.4 Potega o wykladniku wymiernym

m

Definicja 3.14. Niech a € Ry oraz n € N\ {0} i m € Z. Potegq o podstawie a i wyktadniku wymiernym
nazywamy nieujemne rozwigzanie rownania " = a', tzn.

W o= Vam.

a

W potedze o dowolnym wyktadniku wymiernym podstawa musi by¢ dodatnia, zeby nie powstawaly wyrazenia
nieokreslone, np. 0°, 071, (=1)2 = /—1.

Uwaga Prawa potegowania P1-P2 zachowujg swoja wazno$é¢ takze dla poteg o wyktadniku wymiernym. Ale
wyktadniki wymierne mozna przeksztalcaé tylko przy zaltozeniu, ze podstawa potegi jest dodatnia, bo

8 = (-2 = (-2 = ((-2)" = 64} = g1
Uwaga

e Wyrazenie 43 =\/4=2 jest jednoznaczne i zawsze dodatnie. Falszywa jest zatem ,,r6wnose”: /4 = 42!

e Natomiast réwnanie 22 = 4 ma dwa rozwigzania: 21 —2.

3.5 Potega o wykladniku rzeczywistym (informacyjnie)

Mozliwe jest nastepne rozszerzenie pojecia potegi dla dowolnych wykladnikéw rzeczywistych (z pomoca tzw.

wzageszczania przedziatéow”). Dla przyktadu liczba 3v2 jest potozona na osi liczbowej miedzy liczbami 314!

a 3142 wzglednie miedzy liczbami 31414 a 31415 Jub 314142 5 314143 jtd, Oznacza to, ze potega o wykladniku
rzeczywistym daje si¢ dowolnie doktadnie ograniczy¢ przez potegi o wyktadniku wymiernym:
4,70696500 = 3141 < 3V2 < 3142 — 4 75806139
472769503 = 31414 < 3vZ < 31415 — 473289179
472873393 = 314142 3V2 o 3L4M3 _ 4 79995346
4,72878588 = 3141421 o 3V2 o 3141422 _ 4 79883783

4,72880147 = 31414218~ 3v2Z 31414214 _ 4 7988()666

' v d



4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

4 Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej

Funkcja jest jednym z najwazniejszych pojeé¢ analizy matematycznej. Podobnie jak pojecie zbieznosci nie byta
ona znana matematykom $wiata antycznego. Stowo ,,funkcja” zostato wprowadzone przez J. Bernoulli’ego (1667-
1748) w roku 1718. L. Euler (1707-1783) uzywal (jak to dawniej byto w zwyczaju) lacinskiego sformutowania
»functio continua”. Mial przy tym na mys§li ,,analityczne wyrazenie nie wymagajace dalszych objasniert”. Zmienito
sie to za sprawa L. Dirichleta (1805-1859), ktory wprowadzit nowoczesne pojecie odwzorowania i funkcji.

W tym rozdziale zajmiemy sie podstawowymi wtasnosciami funkcji okreslonych na podzbiorach zbioru liczb
rzeczywistych i o wartoSciach w zbiorze liczb rzeczywistych. Przypomnimy, znane ze szkoty, pojecie funkcji oraz
takie terminy jak dziedzina funkcji, zbiér wartosci funkcji na danym zbiorze, monotoniczno$é, parzysto$é¢ czy
okresowos¢ funkcji.

Definicja 4.1. Niech X i Y beda niepustymi zbiorami. Przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X do-
ktadnie jednego elementu y € Y nazywamy funkcjg ze zbioru X w zbior Y.

Oznaczenie:
X — Y

T .

f: X->Y, wZzg. f{

a) Element x nazywamy argumentem funkcji f.

b) Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy najczeSciej symbolem D lub doktadniej symbolem
Dy;.

c) Zbioér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji f.

d) Jesli z € X, to jedyny przyporzadkowany mu element y € Y nazywany jest wartoscig funkcji f w punkcie
x 1 piszemy y = f(x).

e) Zbior {f(x) : = € X} C Y nazywany jest zbiorem wartosci funkcji f lub obrazem f i oznaczany jest
symbolem W; lub f(X).

f) Zbior I'y = {(z,y) € X xY: y = f(x)} nazywamy wykresem funkcji f.
Uwaga 4.2.

e Jezeli X 1Y sg podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to funkcje f: X — Y nazywamy funkcjg rzeczy-
wistq zmiennej rzeczywistes.

e Istotna czescig definicji funkcji jest podanie jej dziedziny, a nie tylko wzoru okreslajacego przyporzadko-
wanie argumentowi pewnej wartosci. Jezeli dany jest tylko wzor okreslajacy funkcje, to zwyczajowo jako
dziedzine bierzemy zbiér wszystkich tych elementéw, dla ktérych wzér ma sens, lub w zastosowaniach
ograniczamy sie do ,,sensownych” dziedzin, np. czas ¢t > 0.

Przyktad 4.3.
Funkcja f: {1,2,3} — {a,b,c}:
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4.1 Bijekcja 4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

To nie jest funkcja:

Wprowadzone ponizej pojecia obrazu i przeciwobrazu zbioru wzgledem danej funkcji oraz ich wtasno$ci zostana
oméwione dokltadniej na wykltadzie ze Wstepu do Logiki i Teorii Mnogosci.

Definicja 4.4. Niech beda dane zbiory X i Y oraz funkcja f: X — Y.

a) Obrazem zbioru M C X wzgledem funkcji f nazywamy zbior

FM) = {f(@): e M} = {y€Y: ey fla) =y} C Y.

b) Przeciwobrazem zbioru N CY wzgledem funkcji f nazywamy zbiér

FTUN) = {zeX: f(z) e N} C X.

Jesli N = {y} dla pewnego y € Y, to uzywamy nastepujacego oznaczenia
U ) = 7 {y)) = {z e X: f(z) =y}
Przyklad 4.5. Rozwazmy funkcje z przykladu 4.3, wtedy
© f({3})={a}, F{L2})={ab},  F({1,2,3})={ab}
® [~ ({a})=1{2,3}, [f{H={1}, [} =0.

= Dalsze przyklady tylko na wykladzie!

4.1 Bijekcja
Definicja 4.6. Niech beda dane niepuste zbiory X i Y. Funkcje f: X — Y nazywamy
a) surjekcjg (lub funkcja na” zbior), jesli
e dla kazdego y € Y do zbioru f~!(y) nalezy przynajmniej jeden element, tzn.:
¢ Vyey doex f(@) =y, ton
o f(X) =Y, czyli zbior wartosci funkcji f jest rowny przeciwdziedzinie Y.
b) injekcig (lub funkcjq réznowartosciowag), jesli
e dla kazdego y € Y do zbioru f~!(y) nalezy co najwyzej jeden element, tzn.:

® Vi mex (f(xl) =f(z2) = o1 = mz), tzn.:

 Vemex (v1#m = fl@) # f@).
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4.1 Bijekcja 4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

c) bijekcjg (lub funkcjo wzajemnie jednoznaczng), jesli f jest injekcja i surjekcja,  tzn.:
e dla kazdego y € Y do zbioru f~!(y) nalezy dokladnie jeden element, tzn.:

o Vyey doex  f(z) =y

Wyjasnijmy, co oznacza wlasciwie powyzsza definicja.

Jezeli funkcja f jest surjekcja, to kazdy element y z przeciwdziedziny Y jest obrazem pewnego elementu x € X.
Przyktadowo, funkcja kwadratowa
f:Roz — 2z?€R

nie jest surjekcja, poniewaz zadna liczba z dziedziny nie jest przeksztalcana na liczbe ujemna —2.
Latwo jednak zauwazy¢, ze jesli zaciesnimy przeciwdziedzine do zbioru wartosci funkeji f (zbior liczb nieujem-
nych), czyli rozwazamy funkcje )

fiRo2 — 2%¢€(0,4+00),

to jest ona surjekcja.

Jezeli funkcja f jest injekcja, to kazdy element y z przeciwdziedziny Y jest obrazem co najwyzej jednego elementu
x € X. Przyktadowo, rozwazana wyzej funkcja

fiRoz — z22eR
nie jest tez injekcja, poniewaz dwie liczby z dziedziny s przeksztalcane na liczbe 4, a mianowicie
-2 - 4 i 2 — 4.

Ponownie latwo jednak zauwazy¢, ze jedli tym razem zacie$nimy dziedzine do zbioru liczb nieujemnych, czyli
rozwazamy funkcje

f: {(0,+0) 32 — z?€R,

to jest ona injekcja.

Podsumowujac, jezeli zacie$nimy jednoczesnie dziedzine i przeciwdziedzine
f:(0,400) 32 — 2 €(0,400),

to otrzymamy funkcje, ktora jest bijekcja.

= Pamietamy, ze zmieniajac dziedzine i/lub przeciwdziedzine (przy niezmienionym wzorze) otrzymujemy rozne
funkcje, dlatego w powyzszym wyszczegolnieniu uzywaliSmy réznych oznaczen!

e Standardowo, zacie$nienie funkcji f do podzbioru A C Dy oznaczamy symbolem f|,.
Uwaga 4.7. [Test prostej poziomej|

Jezeli znany nam jest wykres funkcji f, to mozemy bardzo latwo rozpoznaé, czy f ma zdefiniowane powyzej
wlasnosci.

e Funkcja f jest surjekcja wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta pozioma o réwnaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y, przecina wykres funkcji f w przynajmniej jednym punkcie.

e Funkcja f jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta pozioma o réwnaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y, przecina wykres funkcji f w co najwyzej jednym punkcie.

e Funkcja f jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta pozioma o réwnaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y, przecina wykres funkcji f w dokladnie jednym punkcie.

Przyktad 4.8.
1= Aplet Geogebry: https://www.geogebra.org/m/epyfm4c8

Uwaga
Roéznowartosciowo$¢ funkcji wykorzystujemy rozwigzujac réwnania, np. réwnania wyktadnicze lub logaryt-

miczne.
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4.2 Dziatania na funkcjach 4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

Wprowadzimy (lub przypomnimy) teraz definicje funkcji odwrotnej.

Definicja 4.9. [Funkcje odwracalne]
Mowimy, ze funkcja f jest odwracalna, jesli istnieje funkcja ¢g: Y — X taka, ze dla wszystkich z € X iy e Y
zachodzi

gly) == = fl@)=y.
W takim przypadku funkcje g nazywamy odwrotng do funkcji f i oznaczamy symbolem f~!.
Przyklad 4.10.
= Aplet Geogebry: https://www.geogebra.org/m/pbbrabee

Wykres funkcji odwrotnej do funkcji f otrzymujemy z wykresu tej funkcji odbijajac go symetrycznie wzgledem
prostej o rownaniu y = x. Wzor okreslajacy funkcje odwrotna otrzymujemy rozwiazujac (jezeli jest to mozliwe)
rownanie y = f(x) wzgledem zmiennej . W tym wzorze zamieniamy (ze wzgledéw tradycyjnych) zmienne y i x
i otrzymujemy wzor okreslajacy funkcje odwrotna y = f~1(x).

Wprost z definicji funkeji odwracalnej mamy

Twierdzenie 4.11.
Funkcja jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcja.

4.2 Dzialania na funkcjach

Drzialania arytmetyczne ze zbioru liczb rzeczywistych moga zosta¢ przeniesione na zbiér funkcji.

Definicja 4.12. Niech Dy, Dy C R oraz niech f: Dy — R i g: Dy — R beda funkcjami rzeczywistymi.

a) Iloczynem funkcji f przez liczbe A € R nazywamy funkcje

)vf:{Df — R

x +— X f(z) (mnozeniew R),

b) Sumgq (réznicg) funkcji f i g nazywamy funkcje

fig: { PiNDy — R
9: ¢ — f(x)+g(z) (dodawanie w R),

c) lloczynem funkcji f i g nazywamy funkcje

f.g:{Dmeg R

f(z)-g(x) (mnozenie w R),

—
X —
d) Illorazem funkcji f i g nazywamy funkcje

(Dy N Dg) \{g(x) =0} — R

Q [
8

— —= (dzielenie w R),

4.3 Zlozenie funkcji

Nastepnym, bardzo waznym dzialaniem na funkcjach jest ich ztozenie.

Definicja 4.13. Niech Dy, D, C R oraz niech f: Dy — R i g: D, — R beda funkcjami rzeczywistymi.
Ztozeniem funkcji g i f nazywamy funkcje

fo { {reD,: g(x)e D;} — R
7’ v — flg(@).
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Dziedzing funkcji f o g jest zbior Doy, = {z € Dy: g(x) € Dy}. Oznacza to, ze ztozenie f o g jest okreslone
tylko dla tych x z dziedziny funkcji g, dla ktoérych g(z) nalezy do dziedziny funkcji f.

F A

Analogicznie mozna okresli¢ ztozenie wiekszej liczby funkcji. Dziatanie sktadania funkcji jest taczne, tzn.
ho(goef) = (hog)of,
natomiast nie jest przemienne, co mozna zobaczy¢ na przyktadach.

Przyklad 4.14.
= Na wykladzie!

Wprost z definicji funkeji odwracalnej mamy

Twierdzenie 4.15. Funkcja f: X — Y jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g: ¥ — X
taka, ze go f =idx oraz fog=1idy.

Funkcje idyx : X 3 x — x € X nazywamy identycznoscig zbioru X, a funkcje idy : Y 3 y — y € Y identycznoscig
zbioru Y (zob. Przyktad 5.18).

4.4 Funkcje monotoniczne

Definicja 4.16. Niech f: R O Dy — R bedzie funkcja rzeczywista oraz niech I C Dy bedzie przedzialem.
Funkcje f nazywamy

a) rosngceg na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, x5 € I zachodzi
r1 < T3 = fz1) < flz2).

b) niemalejgcq (stabo rosngceq) na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich z1, x5 € I zachodzi
1 < T2 = f(z1) < f(z2).

c) malejgeg na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, zo € I zachodzi
z1 < 2 == f(z1) > f(z2).

d) mnierosngcq (stabo malejgcq) na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, 2o € I zachodzi
1 < Tg - flx1) > f(z2).

Funkcje rosnace, nierosnace, malejace oraz niemalejace bedziemy nazywaé funkcjami monotonicznymi.

Przyklad 4.17.
= Na wykladzie!
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Wprost z definicji dostajemy, ze kazda silnie monotoniczna (rosnaca lub malejaca) funkcja jest injekcja, ale nie
na odwrot. Przyktadowo funkcja f: [0,2] — R dana wzorem

1

fz) =

x? dla z€[0,1], e
—(z —1)? dla =z € (1,2]

1
jest roznowartosciowa, ale nie jest monotoniczna na przedziale [0, 2].
Uwaga 4.18.

e Kazda silnie monotoniczna (rosnaca lub malejaca) funkcja jest injekcja (jest roznowartosciowa).

e Kazda silnie monotoniczna (rosnaca lub malejaca) funkcja jest bijekcja na swoj zbior wartosci, a zatem
jest odwracalna.

FT.atwo mozna pokazaé nastepujacy fakt:

Twierdzenie 4.19. Jezeli funkcja f jest rosnaca (malejaca), to funkcja odwrotna f~! ma te sama whasno§c.

Uwaga
Monotonicznosé funkeji wykorzystujemy rozwigzujac nieréwnosci, np. nieréwnosci wykltadnicze lub logaryt-
miczne.

4.5 Funkcje parzyste i nieparzyste

Definicja 4.20.
a) Funkcje f: Dy — R nazywamy parzystq, jezeli dla wszystkich € D zachodzi
—weD; i f(-2) = f(a).
b) Funkcje f: Dy — R nazywamy nieparzystq, jezeli dla wszystkich « € Dy zachodzi:

—z€Dy i f(-a)=—f(z)
Uwaga 4.21.
e Funkcja f: Dy — R jest parzysta, gdy o§ Oy jest osig symetrii jej wykresu I'y.
e Funkcja f: Dy — R jest nieparzysta, gdy poczatek ukladu wspolrzednych jest srodkiem symetrii jej
wykresu I'y.

Przyklad 4.22.
= Na wykladzie!
Y.atwo mozna udowodnié nastepujace

Twierdzenie 4.23. Kazda funkcja f: R — R jest suma funkcji parzystej i nieparzystej.

Zauwazmy bowiem, ze kazda funkcje f mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

oy = H@HSCD) 1) = S

przy czym pierwszy sktadnik okresla czes¢ parzysta funkcji, a drugi sktadnik jest jej czescig nieparzysta.
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4.6 Funkcje okresowe

Definicja 4.24. Niech f: Dy — R bedzie funkcja rzeczywista. Liczbe p € R \ {0} nazywamy okresem funkcji
f, jezeli dla wszystich x € D¢ zachodzi:

rEtpe Dy i flx£p) = f(x).

Funkcje f nazywamy okresowa, jezeli istnieje liczba bedaca jej okresem. Najmniejszy dodatni okres funkcji
nazywamy okresem podstawowym.

Przyklad 4.25.

= Na wykladzie!

Obrazowo moéwiac, funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesunieciu o wektor ¢ = (£p,0) nalozy sie na
siebie.

Uwaga 4.26. Istnieja funkcje okresowe, ktore nie maja okresu podstawowego. Przykladem takiej funkcji jest
funkcja Dirichleta okre§lona nastepujaco

B 1 dla z€Q,
f@) = 0 da zeR\Q.

4.7 Funkcje ograniczone

Pojecia ograniczonosci i kreséw podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych omdéwione w podrozdziale 2.2 przenie-
siemy teraz w naturalny sposéb na funkcje.

Definicja 4.27. Niech f: Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista oraz niech zbiér I C Dy bedzie przedzialem.
Moéwimy, ze

a) funkcja f jest ograniczona z dotu na przedziale I, jesli obraz f(I) jest ograniczony z dotu, tzn.

Jmer Vaer f(a?) > m;

b) funkcja f jest ograniczona z gory na przedziale I, jesli obraz f(I) jest ograniczony z gory, tzn.

Imer Vaer flz) < M;

c) funkcja f jest ograniczona na przedziale I, jesli obraz f(I) jest ograniczony, tzn.

Immer Veer m < f(z) < M.

Funkcje, ktora nie jest ograniczona, nazywamy nieograniczong.

Obrazowo moéwiac, funkcja jest ograniczona z dotu, gdy jej wykres lezy ponad pewng prosta pozioma, a ogra-
niczona z gory, gdy jej wykres lezy pod pewna prosta pozioma. Czyli wykres funkcji ograniczonej lezy miedzy
dwiema prostymi poziomymi.

Definicja 4.28. Niech f: Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista.
a) Kresem gornym funkcji f nazywamy kres gorny obrazu f, czyli sup f (Dy).
b) Kresem dolnym funkcji f nazywamy kres dolny obrazu f, czyli inf f (Dy).

c) Wartosciq najwiekszq (maksimum globalne/absolutne) funkcji f nazywamy warto$é¢ najwieksza obrazu f,
czyli max f(Dy).

d) Wartoscig najmniejszq (minimum globalne/absolutne) funkcji f nazywamy warto$¢ najmniejsza obrazu f,

czyli min f(Dy).

Istniejy funkcje, ktore nie maja najmniejszej i najwiekszej wartosci. Przykladem takiej funkcji jest f(x) = z,
x € R. Do tego tematu wrocimy jeszcze w ostatniej czesci wykladu dotyczacego funkcji ciagtych.
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5 Funkcje elementarne

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: potegowe, wykladnicze, logarytmiczne, trygono-
metryczne i cyklometryczne. Funkcje, ktére mozna otrzymacé z podstawowych funkcji elementarnych za pomocy
skoniczonej liczby dzialan arytmetycznych oraz operacji sktadania funkcji, nazywamy funkcjami elementarnymi.

5.1 Funkcja potegowa

Definicja 5.1. Niech a € R. Funkcjg potegowq o wyktadniku o nazywamy funkcje okreslona wzorem

przy czym jej dziedzina zalezy od liczby a:
z € R, gdy o€ N*,
x € R\ {0}, gdy «e€Z\N*
zeRY, gdy aeRy\Z,
re€Ry, gdy aeR_\Z.

Funkcja potegowa jest poprawnie okreslona (por. definicja potegi o wykladniku naturalnym, catkowitym i rze-
czywistym).

Przyktadowe wykresy funkcji potegowych:

a=2 a=3 a=—1
Y Y Y

Wtasnoséci 5.2. Niech a € R oraz f(z) = 2%, z € Ry.

a) Jesli a > 0, to f jest funkcja rosnaca.
b) Jesli a =0, to f jest funkcja stala.
c) Jesli a <0, to f jest funkcja malejaca.
Whiosek 5.3. Niech « € R, o # 0 oraz f(z) = 2%, € R.. Wowczas
a) Funkcja f jest roznowartosciowa (injekcja).

b) Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior R.

Szczegdlnym przypadkiem funkcji potegowej jest funkcja pierwiastkowa okre§lona ponize;j.

Definicja 5.4. Niech n € Nin > 2. Funkcjg pierwiastkowq n-tego stopnia nazywamy funkcje okres§long wzorem

przy czym z € R, gdy n jest liczba nieparzysta lub x € ]RE’H gdy n jest liczba parzysta.
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Z definicji pierwiastka liczby rzeczywistej dostajemy, ze funkcja pierwiastkowa jest poprawnie okreslona. W zbio-
. . . . . 1
rze R funkcja pierwiastkowa {/z pokrywa sie z funkcja potegows z v .

Przyktad 5.5. N
a=3
[O’OO) _>[ 700)
f { 1 Ly
x|—>\/5:x2
1
1 T
-t
R—>R 1
; Ly
T +— Jr =2x3

5.2 Funkcje wielomianowe

W trakcie nauki w szkole wielokrotnie wykorzystywaliS§my tzw. wyrazenia algebraiczne. Pozwalaly one w sposéb
Scisty wyrazi¢ zwiazki miedzy réznymi wielko$ciami matematycznymi lub fizycznymi, przyktadowo zapisa¢ wzor
na pole czy objetosé figur geometrycznych. ZapoznaliSmy sie takze z regutami przeksztalcen wyrazen algebra-
icznych oraz operacjami na nich.

Wielomiany, o ktorych teraz bedziemy moéwili, sg przyktadem wyrazen algebraicznych.

Niech ay, ..., a,, gdzie n € N, beda wybranymi liczbami rzeczywistymi. Wyrazenie algebraiczne
anxZ™ + an_12" ' + -+ + a1z + ao,
gdzie a,, # 0, nazywamy wielomianem jednej zmiennej stopnia n a liczby aq, ..., a, jego wspotczynnikami.

Wspoétczynnik a, nazywamy wspotczynnikiem wiodgcym wielomianu, a wspotczynnik ag wyrazem wolnym.

Wielomianem jest rowniez wyrazenie, ktérego wszystkie wspoétczynniki sa zerami. Ten wielomian nazywamy
wielomianem zerowym i przyjmujemy, ze jego stopien jest rowny —oo. Wielomianu zerowego nie nalezy mylié
z wielomianem stopnia zerowego, czyli wyrazeniem ag, gdzie ag # 0.

Definicja 5.6. Funkcje postaci

R — R

i r — f@)=a +a-z+a2*+...+a, 2" = Y axt
i=0

gdzie a; € R, nazywamy funkcjg wielomianowq jednej zmiennej stopnia n, jesli a,, # 0.

W dalszym ciagu, dla prostoty, pojecia i odpowiadajace im oznaczenia: funkcja wielomianowa f i wielomian
f(z) bedziemy uzywali wymiennie.

Dziedzina i zbiér wartosci

Dziedzing Dy i przeciwdziedzing funkcji wielomianowych jest zbiér liczb rzeczywistych. O takich funkcjach
moéwimy, ze sa funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistey.
Trudno natomiast w sposéb ogélny opisa¢ zbior wartosci funkcji wielomianowych. Najlepiej robi¢ to w kazdym

przypadku osobno.
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Wykres

Podobnie trudno jest dokladnie opisaé krzywe bedace wykresami funkcji wielomianowych, sa one bardzo zroz-
nicowane i maja rozmaite ksztalty.

YLaczy je natomiast fakt, ze krzywe te mozna narysowaé jednym pociggnieciem otéwka. Wynika to z faktu,
ze funkcje wielomianowe sg tzw. funkcjami cigglymi (zob. rozdzial 16), a ich dziedzing jest caly zbior liczb
rzeczywistych, czyli zbior spojny.

Ponizej przedstawiono przyktadowe wykresy czterech funkcji wielomianowych. Po wprowadzeniu pojecia granicy
funkcji oméwimy dokladniej zachowanie funkcji wielomianowych w minus i w plus nieskoriczonosci, a teraz
jedynie zapiszmy to, co mozemy zaobserowowac¢ na ponizszych rysunkach.

Niech f bedzie wielomianem stopnia n, gdzie n jest liczba nieparzystg.

»
25
©
©
Pi(z) =2*-32*— 13z +15 y ;
1(e) — i il i Py(z) = —0.62° — 0.6 22+ 10.2 = — 13.2
w0
s
o N B T T
TR T v W w W % W m Z W B E W E W w s
-40
Jedli a, > 0, to Jesli a,, < 0, to
lim f(z)=-o0 i lim f(z) = +oo. lim f(z) =400 i lim f(z) = —o0.
T——00 T— 00 T— —00 T— 00
Niech teraz f bedzie wielomianem stopnia n, gdzie n jest liczbg parzystg.
s
o
Py(z) = 0.32*— 0.6 2° —4.8224+ 0.6z +4.5 -
©
%
Py(z) = —0.5 z* — 2.5 2% + 3.5 2> + 20.5 ¢ + 25
0 8 6 2 46 8 Mo 2 W 16 16 ZiiEzeNdasge 8 B 2 ¢ W ®
-10
5
-20
i7es -8 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 2% 28 30 32 34 36 38 4
-30
.
Jedli a, > 0, to Jedli a,, < 0, to
lim f(z) =400 i lim f(z) = +oo. lim f(z)=-c0 i lim f(z) = —o0.
xrT——00 r——+00 rT— —00 r——+00

== Wiecej eksperymentéw dotyczacych zachowania funkcji wielomianowych w nieskoriczono$ci mozna prze-
prowadzi¢ korzystajac z materialéow zawartych w e-kursie lub bezposrednio korzystajac z apletu GeoGebry:
https://www.geogebra.org/m/UTZkaY2g.

Whiosek 5.8 pozwala ponadto doktadniej okresli¢ liczbe punktow wspolnych wykresu funkeji wielomianowych
7 osig Ox, czyli liczbe miejsc zerowych tych funkeji. Punkt przeciecia wykresu funkeji wielomianowej z osig Oy
to oczywiscie punkt o wspotrzednych (0, ag), gdzie ag jest wyrazem wolnym wielomianu.
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Po wprowadzeniu pojecia pochodnej funkcji nauczymy sie doktadnie okres§la¢ przebieg wykresu funkcji wielo-
mianowej. Na razie wystarczy nam szkic jej wykresu uwzgledniajacy wlasnie granice w nieskoniczono$ci oraz
zachowanie w miejscach zerowych, co oméwimy ponize;j.

Miejsca zerowe

Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu, jesli wielomian ten jest podzielny przez dwumian x — a.
Natomiast miejscem zerowym funkcji wielomianowej nazywamy taki jej argument, dla ktérego funkcja ta przyj-
muje wartos¢ zero.

Okazuje sie, ze te dwa pojecia mozemy utozsamiaé, o czym moéwi kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 5.7. [Bézouta]
Niech f bedzie funkcja wielomianowyg oraz niech a € R. Liczba a jest miejscem zerowym funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian f(z) jest podzielny przez dwumian x — a.

Inaczej méwiac:
fla)=0 < f(x)=(z—a) g(z)
dla pewnego wielomianu g(x).

Opierajac sie na powyzszym twierdzeniu, pojecia ,pierwiastek wielomianu” i ,miejsce zerowe funkcji wielomia-
nowej” zdefiniowanej za pomoca tego wielomianu bedziemy uzywali wymiennie.

Whiosek 5.8. Kazdy wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych.

Ze wzgledu na rozwigzywanie nieréwnosci wielomianowych korzystna jest pewna klasyfikacja pierwiastkow wie-
lomianu.

Definicja 5.9. [Krotno$é pierwiastkal

Krotnoscig pierwiastka a € R wielomianu f(x) nazywamy najwieksza liczbe naturalna k > 1 taka, ze wielomian
ten dzieli sie bez reszty przez wielomian (z — a)*.

Mowimy wtedy, ze a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu.

Innymi stowy, liczba a € R jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielomian g(x) taki, ze
fl@)=(z—a)-g(x) oraz  g(a)#0.

Geometrycznie oznacza to, ze jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomanu f(x), to punkt (a,0) jest punktem
wspoOlnym wykresu funkcji wielomianowej f i osi Ox. Dodatkowo, jesli a jest pierwiastkiem o krotnosci niepa-
rzystej, to wykres przecina 0§ Ox. W przeciwnym przypadku (krotnosé parzysta) wykres funkcji f jedynie styka
sie z osig odcietych.

Na ponizszym rysunku x1 = —4 i x5 = —1 s3 pierwiastkami o krotnosci nieparzystej, a z3 = 4 jest pierwiastkiem
o krotnosci parzystej i w tym miejscu wykres nie przecina osi Oz tylko ,odbija sie” od niej.

600
500

400

300

W (z) = 0.64 (z+4) (z+1)° (z —4)°

= Wiecej eksperymentow zwigzanych z tg obserwacja mozna przeprowadzié¢ korzystajac z materiatow zawartych
w e-kursie lub bezposrednio korzystajac z apletu GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/s4mM6£C5.

: v d


https://www.geogebra.org/m/s4mM6fC5

5.2 Funkcje wielomianowe 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

Rownania 1 nieré6wnosci wielomianowe

Rownaniem wielomianowym stopnia n nazywamy réwnanie postaci

f(z) =0,
gdzie f jest funkcja wielomianowsg stopnia n.

Przyktadami réwnan wielomianowych byly rozwazane juz przez nas rownania liniowe i kwadratowe.

Rozwiazanie réwnania wielomianowego stopnia n sprowadza sie zatem do wyznaczania pierwiastkéw wielomianu
stopnia n. Zgodnie z Wnioskiem 5.8 réwnanie wielomianowe stopnia n nie moze mieé¢ wiecej niz n rozwiazan
rzeczywistych.

Sposoby wyznaczania pierwiastkow wielomianu:

e rozktadanie wielomianu na czynniki (liniowe i kwadratowe) za pomoca przeksztalcen algebraicznych (gru-
powanie wyrazow, wzory skréconego mnozenia, itp.);

e wykorzystanie twierdzen o pierwiastkach catkowitych i wymiernych wielomianu.

Twierdzenie 5.10. [o pierwiastkach calkowitych wielomianu]
Jezeli liczba caltkowita jest pierwiastkiem wielomianu o wspétczynnikach catkowitych i o niezerowym wyrazie
wolnym, to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego.

Twierdzenie 5.11. [o pierwiastkach wymiernych wielomianu]
Jezeli utamek nieskracalny 2 € Q jest pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach catkowitych i o niezerowym
wyrazie wolnym, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a ¢ jest dzielnikiem wspolczynnika wiodacego.

Przyklad 5.12. Rozwigzaé¢ rownanie wielomianowe stopnia piatego
x5 — 423 + 22 — 4 = 0.

Rozwigzanie: Wielomian po lewej stronie réwno$ci roztozymy ma nierozktadalne czynniki za pomoca prostych
przeksztalcen algebraicznych (wytaczanie przed nawias wspolnego czynnika i wzory skroconego mnozenia):

-4t + 2 -4 =P (P —4)+ (2 —4) = 2P +1)- (2 —4) = (z+1)- (2P —2+1) - (z+2) (z—2).
Wrynika stad, ze
2 — 4z 4+ 22 —4 =0 = (z+2)-(z+1)-(z—2)- (2> —z+1) = 0.

f(x) =2*—42®+22—-4

Wielomian przyjmuje warto$é¢ zero wtedy i tylko

wtedy, gdy zeruje sie jeden czynnikéw w powstalym

iloczynie.

Trojmian kwadratowy 2 —x + 1 nie ma pierwiastkow 5
rzeczywistych (A < 0), zatem zerowa¢ moga sie tylko

czynniki liniowe.

Roéwnanie wielomianowe ma wiec trzy rozwiazania

rzeczywiste

r1 = —2, Ty = -1 i Tr3 = 2.

Nierdwnoscig wielomianowq stopnia n nazywamy nieréwnos$¢ postaci
fl@) <0,  f(z) <0, flz) >0, f(x) >0

gdzie f jest funkcja wielomianowsa stopnia n.
Przykladami nieréwnosci wielomianowych byly rozwazane juz przez nas nieréwnodci liniowe i kwadratowe.

Rozwiazujac nier6wnoséé¢ wielomianowa stopnia n rozpoczynamy podobnie, jak przy rozwigzywaniu réwnan wie-
lomianowych, tzn. wyznaczamy pierwiastki wielomianu stopnia n, ale tym razem wraz z krotnosciami. Nastep-
nie szkicujemy wykres funkcji wielomianowej uwzgledniajac opisane powyzej wpltyw wspoélczynnika wiodacego
i wplyw krotnosci pierwiastkow na przebieg krzywej wielomianowej.
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Przyklad 5.13. Rozwigzaé nieréwnos$¢ wielomianowsa stopnia czwartego
zt — 922 + 4z + 12 < 0.

Rozwigzanie: Wielomian f(z) = z* — 922 + 42 + 12 po lewej stronie réwnosci rozlozymy ma nierozktadalne
czynniki korzystajac z twierdzenia 5.10 o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspo6tczynnikach catkowitych.
Wyraz wolny wielomianu ag = 12 jest podzielny przez

-1, 1, -2, 2, -3, 3 -4, 4, -6, 6  -12, 12

Latwo sprawdzi¢, ze pierwszy dzielnik —1 jest pierwiastkiem wielomianu. Dzielac wielomian % — 922 4 42 + 12
przez dwumian x + 1 (np. uzywajac schemat Hornera) dostajemy

t =92 + 4 4+ 12 = (z+1) (2° —2® -8z +12).
Postepujac analogicznie dostajemy rozklad wielomianu na czynniki
xt —92% 44z + 12 = (2+3)-(z+1) - (z—2)%
Wynika stad, ze
T = —3, o = —1 i T3 = 2

sa pierwiastkami wielomianu, przy czym dwa pierwsze sa pierwiastkami jednokrotnymi, a trzeci — pierwiastkiem
dwukrotnym.

Szkicujemy teraz przyblizony wykres funkcji wielomianowe;.

e Na osi Oz zaznaczamy wszystkie pierwiastki
wielomianu.

e Wspoélczynnik wiodacy wielomianu a4 = 1 jest Fa
dodatni, zatem rysowanie krzywej wielomiano- A
wej rozpoczynamy od géry z prawej strony, po- ' i
niewaz N lirJIrloo f(x) = 400 niezaleznie od stopnia

S X3

wielomianu.

e Krzywa dochodzi do pierwiastka dwukrotnego

x3 = 2 i odbija sie pozostajac nad osig Ozx. = < o=t datn

e Nastepnie w punkcie zo = —1 krzywa przecina
0§ Ox i przechodzi na druga strone, a potem
ponownie w punkcie z; = —3. ‘

Na podstawie wykresu okre§lamy zbiér rozwigzan nieréwnosci wielomianowej pamietajac przy tym, ze nierOw-
nosc¢ jest staba, zatem jest spelniona takze dla pierwiastkow wielomianu:

flz) <0 = xz € (—3,—-1)uU{2}.

Wlasnosci

Dziatania arytmetyczne dodawania, odejmowania i mnozenia wielomianéw oraz mnozenia wielomianu przez
liczbe przeprowadzamy tak samo, jak analogiczne operacje na wyrazeniach algebraicznych. Ponadto zbiér wie-
lomianéw jest zamkniety ze wzgledu na te operacje, co sprecyzujemy w kolejnym twierdzeniu.

Wilasnosci 5.14. Jedli f i g sa wielomianamii A € R, to A- f, f + g oraz f - ¢ sa wielomianami.

Lemat 5.15. Niech f bedzie wielomianem postaci f(z) = ag+a1-z+as 22 +...+a, 2" Jedli f(x) =0 dla
kazdego x e R, toag = ... =a, =0.

Whiosek 5.16. Jesli dwie funkcje wielomianowe sg rowne, to maja réwne wspotczynniki przy odpowiednich
potegach.
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5.2.1 Funkcja liniowa

Funkcja liniowa jest przewaznie zdefiniowana za pomoca wielomianu stopnia pierwszego, ale dla pewnych wspot-
czynnikow takze wielomianu stopnia zerowego (funkcja stala i rozna od zera) lub wielomianu zerowego (funkcja
tozsamosciowo rowna zeru). Funkcja liniowa jest zatem funkcjg wielomianowq stopnia co najwyzej pierwszego.

Definicja 5.17. Niech liczby a,b € R beda ustalone. Funkcje postaci

. R — R
f: z — f(x)=a-xz+b.

nazywamy funkcjq liniowq.

Przyklad 5.18. Jedng z najprostszych funkeji liniowych jest funkcja, ktora liczbie x € R przypisuje te samg
liczbe x, czyli

@) = @

Funkcja taka nazywana jest identycznosciq (funkcjq identycznosciowq) zbioru liczby rzeczywistych i czesto
oznaczana symbole idg.

Dziedzina i zbiér wartosci

Dziedzing Dy i przeciwdziedzing funkcji liniowej jest zbiér liczb rzeczywistych. O takich funkcjach méwimy, ze
sa funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistes.
Zbior wartosci jest natomiast zalezny od parametru a i mamy dwie mozliwo$ci:

R dla a #0,
1w da a=o

co tatwo mozna zaobserwowaé na rysunkach ponizej.

Wykres
Nazwa ,funkcja liniowa” wywodzi sie z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.19. Wykresem funkcji liniowej jest linia prosta.

Inaczej mowiac, wykresem funkcji danej wzorem f(x) = ax + b jest prosta o réwnaniu y = ax + b. Ponizej
znajduja sie wykresy przyktadowych funkcji liniowych:

Y

Zauwazmy, ze wykresem funkcji identycznosciowej jest prosta o réwnaniu y = x sktadajaca sie z punktow
o réownych wspoélrzednych.

Wykresem funkcji liniowej f jest prosta, zatem do narysowania go wystarczy obliczy¢ wartosci funkeji f dla
dwoch dowolnie wybranych argumentéw x1 i 2. Punkty o wspolrzednych (21, f (z1)) i (22, f (z2)) wyznaczaja
jednoznacznie prosta bedaca wykresem danej funkcji.
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Parametry a i b wystepujace we wzorze funkcji liniowej maja naturalng interpretacje geometryczng i okreslaja
potozenie wykresu funkcji liniowej w ukladzie wspohrzednych.

Definicja 5.20. Parametr a nazywany jest wspdotczynnikiem kierunkowym, natomiast parametr b to wspotczyn-
nik przesuniecia lub wyraz wolny funkcji liniowej.

Y
Yy=ai-x
2l
y=az -T+bo
Nl
Q2
(051 i
2 1 1 2 \ 4
gl

Wspoblezynnik kierunkowy a okresla nachylenie prostej bedacej wykresem funkcji liniowej w stosunku do osi

Ozx.

Twierdzenie 5.21. Jezeli kat skierowany miedzy prosta o rownaniu y = ax + b a dodatnia czescig osi Ox ma
miare «, to jego tangens réwny jest parametrowi a, tzn.

tga = a.

7 powyzszego twierdzenia wynika miedzy innymi, ze

o Jeslia >0,toa e (0,%),
czyli kat o miedzy wykresem funkcji a dodatnia czescig osi Ox jest ostry.

e Jeflia<0,toae (g,w),
czyli kat o miedzy wykresem funkcji a dodatnig czescig osi Oz jest rozwarty.

e Jedli a =0, to a = 0, czyli wykres funkcji jest prosta pozioma.

Dodatkowo mozemy powiedzie¢, ze wykres funkcji liniowej o wspoétczynniku kierunkowym a = 1 jest nachylony

pod katem o = 7 w stosunku do dodatniej czesci osi Ox, natomiast dla a = —1 pod katem o = %ﬂ'.

Wspolczynnik przesuniecia b okresla natomiast przesuniecie wykresu funkeji liniowej wzdtuz osi Oy.
Przesuniecie to jest rownolegle wzgledem wykresu funkeji f(x) = ax w gore (dla b > 0) lub w dét (dla b < 0).
Inaczej méwiac proste o réwnaniach y = azx i y = ax + b sa réwnolegle dla kazdego parametru b € R.

Punkt o wspolrzednych (0,b) jest miejscem przeciecia wykresu funkeji liniowej z osia Oy.
Punkt przeciecia wykresu funkeji liniowej z osig Oz ma wspélrzedne (—2,0) dla a # 0.

Jesli natomiast a = 0, to mamy dwie mozliwosci. Dla b # 0 wykres funkcji liniowej nie przecina osi Oz (jest do
niej rownolegty), a dla b = 0 wykres ten pokrywa sie z osia Oz.

Wtasnosci funkcji liniowej

Wilasnosé 5.22. Jesli wspotezynnik kierunkowy a # 0, to funkcja liniowa jest funkcjg réznowarto$ciowa
(injekcja).
Oznacza to, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z1,z9 € R spelniony jest jeden z dwoch réwnowaznych
warunkow:

a) T #Fxs = f(x1) # f(z2);

b) f(x1) = f(z2) = 1 =m0

gdzie f(x1) = axq + b oraz f(xg) = axg + b.
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W tym przypadku (a # 0) funkcja liniowa jest takze funkcja wzajemmnie jednoznaczng (bijekcjg). Jest wiec
funkcja odwracalng, a jej funkcja odwrotna jest takze funkcja liniowa dana wzorem

Wykresy funkeji liniowej i jej funkcji odwrotnej sa do siebie symetryczne wzgledem prostej o rownaniu y = .
1 Zachecamy do eksperymentéw z apletem GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/rjvxpgzT.
Przyklad 5.23. Wyznaczy¢, o ile istnieje, funkcje odwrotng funkcji liniowej danej wzorem

flz) = 2z + 4.

Rozwigzanie:

©® Wspolezynnik kierunkowy a = 2 jest rozny od zera, zatem funkcja f jest odwracalna.
® Zapiszmy wzor funkcji w wygodniejszej dla nas postaci oznaczajac symbolem y wartosé funkcji:

y = 2z + 4.

® Przeksztalémy teraz powyzszay réwno$¢ wyznaczajac z niej zmienng x:

1
y=2r+4 <+ 2rx=y-4 <= xziy—l
® Wilasciwie zadanie wyznaczenia funkcji odwrotnej zostalo juz wykonane. JesteSmy jednak przyzwyczajeni
do tego, zeby argumenty funkcji oznaczaé¢ symbolem z, a wartosci funkcji symbolem y. Z tego powodu
zamienmy oznaczenia w ostatniej rownosci
1

yzix—Q.

® Funkcja odwrotng funkcji f jest zatem funkcja liniowa dana wzorem
1

=) = 2%~ 2.
fl@)=2-z+4
Fie) =5 o2

-1 /1 5 6 7 8 9 0 1 12 13 14 15 16 17 18

Wtiasnosé 5.24. Niech f(z) = az + b bedzie funkcja liniowa.
a) Jesli a <0, to f jest funkcja malejaca, tzn.

T < x9 = axr1+b > ars+b
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b) Jesli a > 0, to f jest funkcja rosnaca, tzn.

r1 < r9 — axry1+b < axs+b.

dla wszystkich liczb z1,z2 € R.

c) Jesli a =0, to f jest funkcja stala, tzn.

f@) = b

dla wszystkich liczb =z € R.

1= Zachecamy do eksperymentéw z apletem GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/eakapb7g

Roznowartosciowosé funkeji liniowej oznacza, ze réwnania liniowe, czyli rownania postaci

axr+b=0,

gdzie a € R\ {0}, b € R, a z jest niewiadoma, maja dokladnie jedno rozwigzanie.
Roéwnaniami liniowymi sa przyktadowo réwnania

or —3 =0, —xr+4=0, 3z +17=0.

Rozwiazanie x9p € R rownania liniowego ax + b = 0 jest miejscem zerowym funkeji liniowej f(x) = ax + b.
Funkcja liniowa ma zatem dokladnie jedno miejsce zerowe xy = —g, jesli a #£ 0.

Natomiast dla a = 0 funkcja liniowa nie ma miejsc zerowych, o ile b # 0. W przeciwnym przypadku ma ich
nieskoniczenie wiele (funkcja réwna tozsamosciowo zeru).

Nierownoscia liniowa nazywamy nieréwnosc jednej z postaci
axr+b <0, ax +b >0, ax + b <0, ax+b>0,

gdzie a € R\ {0}, b € R, a z jest niewiadoma. Przyktadowo

1
r—3>0, —2x+72>0, gm—5<0, 3xr+4<0.

Jak tatwo zauwazy¢ na postaé rozwigzania nieréwno$ci liniowej ma wplyw monotonicznos$é odpowiadajacej
funkcji liniowej, a zatem wspoélczynnik kierunkowy a.

Uwaga 5.25. Jak juz méwilismy nazwa funkcji liniowej wywodzi sie z faktu, ze jej wykresem jest linia prosta.
Warto jednak wiedzieé, ze w dziale matematyki nazywanym algebrg liniowa wlasnosé zwana liniowoscig definiuje
nie w oparciu o wlasnoéci geometryczne, lecz o wlasnosci algebraiczne zachowujace strukture tzw. przestrzeni
liniowych. Funkcje majace te wlasno$¢ nazywa sie odwzorowaniami liniowymi. Okazuje sie, ze omawiana wyzej
funkcja liniowa jest odwzorowaniem liniowym tylko wtedy, gdy b = 0, czyli gdy jest tzw. funkcja jednorodnag.

5.2.2 Funkcja kwadratowa

Funkcja kwadratowa zwiazana jest z wielomianem stopnia drugiego (tréjmian kwadratowy), jest zatem funkcjq
wielomianowq stopnia drugiego.

Definicja 5.26. Niech a € R\ {0} i b, ¢ € R. Funkcje postaci

J R — R
fr r — f(z):=ax®+bx+ec

nazywamy funkcjq kwadratowg.
Wyrazenie axz? 4 bx + ¢ nazywamy tréjmianem kwadratowym, a liczby a, b i ¢ wspétczynnikami funkeji kwadra-

towej lub trojmianu kwadratowego.
. V4
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Dziedzina i zbiér wartosci

Dziedzing Dy i przeciwdziedzing funkcji liniowej jest zbidr liczb rzeczywistych. O takich funkcjach méwimy, ze
sa funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistey.
Zbior warto$ci jest natomiast zalezny od wspotczynnikéw, wsréd ktorych szczegdlng role odgrywa wspolezyn-
nik a:
<—%, +oo) dla a >0,
W; =
(foo, A > dla a <0,

" 4a

gdzie tak zwany wyrdéznik trégmianu kwadratowego A zdefiniowany jest wzorem

A = b — 4dac.

Liczba ¢ := —% okreslajaca zbior wartosci jest w istotny sposob zwigzana z wykresem funkeji kwadratowej, do
czego wrocimy w nastepnym punkcie.

Wykres

Wykresem funkcji kwadratowej jest krzywa zwana parabolq. Ponizej znajduja sie wykresy przyktadowych funkcji
kwadratowych:

_ .2
fw) =2 @)= —(@—1)2 +2

-

Punktem charakterystycznym paraboli jest jej wierzcholek o wspolrzednych (p, q), gdzie

b . A
= —— 1 =S — ——
& 2a 4 4a
Prosta o réwnaniu x = —% jest osig symetrii paraboli.

Wspétczynnik a ze wzoru funkeji kwadratowej ma istotny wpltyw na wyglad paraboli:

a>0 =  ramiona paraboli skierowane ku gorze,

a<0 = ramiona paraboli skierowane ku dotowi.

Ponadto warto$¢é wspoétczynnika a zmienia rozwarto$é ramion.

Polozenie wierzchotka paraboli, a dokladnie jego rzedna q = f%,

zbior wartosci funkcji kwadratowej podany w poprzednim punkcie.

oraz skierowanie ramion paraboli uzasadnia

1 Zalezno$¢ paraboli od wspotezynnikow funkeji kwadratowej mozna badaé korzystajac z materiatow dodatko-
wych e-kursu!

Postaé¢ ogoélna funkcji kwadratowej

Przewaznie spotykamy sie z funkcja kwadratowa w postaci zdefiniowanej na wstepie, czyli

f(x) = az? + bx + c,

’ v d

ktora wydaje sie by¢ najtatwiejsza do zapamietania.
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Postaé kanoniczna funkcji kwadratowej

Jednak przyktadowo do odczytywania zbioru wartosci funkcji kwadratowej, wspotrzednych wierzchotka paraboli
oraz narysowania wykresu wygodniejsza jest tzw. posta¢ kanoniczna

fl@) = a(z-p)* + g,

gdzie a € R\ {0} oraz p,q € R.

f(x) =az?® +br+c

St

7 postaci tej wynika, ze wykres funkcji f powsta-

je przez przesuniecie réwnolegte paraboli o réwna-

niu y = az? o wektor 7 = [p,q|, gdzie p = — %
A

2a
lq:_E'

Kazda funkcje kwadratowg w postaci ogblnej mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej korzystajac z prostych
operacji algebraicznych, tzw. metoda dopelniania do kwadratu.

Przyklad 5.27. Wyznaczy¢ posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowej danej wzorem
f(z) = 22* — 8z — 10.

Rozwigzanie:
fx) = 22> -8z —10 = 2(2> -4z —5) = 2(a’ —dz+4-9) =

= 2(2®—4z+4)—18 = 2(x —2)>—18.

Wynika stad, ze zbior wartosci funkeji f to przedziat Wy = (—18,+00), a parabola bedaca wykresem funkcji f
ma wierzcholek w punkcie o wspétrzednych (2, —18) i powstata z paraboli o réownaniu y = 222 przez przesuniecie
réwnolegte.

Czasami wyznaczajac postaé¢ kanoniczng wygodniej jest zapamietaé gotowy wzoér

o) = afa- (—j)) P8

Postaé iloczynowa funkcji kwadratowe]

Niektore funkcje kwadratowe mozna zapisa¢ w jeszcze jednej postaci zwanej postacia iloczynowa:

f(@) = a(z—21)- (2 - 22)

gdzie a € R\ {0} oraz 1,25 € R.

To, czy dana funkcja kwadratowa da sie zapisa¢ w postaci iloczynowej i jak ona doktadnie wyglada, zalezy od
znaku wyréznika A.

e A>0.
Wtedy funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe

—b—+vVA . b+ VA
T = —— i To = ———
2a 2a

i to one wlasnie wystepuja w jej postaci iloczynowe;j:

’ v d
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2a 2a

f2) = a(z—a1)-(z—22) = (x_—b—ﬂ> : (:c_—bWZ)

co mozna wykazaé¢ korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia.

Parabola bedaca wykresem takiej funkcji kwadratowej ma zatem dwa punkty wspélne z osia Oz, a mia-
nowicie (z1,0) i (z2,0). Ponadto

a>0 = f(z)>0 dla z€ (—o0,z1)U (x2,+00);
f(z) <0 da =ze€ (x1,22);

a<0 = f(z)<0 dla z € (—o0,z1)U (z3,+00);
f(z) >0 dla ze€ (x1,22).

Powyzsze zaleznosci wykorzystujemy przy rozwiazywaniu nieréwnoéci kwadratowych.
Y

a>0
z1 T2 x1 2 x

a<0

e A=0.

Wtedy funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe
g = ——

a jej postac iloczynowa to

f(z) = a(xx0)2a<x+b)2.

Y
Ponadto
a>0 = f(z)>0 dlakaidego z € R; @=0
a<0 = f(z) <0 dlakazdego = €R.
T
Inaczej moéwige, parabola, ktora jest wykresem funkceji - z0o 4

f, ma tylko jeden punkt wspélny z osig Ox!

Przy czym, gdy a > 0, to parabola lezy powyzej osi Oz, a<0
a gdy a < 0, to parabola lezy ponizej osi Ox .

e A <O.

Wtedy funkcja kwadratowa nie ma rzeczywistych miejsc zerowych ani postaci iloczynowe;.
Parabola bedaca wykresem tej funkcji nie przecina osi Oz i lezy catkowicie powyzej (a > 0) lub ponizej
(a < 0) tej osi.

’ v d
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Przyklad 5.28. Wyznaczy¢ postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej danej wzorem
f(z) = 22* — 8z — 10.
Rozwigzanie: Korzystamy z obliczen z przyktadu 5.27 i ze wzoru skréconego mnozenia a® — b? = (a +b)(a — b):
fl@) = 2(2-2-18 =2((z—2°-3%) =2((@-2)+3)-(z—2)—3) = 2(x+1)-(z—5).

Z postaci iloczynowej wynika, ze funkcja f ma dwa miejsca zerowe z1 = —1 i x5 = 5.

Wzory Viéte’a

Czesto zamiast znajomosci pierwiastkow tréjmianu kwadratowego wystarczy nam okreslenie ich znakow. Wtedy
z pomocy przychodzg wzory Viéte’a:

b
X1 + X2 = —=
A>0 = LY
L1222 = 45
b
2$0 = —w
A=0 — ) .
xo = o

Wrzory Viéte’a maja zastosowanie przy badaniu réwnan i nieréwnosci kwadratowych z parametrem.

= Wzory te sg takze prawdziwe dla A < 0, czyli dla pierwiastkow zespolonych tréjmianu kwadratowego!

Witiasnosci funkcji kwadratowej

Przy okreslaniu podstawowych wtlasnosci funkcji kwadratowej szczegdlng role ponownie odgrywa wierzchotek
paraboli bedacej wykresem tej funkcji, a doktadniej jego odcieta p = f%.

Funkcja kwadratowa nie jest funkcjg réznowartosciowa! Nie dla wszystkich liczb x1, 22 € R spelniony jest
bowiem warunek

r1#x2 = f(z1) # f(z2)
Przyktadowo, dla funkcji f(z) = 2> mamy
—2#£2 AN f(=2)=4= f(2).

Jesli jednak zmniejszymy odpowiednio dziedzine funkcji kwadratowej, to mozemy z niej zrobié¢ funkcje rézno-
wartosciowa.

Y
Przyktadowo, funkcja (. q) Y
ol et — B
. r —  f(z)=ax®+ bz +c, ‘// \\\ r=-z x
,I — _ b \\
jest funkcja réznowartosciowa. / P2 N
Wykresem funkcji f jest czesé paraboli narysowana linig / N
c1aglaj /I N (p; q)
/I \
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Wtiasnoéé 5.29. Niech f(z) = az? + bz + ¢ bedzie funkcja kwadratowa.

a) Jesli a <0, to f jest funkcja

e rosnaca w przedziale (—oo, —%>; (P 9) a>0

e malejaca w przedziale <—%, —|—oo).

x
b) Jesli a > 0, to to f jest funkcja p=—gk
e malejaca w przedziale (—oo, —%);
. b (p7 Q)
e rosngaca w przedziale <f%, +oo). a<0

5.3 Funkcje wymierne

Rozwazymy teraz kolejny typ funkcji elementarnych, czyli tak zwane funkcje wymierne. Sg one zdefiniowane za
pomocy funkcji wielomianowych, dlatego przed rozpoczeciem pracy z tym dzialem warto powtérzy¢ wiadomosci
dotyczace wielomianéw.

Definicja 5.30. Niech f i g beda funkcjami wielomianowymi oraz niech g(x) bedzie wielomianem niezerowym.
Funkcje postaci

R2D, — R
r f(z)

r =0

g()

nazywamy funkcjg wymierng, przy czym jej dziedzing jest zbior
D, = {zeR: g(z)#0} CR.

Tloraz % nazywamnmy wyrazeniem wymiernym.

Funkcje wymierne mozemy, podobnie jak utamki, podzieli¢ na dwa rodzaje: na funkcje wymierne wtasciwe i nie-
wlasciwe.

Funkcje wymierng nazywamy funkcjo wymierng wlasciwg, jezeli stopien wielomianu w liczniku jest mniejszy
niz stopien wielomianu w mianowniku. W przeciwnym przypadku moéwimy, ze funkcja jest funkcjq wymierng
niewtasciwag.

Twierdzenie 5.31. [o funkcji wymiernej niewlasciwej]
Kazda niewlasciwg funkcje wymierng mozna przedstawié¢ jako sume pewnej niezerowej funkcji wielomianowej
oraz wlasciwej funkcji wymiernej.

Przedstawienie niewtasciwej funkcji wymiernej w postaci sumy funkcji wielomianowej i wymiernej wlasciwej
otrzymuje sie dzielac wielomian w liczniku przez wielomian w mianowniku.

Przyklad 5.32. Funkcje wymierng niewlasciwa (rownowaznie: wyrazenie wymierne niewlasciwe)

flz)  at+523 +4a? + 4z +4

g(x) 224+x—1
mozna przedstawi¢ w postaci
Tx+5
.2
T(l‘)—l‘ +4$+1+m7

gdzie wielomian 22 + 4z + 1 jest wynikiem a wielomian 7z + 5 jest reszta z dzielania wielomianu f(z) przez
wielomian g(x).

Roéwnowaznie oznacza to, ze

fl@) = 2" +52° + 42 +da+4 = (¥ +4x+1) - (2®+2—-1) + Tz +5.
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Przedstawienie niewtasciwej funkcji wymiernej w postaci sumy funkcji wielomianowej i wymiernej wlasciwej
bedziemy miedzy innymi wykorzystywaé przy obliczaniu calek z funkcji wymiernych (wyktad: Analizy Matema-
tycznej 1). Z tego powodu warto opanowaé¢ umiejetno$é¢ dzielenia wielomianow.
Ponadto okazuje sie, ze kazda wlasciwg funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy tzw. utamkow
prostych, czyli funkcji postaci
A . Bz +C

(az + b)" ' (az? + bx + o)™’
gdzie tréjmian ax? + bx + ¢ jest nierozkladalny.
Te wlasnosé rowniez wykorzystuje sie podczas catkowania funkcji wymiernych.

Najprostszym przyktadem funkcji wymiernej jest funkcja zdefiniowana ponizej. Krzywa bedaca jej wykresem
nazywamy hiperbolqg.

Przyklad 5.33.

Niech T',.: hiperbola Y
R\{0} — R ¢
r 1
T — -, 8
x
2
Dziedzina: D, = R\ {0} = (—o0,0) U (0, +00); :

Zbior wartosci: W, = R\ {0}.

5.3.1 Dziedzina, zbioér wartosci 1 wykres

Funkcje wymierne sa, podobnie jak funkcje wielomianowe, funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej, co
oznacza, ze jej argumenty i wartosci sg liczbami rzeczywistymi. Jednak dziedzing funkcji wymiernej nie musi
by¢ caly zbior liczb rzeczywistych, jak to miato miejsce w przypadku funkcji wielomianowych, poniewaz musimy
z niego usuna¢ liczby bedace miejscami zerowymi mianownika. Oznacza to, ze dziedzina nie musi by¢ zbiorem
spojnym (,w jednym kawalku”), a moze by¢ suma roztacznych przedzialow (zob. przyktad 5.33).

Z tego powodu, mimo, ze funkcje wymierne sa réwniez funkcjami cigglymi, to niekoniecznie ich wykres da sie
narysowaé jednym pociagnieciem otéwka.

Trudno jest w ogélny sposéb opisaé¢ dokladnie krzywe bedace wykresami funkcji wymiernych, sa one bardzo
zréznicowane i maja rozmaite ksztalty. Najlepiej robié¢ to w kazdym przypadku osobno, wykonujac tzw. przebieg
zmiennosci funkcji, czym bedziemy sie zajmowaé¢ w pdzniejszym terminie. Procedura ta pomoze nam takze
okresli¢ zbiér warto$ci rozpatrywanej funkcji wymiernej.

Wykres funkcji wymiernej moze mie¢ asymptoty. Asymptotami nazywamy takie proste, ze odlegtos¢ miedzy
nimi a wykresem funkcji robi sie dowolnie mata. W przyktadzie 5.33 asymptotami sa proste o réwnaniach z = 0
i y = 0, nazywamy je odpowiednio asymptota pionowa i pozioma.

Tematem asymptot, w szczegélnosci metodami ich wyznaczania, bedziemy sie zajmowaé doktadniej w dziale
dotyczacym granic funkcji (podrozdziat 15.5) i badania zmiennosci przebiegu funkcji (wyklad: Analiza Mate-
matyczna 1), a tymczasem

1= zachecamy do eksperymentéw z apletem GeoGebry https://www.geogebra.org/m/eekycczu.

5.3.2 Roéwnania i nierownos$ci wymierne

Rownaniem wymiernym nazywamy réwnanie postaci

f(z)

g9(z)

)
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gdzie f(x) i g(x) sa wielomianami (lub kazde rownanie, ktére mozna sprowadzi¢ do takiej postaci).

= Rozwigzanie réwnania wymiernego mozna zatem sprowadzi¢ do nastepujacych trzech punktow.

e Wyznaczenie dziedziny rownania, czyli dziedziny wyrazenia wymiernego g Ei;

Jak pamietamy, jest to zbior liczb rzeczywistych, z ktorego usuwamy pierwiastki wielomianu g(z):
D = {zx €R: g(x)#0}.
e Rozwigzanie réwnania wielomianowego
f(z) = 0.
Metody wyznaczania pierwiastkéw wielomianéw zostaly opisane w poprzednim rozdziale.
e Sprawdzenie, czy wyznaczone pierwiastki wielomianu f(z) nalezg do dziedziny réwnania.
Jesli tak, to sa one rozwiazaniami rownania wymiernego.
Roéwnanie wymierne nie moze mie¢ wiecej rozwigzan niz wynosi stopien wielomianu w liczniku!
Przyklad 5.34. Rozwigzaé¢ rownanie wymierne

192 — 57 5x

= 6.
2 +x—12 i z+4

Rozwigzanie:

e Wyznaczamy dziedzine rownania
D={zeR: £°+2-12#0 i z+4+£0}.

Zauwazmy, 7e
Prr—12=(x+4) (x—-3)#0 — T#—4 1 x#3,

zatem
D = R\ {-4,3}.

e Przeksztalcamy réwnanie do postaci podanej w definicji réwnania wymiernego

192 — 57 N 5 _ e 192 — 57 N Se(z—3)  6(a® +x—12) _ 0 e
24+r—-12  z+4 (x+4)-(x—3) (z+4) (x—3) (x+4) (x—3)
192 — 57 4 5a? — 1562 — 622 — 624+ 72 0
(x+4) (x—3) B
—2? —2x + 15 — 0
(x+4)-(x—-3)

e Zapisujemy wielomian w liczniku w postaci iloczynowej i rozwigzujemy réwnanie wielomianowe
—2?—224+15=0 — —(x+5)(z-3)=0 = r=-5 lub z=3.
e Sprawdzamy, czy otrzymane rozwigzania rownania wielomianowego naleza do dziedziny
r=-b€D i r=3¢D,
zatem réwnanie wymierne ma tylko jedno rozwiazanie

r = —5.
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Nierownoscig wymierng nazywamy nier0wnos¢ postaci

f(z) f(x) f(x)
@ <" @ < > &

=
8

~—
S~

(z
)

gdzie f(x) i g(z) sa wielomianami (lub kazda nieréwnosé¢, ktéra mozna sprowadzi¢ do takiej postaci).

~

= 0.

)
—
8
~
<
-,

Zanim rozpoczniemy omawianie nieréwnosci wymiernych, zauwazmy nastepujacy fakt:

I <0 = f(o) gla) <0,
0 <0 fl@)gla) <0 i g)A0,
0 50 = f@)-gl) >0,
0 50 s f@)-gla)>0 i gle)#£0.

Wynika stad, ze nieréwnosci wymierne mozna sprowadzi¢ do nieréwnosci wielomianowych, poniewaz iloczyn
f(x) - g(x) jest wielomianem. Musimy tylko uzwglednié¢ dziedzine nier6wnosci.

Przyklad 5.35. Rozwiaza¢ nieréwno$¢ wymierna

192 — 57 A 5 <
24+ —12 r+4

Rozwigzanie:

e Dziedzine wyrazenia wymiernego po lewej stronie nieréwnosci wyznaczyliSmy w przyktadzie 5.34:

D = R\ {-4,3}.

Wykorzystujac réwniez przeksztatcenia z tego przyktadu zapisujemy nieréwnosé w postaci podanej w de-
finicji nierownosci wymiernych

192 — 57 . oz < —z? — 2z + 15
24+r—-12 ' z+4 (x4+4) - (x—3)

Nastepnie zamieniamy nieréwno$¢ wymierna na réwnowazng postaé¢ wielomianowa

—22 -2z +15

i ey <0 = (F-2+15)@+9-@-3 <0 zeD.

Rozwiazujemy teraz w znany juz sposéb nieréwnosé wielomianowsa

(—2? =22 +15)-(z44)-(z-3) <0 <<= —(z+5)(z+4)(z—3)><0 <<= z€ (-5 —-4)U{3}.

Poréwnujemy otrzymany zbiér rozwiazan nieréwnosci wielomianowej z dziedzing i jako zbiér rozwiazan
rozwazanej nieréwnosci wymiernej otrzymujemy przedzial

(=5, —4).
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5.4 Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

Rozwazmy dowolny kat oraz okrag o srodku w wierzchotku kata. Miarg tukowq kata nazywamy stosunek diu-
gosci [ tuku okregu, na ktérym oparty jest kat, do promienia r okregu.

Jednostka miary tukowej kata jest radian. Jest to miara kata opartego na tuku okregu o dtugosci réwnej promie-
niowi. Jeden radian to w przyblizeniu 57,3°. Miedzy miara stopniowa a miara tukowsa kata zachodza zaleznosci

a® - . a[rad] - 180°
a° = Ll ooY

o

i
180° T

Mowimy, ze kgt jest w potozeniu standardowym, jezeli jego wierzcholek lezy w poczatku uktadu wspotrzed-
nych, a ramie poczatkowe na dodatniej czesci osi Ox. Katy mierzone od osi Oz w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara nazywamy katami dodatnimi, a w kierunku zgodnym — ujemnymi. Znane definicje
funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym mozemy uogélni¢ na dowolne katy skierowane
(rozwarte, ujemne).

Definicja 5.36. Niech a bedzie miarg dowolnego kata skierowanego w potozeniu standardowym w okregu o pro-
mieniu r i niech (z,y) oznaczaja wspolrzedne punktu przeciecia okregu z ramieniem koricowym kata. Funkcje
trygonometryczne kata o mierze « sa okreslone wzorami:

sinazg, cosozzf7 tgoz:g dla = # 0, ctga:E dla y # 0.
r r 7 Y

Z twierdzenia Talesa wynika, ze wartosci tych funkcji nie zaleza od promienia 7.

Funkcje sinus i cosinus sa okreslone dla dowolnego kata skierowanego o. Wprost z definicji tych funkcji wynikaja
nastepujace nieréwnosci
—1<sina<1 i —1<cosa < 1.

Natomiast funkcja tangens jest okre§lona jesli x # 0, czyli dla katow o # 5 +km, gdzie k € Z. Podobnie, funkcja
cotangens jest okres§lona jesli y # 0, czyli dla katow a # kw, gdzie k € Z.

Z definicji funkcji trygonometrycznych wynika, ze funkcja cosinus jest parzysta, natomiast pozostate funkcje sg
nieparzyste.

Podobnie, oczywistym wnioskiem z definicji funkcji trygonometrycznych jest ich okresowo$é¢, przy czym funkcje
sinus i cosinus maja okres 27, a funkcje tangens i cotanges okres 7.

Tatwo uzasadniamy, ze funkcje trygonometryczne sa monotoniczne w przedziatach (k: 5, (E+1)- %), gdzie
k € Z. Przyktadowo funkcje sinus i tangens sg rosngce, a funkcje cosinus i cotangens malejace na przedziale
(07 %) Rozwazajac kolejne przedzialy tego typu i uwzgledniajac okresowosé funkcji trygonometrycznych mozemy
okredli¢ ich monotonicznosé.

ww Zachecamy do eksperymentowania z przeksztalceniami wykreséw funkeji sinus i cosinus przy uzyciu apletu
GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/Gquvwgka.

Zadanie: Jako zadanie zostawiam Panstwu przypomnienie sobie:

wartosci funkcji trygonometrycznych dla podstawowych katéw;

wzoréw redukcyjnych;

funkcji sumy i réznicy katow;

funkcji podwojonego kata;

e sumy i réznicy funkeji trugonometrycznych.

= Do powtorki polecamy podrecznik M. Gewerta i Z. Skoczylasa Wstep do Analizy i Algebry: https://gis.

wroc.pl/pdf/wwa_03www.pdf.
AT f


https://www.geogebra.org/m/Gqwvwqka
https://gis.wroc.pl/pdf/wwa_03www.pdf
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Rownaniem trygonometrycznym nazywamy réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje tylko w wyrazeniach
bedacych argumentami funkcji trygonometrycznych. Rozwigzywanie réwnania rozpoczynamy od okreslenia jego
dziedziny. Nastepnie najczesciej sprowadza sie je do postaci podstawowej, tzn.

sinz = a, cosx = a, tgr = a, ctgx = a.

= Zachecamy do zapoznania sie z graficzng interpretacja podstawowych réwnan trygonometrycznych przy uzy-
ciu apletu GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/PzPmpSun.

Podobnie postepujemy w przypadku nieréwnosci trygonometrycznych. Istotng role odgrywa przy tym okresowosé
i monotoniczno$¢ funkcji trygonometrycznych.

5.4.1 Funkcje cyklometryczne

Z Uwagi 4.18 i wlasnosci funkeji trygonometrycznych otrzymujemy natychmiast nastepujacy lemat.
Lemat 5.37.

a) Funkcja sinus jest rosngca na przedziale <—§, §> oraz obrazem tego przedziatu jest przedzial (—1,1), co

zapisujemy: sin(<—g, g>) = (—1,1).
Funkcja

jest zatem odwracalna.

b) Funkcja cosinus jest malejaca na przedziale (0, 7) oraz obrazem tego przedziatu jest przedzial (—1,1), co
zapisujemy: cos<<0,7r>> = (=1,1).
Funkcja
cos: (0,m) — (=1,1)

jest zatem odwracalna.

c) Funkcja tangens jest rosnaca na przedziale (fg, g) oraz obrazem tego przedzialtu jest zbioér liczb rzeczy-

wistych, co zapisujemy: tg((—g7 ) ) =R.

Funkcja

jest zatem odwracalna.

d) Funkcja cotangens jest malejaca na przedziale (0, ) oraz obrazem tego przedziatu jest zbior liczb rzeczy-
wistych, co zapisujemy: ctg((O, 77)) =R.
Funkcja
ctg: (0,m) — R

jest zatem odwracalna.

Podsumowujac, powyzsze zaciesnienia (restrykcje) funkcji trygonometrycznych sg bijekcjami, zatem sg odwra-
calne i maja funkcje odwrotne. Funkcje odwrotne odpowiednich restrykeji funkeji trygonometrycznych nazy-
wamy funkcjami cyklometrycznymi lub kotowymi.

Podstawowe wtasnosci funkcji cyklometrycznych, przedstawione ponizej, wynikaja z ogolnych zaleznosci miedzy
funkcjami wzajemnie odwrotnymi (np. zob. twierdzenie 4.19) oraz z wlasnodci restrykeji odpowiedniej funkeji
trygonometryczne;j.

Definicja 5.38. [Funkcja arcus sinus]|
Funkcje odwrotna funkcji sin: <—§, g> — (=1,1) nazywamy arcusem sinusem:

. { (-1,1) — R
arcsin: .
x +—— arcsin(z).

; v d
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Dziedzing funkcji arcus sinus jest zatem przedzial Daresin = (—1, 1), a zbior warto$ci to Waresin = (— 5, 5 )-

Wykres funkcji arcus sinus (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgledem prostej y = « wykresu
zaciesnionej funkcji sinus (zielony).

y = arcsin(z)

[NE

*

[VE)

Bezposrednio z definicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nastepujaca rownowaznosé

arcsinz =y <= siny =z dla ze(-1,1), ye€ <7g,g>

Wrynika stad przykladowo, ze
rcsin AR oniewaz, in(z) _1 i G € <—E I>
arcsiy\g ) T % POMETeZ SUNE) T3 6 29/

Ponadto z faktu, ze zlozenie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identyczno$cia (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy
(sinoarcsin)(z) = sin(arcsinz) = = dla ze(-1,1)
oraz
. : . . m
(arcsmosm)(x) = arcsm(smx) =z dla z€ <—7,§>.

Lemat 5.39. [Wlasnos$ci funkcji arcus sinus]

Funkcja arcus sinus jest bijekcja, czyli w szczegolnosci jest ré6znowartosciowa.

Funkcja arcus sinus jest funkcjg rosnaca jako funkcja odwrotna rosngcego zacie$nienia sinusa.

Funkcja arcus sinus jest funkcjg nieparzysta, tzn.

arcsin(—z) = — arcsin(z) dla kazdego x € (—1,1).

Funkcja arcus sinus jest funkcjg ograniczona, tzn.

|arcsin(z)| < dla kazdego =z € (—1,1).

7r
2
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Definicja 5.40. [Funkcja arcus cosinus]
Funkcje odwrotna funkcji cos: (0,7) — (—1,1) nazywamy arcusem cosinusem:

{(—1,1) — R
arc cos:

x +—— arccos(z).

Dziedzing funkcji arcus cosinus jest zatem przedzial Darccos = (—1,1), a zbior wartosci t0 Ware cos = (0, 7).

Wykres funkcji arcus cosinus (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgledem prostej y = x wykresu
zaciesnionej funkcji cosinus (zielony).

y = arc cos(x) 3+

S R it
>

Bezposrednio z definicji funkeji odwrotnej otrzymujemy nastepujaca rownowaznosé

arccosT = y <= Cosy = T dla ze(-1,1), ye{0,7).

Wynika stad przykltadowo, ze

1 2w . . 2 1 . 27 € (0, 7)
—— == oniewaz — == i — .
arccos| —o 3 p w cos 3 5 3 T

Ponadto z faktu, ze zlozenie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identycznoscia (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy
(cosoarccos)(z) = cos(arccosz) = dla ze(-1,1)

oraz
(arccosocos)(z) = arccos(cosz) = x dla =z € (0,7).

Lemat 5.41. [Wlasnos$ci funkcji arcus cosinus]|

e Funkcja arcus cosinus jest bijekcja, czyli w szczegolnosci jest réznowartosciowa.
e Funkcja arcus cosinus jest funkcja malejgca jako funkcja odwrotna malejacego zacie$nienia cosinusa.
e Funkcja arcus cosinus jest funkcja ograniczona, tzn.

0 < arccos(z) < 7 dla kazdego x € (—1,1).

Funkcja arcus cosinus nie jest funkcja parzysta ani nieparzysta, jej wykres nie jest symetryczny ani wzgledem
osi Oy, ani wzgledem poczatku uktadu wspéhrzednych!

; v d
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Definicja 5.42. [Funkcja arcus tangens]
Funkcje odwrotng funkcji tg: (fg, g) — R nazywamy arcusem tangensem:

te: R — R
arcte: x — arctg(z).

5).

Dziedzing funkcji arcus tangens jest zbidr liczb rzeczywistych Daretg = R, a zbior wartodci to Warctg = (—g,
Wykres funkcji arcus tangens (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgledem prostej y = x wykresu

zaciesnionej funkcji tangens (zielony).

Y
. T o y = tg(z) .
] ]
n [ ]
[] 1 5 []
L] L]
1] [ ]
n 1 ]
1 + L]
[ ] ]
L] n
[ o ]
(] T 3 []
L] 1]
1 1]
'] ]
] T 2 »
’ i ’
v 2 L
1 =
;| L, e " y = arctg(x)
, 4
— S —r _z . = P 2n
L4 *
f f } + ‘ ‘ } } fa*—— —— T
L4 *
-6 —5 —1 4% -3 _2 —il 1 2 L3 4 5 6
L4
14
u B T =" .’
o '
r T y
I3 2 ’
] 4 =2 1
I [
’ (]
» []
' + -3
] = :
L) []
L ]
] T —4 N
1 1
L] []
L] []
L] T =° ]

Bezposrednio z definicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nastepujaca rownowaznosé

arctgr =y <= tgy =2 dla zeR, yE(—g,g).

Wrynika stad przykltadowo, ze
w05, oo (5) =5 1 Fe(55)

Ponadto z faktu, ze zlozenie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identycznoscia (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-

mujemy
dla zeR

(tgoarctg)(x) = tg(arctgx) =z

oraz o
(arctgotg)(m) = arctg(tgx) =z dla =€ (—§,§>

Wrynika stad przykladowo, ze
(arctgotg)(3) = arctg(tg?)) = arctg(tg(3 — 7r)) = 3-—m,

poniewaz

™ T
tg(3—7m)=tg3 i 3 (—7,7).
g3 —m) =tg i e (-5

51
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Lemat 5.43. [Wlasnosci funkcji arcus tangens]

e Funkcja arcus tangens jest bijekcja, czyli w szczegdlnosci jest ré6znowartosSciowa.
e Funkcja arcus tangens jest funkcja rosnaca jako funkcja odwrotna rosnacego zaciesnienia tangensa.

e Funkcja arcus tangens jest funkcja nieparzysta, tzn.

arctg(—x) = —arctg(x) dla kazdego =z € R.

e Funkcja arcus tangens jest funkcja ograniczona, tzn.

|arctg(z)| < g dla kazdego =z € R.

Definicja 5.44. [Funkcja arcus cotangens]
Funkcje odwrotna funkcji ctg: (0,7) — R nazywamy arcusem cotangensem:

R — R

arcctg: { x +— arcctg(z).

Dziedzing funkcji arcus cotangens jest zbior liczb rzeczywistych Daycorg = R, a zbiér wartosci to Warcetg = (0, 7).

Wykres funkcji arcus cotangens powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgledem prostej y = x wykresu zacie-
$nionej funkcji cotangens.

Zadanie: Narysowa¢ wykres funkcji cotangens i arcus cotangens wykorzystujac program GeoGebra.

Bezposrednio z definicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nastepujaca rownowaznosé

arcctgr =y <= ctgy == dla zeR, ye(0,m).

Wynika stad przykladowo, ze

) 5
arcctg( — \/E) =—, poniewaz ctg((:) =—V3 i g € (0,m).

Ponadto z faktu, ze zlozenie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identycznoscia (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy
(ctgoarcctg)(z) = ctg(arcctgz) = dla zeR

oraz
(arcctgoctg)(x) = arcctg(ctgw) =z dla z€(0,7).

Wynika stad przyktadowo, ze

arcctg(ctg (_E)) = arcctg(ctg (77 ﬂ)) = arcctg(ctg 57T) = o™
6/) = “%/)) %) 6

ct@*ct(fz)*ct (fﬁ) i 5—7r€(0)
FCRY \© O 5\ 6 70

poniewaz

Lemat 5.45. [Wlasnosci funkcji arcus cotangens]|

e Funkcja arcus cotangens jest bijekcja, zatem w szczegélnosci jest ré6znowartosciowa.

e Funkcja arcus cotangens jest funkcja malejaca jako funkcja odwrotna malejacego zacie$nienia cotangensa.

; v d
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e Funkcja arcus cotangens jest funkcja ograniczona, tzn.

0 < arcctg(z) < =« dla kazdego =z € R.

Funkcja arcus cotangens nie jest funkcja parzysta ani nieparzysta, jej wykres nie jest symetryczny ani wzgledem
osi Oy, ani wzgledem poczatku uktadu wspohrzednych!

Wykresy funkcji cyklometrycznych otrzymujemy odbijajac wykres rozwazanej funkcji trygonometrycznej w od-
powiednich przedziatach wzgledem prostej o réwnaniu y = z. Oczywiscie mozna odbi¢ wykres calej funkcji
trygonometrycznej rozwazanej na R, a nie tylko jej zacie$nienia. Otrzymamy wtedy krzywe, ktore ,wija sie”
(sinus i cosinus) wokot osi Oy, ale nie beda to wykresy funkcji. Latwo jednak zauwazy¢, ze mozna takze odwra-
caé¢ funkcje trygonometryczne na innych, niz podane, przedziatach, np. funkcje cosinus rozwazang na przedziale
(m, 2m). Tak otrzymane funkcje odwrotne réznia sie od powyzej zdefiniowanych o stala i/lub znak. W zwiazku
z tym faktem, aby szczegélnie wyrézni¢ powyzej zdefiniowane funkcje cyklometryczne nazywamy je czasami
wartosciami gtownymsi funkeji cyklometrycznych.

w Zachecamy do eksperymentowania z funkcja sinus i jej zacieSnieniami do réznych przedziatow wykorzystujac
aplet GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/dzj4dqf j.
Nalezy ustawi¢ maksymalny przedzial, na ktérym zacie$nienie sinusa jest injekcja!

Tozsamos$ci cyklometryczne

Miedzy funkcjami cyklometrycznymi (podobnie jak miedzy funkcjami trygonometrycznymi) zachodzi wiele
zwiazkow, ktore przez analogie mozemy nazwac wzorami cyklometrycznymi.
Niektore z nich, jak dwie pierwsze tozsamosci cyklometryczne podane ponizej, mozna bardzo tatwo uzasadnié¢
graficznie. Przyktadowo, przesuwajac ,,do géry” wykres funkcji arcus sinus o wektor v = [O, g], a nastepnie
przeksztalcajac go przez symetrie osiowg wzgledem osi Oy otrzymujemy wykres funkcji arcus cosinus. Podobnie
postepujac z wykresem funkcji arcus tangens otrzymujemy wykres funkcji arcus cotangens.
Ale tez w uzasadnieniu mozna wykorzysta¢ wzory redukcyjne

. s 7

sin (5 = x) = CcoST oraz tg (5 = J;) = ctgz.
Bardziej skomplikowane tozsamosci cyklometryczne mozna uzasadnia¢ wykorzystujac rachunek rézniczkowy
(zob. wyktad z Analizy Matematycznej 1).

Podstawowe tozsamog$ci dotyczace funkcji cyklometrycznych:

® arcsinz +arccosz = § dla =z e (—1,1).

® arctgr +arcctgr = 3 dla zxzeR.

® arcsinz = arccosv/1 — 22 dla =z € (0,1).

® arcsinz = —arccosy1 — 22 dla =z € (-1,0).
® arctgz = arccos \/11_7 dla z € (0,400).

® arctgz = arcctg : dla =z € (0,+00).

; v d
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5.5 Funkcje wykladnicze

Definicja 5.46. Niech a € (0,1) U (1,400). Funkcjq wyktadniczq o podstawie a nazywamy funkcje okreslona
wzorem

Szczegdlnym przypadkiem funkcji wyktadniczej jest funkcja eksponencjalna, czyli funkcja wyktadnicza o pod-
stawie rownej liczbie Eulera (Nepera) e = 2,71828182... — jednej z najbardziej znanych liczb niewymiernych.
Funkcja eksponencjalna ma swoje wlasne specjalne oznaczenie e* = exp(x).

@ Y

Zauwazmy, ze wykresy funkcji y = a® i y = (1)$ sg, symetryczne wzgledem osi Oy. Wynika to z zaleznosci

1\® ¢
() =a7

Przedstawimy teraz kilka podstawowych wtasnosci funkcji wyktadniczej o szczegbélnym, praktycznym znaczeniu.
Bedziemy je czesto wykorzystywac¢, miedzy innymi przy rozwigzywaniu réwnan i nieréwnosci wykladni-
czych.

Wtlasnosé 5.47. Dziedzing funkeji wykladniczej jest zatem zbior liczb rzeczywistych (Dexp = R), natomiast
jej zbiorem wartosci jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich (Wexp = Ry).

Innymi stowy, funkcja wyktadnicza nigdy nie przyjmuje wartosci zero i wartosci ujemnych

VIER a® > 0.

Zbioér wartosci funkeji wykladniczej mozna opisaé jeszcze dokladnie;j.

Wtiasnosé 5.48. Niech f(z) = a” bedzie funkcja wyktadnicza.

a) JesliO<a<1,to

a®*>1 <— x<0 oraz 0<a®* <1l <= z>0.

b) Jedlia > 1, to

a®*>1 <— x>0 oraz 0<a®* <1l <<= z<0.

' v d
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Wtiasnosé 5.49. Funkcja wykladnicza jest funkcja réznowartosciowa (injekcja).
Oznacza to, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z1,x9 € R spelniony jest jeden z dwoch réwnowaznych
warunkow:

a) Ty Fxy = a” #a’?

b) a®t =a%? = 1= 2s.

Réznowartosciowosé funkcji wyktadniczej wykorzystujemy do rozwigzywania réwnan wyktadniczych, czyli
rownan, w ktéorych niewiadoma wystepuje tylko w wykladnikach poteg. Rozwiazywanie réwnania rozpoczy-
namy od okreglenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla ktorych wszystkie wyrazenia maja sens.
Nastepnie najczesciej doprowadzamy obie strony rownania do postaci funkcji wyktadniczej o tej samej podsta-
wie, a potem korzystamy z warunku b) we Wtasnosci 5.49.

Przyklad 5.50. Rozwigzaé rownanie

Rozwigzanie:

O Okreslamy dziedzine réwnania:
D = R\ {0,2,3}.

0 Przeksztalcamy réwnanie w sposéb réwnowazny korzystajac z Wtlasnosci 3.2 operacji potegowania:

8 8

S5z x z+5 = 20 z+5 s _ 20 | x+5
— = 925%—= . 53— = = 52—z . /3= — H= 3 — 53—z t3—w
125 53

® Korzystamy teraz z ré6znowartosciowosci funkcji wykladniczej f(z) = 5% (zob. Wilasnosé 5.49, warunek b),
czyli poréwnujemy wykladniki poteg po obu stronach powyzszego réwnania:
8 2z T+5

- =3 = .
a7 2—m+3—x

® Rozwigzujemy powyzsze roOwnanie wymierne. Jego rozwigzania

. 12

x1 =1 i Tg = —
5

naleza do wyznaczonej dziedziny i sg rowniez rozwigzaniami poczatkowego rownania wykladniczego.

Wtiasnosé 5.51. Niech f(z) = a® bedzie funkcja wyktadnicza.

a) Jesli 0 <a <1, to f jest funkcja malejaca, tzn.

T < Ty = a*' > a2

dla wszystkich liczb z1,z2 € R.

b) Jesli a > 1, to f jest funkcja rosnaca, tzn.

T < x9 = a*' < a”2.

dla wszystkich liczb z1,z2 € R.

= Zachecamy do sprawdzenia wplywu podstawy funkcji wyktadniczej na jej monotoniczno$é i przebieg wykresu
za pomocy apletu GeoGebry: https://wuw.geogebra.org/m/Gd3FCGq9.
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Monotonicznosé funkcji wyktadniczej wykorzystujemy do rozwiazywania nierdwnos$ci wyktadniczych, czyli
nieréwnoéci, w ktérych niewiadoma pojawia sie tylko w wyktadnikach poteg. Rozwigzywanie nieréwnosci, po-
dobnie jak réwnania, rozpoczynamy od okreslenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla ktorych
wszystkie wyrazenia majg sens. Nastepnie najczesciej doprowadzamy obie strony nieréwnosci do postaci funkeji
wyktadniczej o tej samej podstawie, a potem korzystamy z odpowiednich warunkéw w Wtasnosci 5.51.

Przyklad 5.52. Rozwigzaé nieréwnosé

x—1 4x+8
1 1
7 -1 r—4 1 .
Rozwigzanie:

O Okreslamy dziedzing nieréwnosci:
D = R

0 Przeksztalcamy nieréwnos§é¢ w sposéb réwnowazny korzystajac z Wiasnosci 3.2 operacji potegowania:

x—1 r— 4x+8 x—1 r—4 4x+8
(@) - < (DT = @)@ < ()Y

)390—3.(1)—2364-8 < (l)4x+8

— ( 1 4

N[

<:,> (%)3z—372z+8 < (}L)4(E+8 <:> (%1)$+5 < (%)414’8.

® Korzystamy teraz z faktu, ze funkcja wyktadnicza f(z) = (%)z jest malejaca (zob. Wlasnosé 5.51, waru-

nek a), czyli porownujemy wykladniki poteg po obu stronach powyzszej nieréwnosci pamietajac o zmianie
nieréwno$ci na przeciwna:
z+5 > 4x+8

® Rozwigzujemy powyzsza nierownosé liniowa
z+5 > 4dr+8 <= -3z >3 <<= =z < -1
Zbiorem rozwiazai nieréwnosci jest przedzial
(—o0,—1) CR.
Uwaga 5.53. Przeksztalcenia w podpunkcie ® mozna wykonaé takze w inny sposob:

(6%1)%_1 . 16m74 2 (%)4I+8 — (4_3)1—1 . (42)1—4 < (4_1)4m+8 —

— 4—3x+3 ) 4230—8 < 4—435—8 — 4—@—5 < 4—49:—8
a nastepnie skorzystaé z faktu, ze funkcja wykltadnicza f(x) = 4" jest rosnaca (zob. Wlasnosé 5.51, warunek b).
Uwaga 5.54. Funkcja wykladnicza dla a > 1 rosnie bardzo szybko, szybciej niz jakakolwiek funkcja potegowa.
Ponizsze rysunki poréwnujg funkcje wykladnicza y = 2% z funkcjy kwadratowy y = 22. Prosze zwrocié uwage

jak zmienia sie zakres argumentoéw i wartosci na kolejnych rysunkach (na ostatnim rysunku wykres funkcji
kwadratowej praktycznie pokrywa sie z osig Ox!).
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5.5.1 Zastosowania funkcji wykladniczej

Dlaczego tyle czasu poswiecamy badaniu funkcji wyktadniczej? Odpowiedz jest prosta. Z jej pomocg modelujemy
wiele zjawisk zachodzacych w zyciu codziennym, cho¢ nie zawsze zdajemy sobie z tego sprawe.

Funkcje wykladnicza wykorzystujemy do opisu wielkosci, ktére zmieniaja sie w stalym tempie. Oznacza to, ze
w kolejnych odcinkach czasu zwiekszaja sie lub zmniejszaja tyle samo razy lub o ten sam procent. Przyrost
w tempie wyktadniczym od pewnego momentu jest zdecydowanie szybszy niz wzrost liniowy, natomiast spadek
wyktadniczy jest wolniejszy niz spadek w tempie liniowym. Z wzrostem i spadkiem wykladniczym mamy do
czynienia przede wszyskim w biologii, chemii, demografii, ekonomii i socjologii.

Przyklad 5.55. [Liczebnosé populacji przecinkowca cholery]
Cholera, zakazna choroba przewodu pokarmowego, spowodowana jest najczesciej bakteriami przecinkowca cho-
lery. Bakterie te rozmnazaja sie wegetatywnie poprzez podziatl komérki w tempie wyktadniczym, ktéry mozemy
opisa¢ w sposéb przyblizony wzorem

N(t) = NO . 61,386%’

gdzie Ny to poczatkowa liczba bakterii w obserwowanej kolonii, N(¢) oznacza liczebnos¢ populacji bakterii
w chwili ¢, a stata 1,386 jest charakterystyczna dla bakterii przecinkowca cholery.

N(t)
Wozrost liczebnosci populacji przecinkowca cholery

7000

286 N(3.5)=6393
N (t) = 50 '8

6000

5000

1000

Zalézmy, ze badana przez nas kolonia przecinkowca cholery na poczatku obserwacji sktada sie z 50 bakterii.
Oznacza to, ze po 0,6 godzinach kolonia przecinkowca bedzie sktadala sie z

N(0,6) = 50 - e!:386:0:6 — 50 . 08316 — 5. 2 2969 ~ 115 bakterii,
Natomiast po 3,5 godzinach w badanej kolonii bedzie

N(3,5) = 50 - 138635 = 50. 4851 = 50 . 127,868 ~ 6393 bakterii.

1 Zachecamy do samodzielnych eksperymentéw z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://wuw.geogebra.
org/m/gYJPgUER.

Oczywidcie, od razu nasuwa sie pytanie, skad wiadomo, ile réwna jest stata charakteryzujaca rozmnazanie danego
szczepu bakterii. Otdz najczesciej otrzymujemy ja w sposob eksperymentalny, poprzez obserwacje. Fachowo
nazywa si¢ to wyznaczaniem wyktadniczej krzywej regresji N(t) = Ng-e*!. Zalézmy przykladowo, ze co godzine
liczba bakterii w kolonii wzrasta o 20%. Wtedy liczebnosé populacji w chwili ¢ obliczymy ze wzoru

N(t) = NO . 1,225 e NO .et<1n(1,2) ~ NO '60.1823~t.
Do tego tematu jeszcze wrécimy.

Oczywiscie, musimy pamietac, ze model opisany powyzszym wzorem nie oddaje w pelni realnej sytuacji. Bakterie
rzeczywiscie namnazaja sie bardzo szybko. W sprzyjajacych warunkach, niektére moga sie dzieli¢ nawet co 20
minut. Na szczescie dla nas rozmnazanie w tempie wykladniczym nie trwa w nieskonczono$é. Po jakim§ czasie
dochodzi do stanu wzglednej rownowagi, poniewaz najczesciej pojawiaja sie czynniki ograniczajace, takie jak
duze nagromadzenie produktéw rozkladu lub wyczerpanie sie pozywienia.

To samo dotyczy innych zjawisk zmieniajacych sie tempie wykltadniczym, jak przebieg epidemii czy zasieg sieci
spotecznosciowych w internecie. Nie moga one wzrasta¢ nieprzerwanie, bowiem zawsze istnieja ograniczenia
srodowiska czy przestrzeni, w ktérej zachodza badane procesy.
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Przyklad 5.56. [Prawo rozpadu naturalnego]

W przyrodzie naturalnie wystepuja trzy izotopy wegla: 12C i 13C sa stabilne, natomiast izotop *C jest promienio-
tworczy. Wegiel 1C jest efektem przemiany azotu '“N pod wpltywem neutronéw promieniowania kosmicznego.
Izotop ten jest nastepnie utleniany do dwutlenku wegla, ktéry wchodzi poprzez fotosynteze do organicznego
obiegu wegla w przyrodzie. Organizm, dopdki zyje, wymienia materie z otoczeniem i stosunek wegla radio-
aktywnego do stabilnego jest podobny do tego w atmosferze. Po $§mierci organizmu wymiana materii ustaje
i sytuacja zmienia sie. Zawarto$¢ izotopu stabilnego '2C pozostaje stala, natomiast izotop radioaktywny '4C
ulega rozpadowi zgodnie z prawem rozpadu naturalnego

t

5730
B 1 _ _nz ., —0,000121-¢
m(t) = mo- | = = mg-e 530" = mg-e 4

gdzie mg oznacza zawarto$¢ (mase lub liczbe atomoéw) izotopu w probee pobranej w chwili (¢ = 0) $mierci
organizmu, a m(t) to zawarto$¢ izotopu po ¢ latach.

Stata T% = 5730 £ 40 to czas potowicznego rozpadu izotopu *C, czyli czas, po ktérym m(t) = %mo. Natomiast
stala A = 0,000121 nazywana jest eksponencjalng statq rozpadu.

Wzoér z czasem rozpadu polowicznego, czyli w postaci funkcji wyktadniczej o podstawie %, jest bardziej intuicyjna
charakterystyka prawa rozpadu naturalnego.

m(t)
- Rozpad wyktadniczy izotopu wegla e
Imgt

0

m (t) = 500 ¢~ -000121¢

400mg

300mg

200mg

100mg

m(45000)=2,16mg

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

Zalozmy teraz, ze w chwili émierci organizmu w badanej jego prébee bylo mg = 500 mg izotopu “C.
Oznacza to, ze po 15000 lat w probcee tej bedzie

m(15000) = 500 - ¢~ 900012115000 _ 500 . o=1.815 ~ 81 42mg
izotopu “C, a po 45000 lat:
m(45000) = 500 - e~ »0001245000 — 500 74 ~ 2,16 mg.

r Zachecamy do samodzielnych eksperymentéw z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://wuw.geogebra.
org/m/T8KwWEAx.

Wzér opisujacy prawo rozpadu naturalnego obowiazuje przy zatozeniu, ze prawdopodobienistwo rozpadu czastek
tworzacych izotop jest dla kazdej z nich jednakowe i niezalezne oraz nie zmienia sie w czasie trwania procesu.

Oczywiscie, czas rozpadu potowicznego, a zatem takze stata rozpadu jest dla kazdego izotopu inna. Przykladowo,
czas polowicznego rozpadu dla polonium 2'°Po wynosi okoto 138 dni.

Prawo rozpadu naturalnego jest uzywane w tak zwanym datowaniu radioweglowym, czyli metodzie badania
wieku wykorzystujacej pomiar stosunku izotopu promieniotwérczego C do izotopu stabilnego 12C zawartych
w probce. Prosze zastanowi¢ sie, jak przeprowadza sie obliczenia w tej metodzie i dlaczego uzywa sie izotopu
wegla, a nie na przyktad polonium.

Przyklad 5.57. [Regresja wykladnicza]
W latach 90-tych XX wieku nastapil gwaltowny rozwdéj internetu i dostepu do niego. Ponizsza tabela przedstawia
liczbe hostow komputerowych (w milionach):

1994 2.4
1997 16,1
2000 72,4
2003 171,6
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Jesli zalozymy, ze wzrost jest wykltadniczy, to jak wyznaczy¢ funkcje, ktéra najlepiej go opisuje?

Z pomoca przychodza nam programy komputerowe. Na ponizszym rysunku mozna zobaczyé¢ efekt dziatania
programu GeoGebra i polecenia: Regresja Wyktadnicza(<ListaPunktéw>). Rok 1994 jest poczatkiem obserwacji,
a argument x oznacza liczbe lat, ktére uptynetly od tego roku.

min

180

Regresja wykladnicza

160
f(.’B) — 3.07573 e().47708:1:

140
120
100

80

Liczba hostéw komputerowych:

1994 | 2400000
1997 | 16100000
2000 | 72400000
2003 | 171600000

60

40

20

rok

?

0
1994 1997 2000 2003

Co, na podstawie tej funkcji, mozna powiedzie¢ o obecnej liczbie hostéw komputerowych? Czy zgadza sie ona
7 rzeczywistoscia?

1 Zachecamy do samodzielnych eksperymentéw z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://wuw.geogebra.
org/m/wTTQT4Ya.

5.6 Funkcje logarytmiczne
5.6.1 Logarytmy

Okreslimy najpierw pojecie logarytmu. Nasze rozwazania rozpoczniemy od twierdzenia:
Twierdzenie 5.58. [o istnieniu logarytmow]

Niech z,a € R. Jesli a > 0, a # 1 i z > 0, to istnieje dokladnie jedna liczba y € R taka, ze a¥ = .
Wynika z niego poprawnos$é¢ ponizszej definicji.

Definicja 5.59. Niech z,a € Roraz z > 01ia > 0, a # 1. Logarytmem przy podstawie a z liczby x nazywamy
taka liczbe y € R, ze a¥ = x i oznaczamy ja symbolem log, x, czyli

ay =z <= y = log, .

Bezposrednio z definicji otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.60. Dla dowolnej podstawy a > 0, a # 1 i dowolnej liczby « > 0 mamy:

L1: log, 1 = 0, poniewaz a® = 1;

L2: log,a = 1, poniewaz a' = a;
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L3: log, + = —1, | poniewaz a™' = 1;

L4: al%8a® = g oraz log,a” =« wprost z definicji logarytmu.

Przyklad 5.61. Zgodnie z poprzednim wnioskiem mamy:

logs1 = 0, logi5 = -1, logg3V™® = V10, 4°m" = 7.

Logarytmowanie jest operacja odwrotna do potegowania ze wzgledu na wyktadnik potegi. Obliczenie logarytmu
oznacza, kolokwialnie méwiac, ustalenie, do ktoérej potegi trzeba podniesé podstawe logarytmu a, aby w wyniku
otrzymac liczbe x.

Logarytm, ktorego podstawa jest liczba 10, nazywamy logarytmem dziesigtnym i oznaczamy symbolem log.
Natomiast logarytm, ktorego podstawa jest liczba e, nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy symbolem
In:

logz = log g i Inz := log, x.

Wrynika stad przykladowo, ze

log1000 = log10® = 3  oraz €2 = 2.

7 wtasnosci operacji potegowania mozna wyprowadzi¢ nastepujace prawa dziatan na logarytmach.
Wtlasnosci 5.62. Niech x,y,a,b € R oraz a > 0, a # 1.

L5: Logarytm iloczynu:
Jesliz >0,y >0, to

log, (zy) = log,z + log,y.

L6: Logarytm ilorazu:
Jesliz >0,y >0, to

logag = log,z — log,y.

L7: Logarytm potegi:
Jesli x > 0, to

log, z¥ = ylog, .

L8: Jeslix > 01y #0, to

1
log,, x = " -log, .

L9: Jeslib>0,b#1, to

log, b = .
log, a
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L10: Zamiana podstawy logarytmu:
Jeslib>0,b#1iz >0, to

logy, =

log,z = .
log, a

Przyklad 5.63. Korzystajac z podanych wyzej wtasnosci obliczamy:

1
® log; o = logs5° L _3.log,5 2 —3.

L8 L2 5

5
® logy 49V7T = log, 775 = logi 73 = log; 1 7% = —1-log; 73 = ~1-5 -logy T 2 .

® 5logy 6 —2log;4 —logz18 = log; 6° — (logs 42 + log; 18) =2 log; 6° — log, (42 - 18) £

65 25.35 3 L4
= OBy - Gagrgog - 8T =

log- 256 — log- 16 log, 256 log- 16
85 85 L6 2985 16 — 965 L10 log, 16 = log, 42 e 2.

logs 8 —logs2  logs 8 logs 4

5.7 Definicja i wlasnos$ci funkcji logarytmicznej

Funkcja logarytmiczna (a wlasciwie rodzina funkeji logarytmicznych o roéznych podstawach) jest jedna z pod-
stawowych funkcji elementarnych.

Definicja 5.64. Niech a € (0,1) U (1, 400). Funkcja logarytmiczng o podstawie a nazywamy funkcje okreslona
wzorem

5 { (0,400) — R

r +— log,x.

Zauwazmy, ze wykresy funkcji f(x) = log,x i f(x) = logi x sa symetryczne wzgledem osi Oxz. Wynika to
z zaleznosci (L8) log1 © = —log,  we Wtasnosciach 5.62.
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Bezposrednio z definicji funkcji logarytmicznej dostajemy

Whiosek 5.65. Niech a € (0,1) U (1, 4+00). Jesli f(x) = log, x jest funkcja logarytmiczna o podstawie a oraz
g(z) = a® jest funkcja wyktadnicza o tej samej podstawie a, to f = g~ 1.

Inaczej mowiac, funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotng funkcji wykladniczej o tej samej podstawie i na
odwroét, a ich wykresy sa symetryczne wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

= Zachecamy do sprawdzenia tego faktu dla réznych podstaw wykorzystujac aplet GeoGebry: https://wuw.
geogebra.org/m/aFUeCC9y.

Zlozenie funkcji logarytmicznej z funkcjg wyktadnicza o tej samej podstawie jest zatem identycznoscia, czyli
fog=idr oraz go f=idg,.

Zapisujac powyzsze rownosci z zastosowaniem argumentéw dostajemy znane nam juz tozsamosci (L4) we Wnio-
sku 5.60.

Przedstawimy teraz kilka podstawowych wtasnosci funkcji logarytmicznej o szczegélnym, praktycznym znacze-
niu. Bedziemy je czesto wykorzystywac¢, miedzy innymi przy rozwigzywaniu réwnan i nieréwnosci logarytmicz-
nych.

Wtlasnosé 5.66. Dziedzing funkeji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich (Diog = (0, +00)),
natomiast jej zbiorem wartosci jest caty zbior liczb rzeczywistych (Wiog = R).

Funkcja logarytmiczna ma dokladnie jedno miejsce zerowe = = 1 dla kazdej podstawy a:

flx)=log,z=0 <<— =z=1.

Zbior wartosci funkcji logarytmicznej mozna opisaé jeszcze dokladniej.

Wtasnosé 5.67. Niech f(z) = log, z bedzie funkcja logarytmiczna.

a) Jeslio<a<1,to

log,2>0 <= 0<z<l1 oraz log, 2 <0 <= z>1.

b) Jeslia > 1, to

log,2<0 <= 0<z<l1 oraz log,2 >0 <= x>1.
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Wtiasnosé 5.68. Funkcja logarytmiczna jest funkcja réznowartosciows (injekcja).
Oznacza to, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x1,z2 € (0, +00) spelniony jest jeden z dwoch réwnowaznych
warunkow:

a) x1 #x2 = log,z1 # log, x2;

b) log, 1 =log, 0 = 1 =2xa.

Réznowartosciowosé funkeji logarytmicznej wykorzystujemy do rozwiazywania réwnari logarytmicznych, czyli
rownan, w ktérych niewiadoma wystepuje tylko jako argument logarytmu lub w jego podstawie. Rozwiazywanie
réwnania rozpoczynamy od okreflenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla ktérych wszystkie wy-
razenia maja sens. Nastepnie najczesciej doprowadzamy obie strony rownania do postaci funkcji logarytmicznej

o tej samej podstawie, a potem korzystamy z warunku b) we Wtlasnosci 5.68. Przykladowo, jesli log, z = log, %,

1
tox_g.

Przyklad 5.69. Rozwiaza¢ rownanie

logg(z +3) + 1 = logg(z +2).

Rozwigzanie:

O Okreslamy dziedzine rownania:
D = (-2,40)

uwzgledniajac warunki: z4+2 > 01z + 3 > 0.

® Przeksztalcamy réwnanie w sposob rownowazny korzystajac z Wniosku 5.60 i Wihasnosci 5.62 operacji
logarytmowania:

logs(z+3)+1 = logg(z4+2) <= logs(z+3)+logs3 = logg(z+2) <= logs3(z+3) = logs(z+2).

® Korzystamy teraz z réznowartosciowosci funkeji logarytmicznej f(z) = logg  (zob. Wiasnosé 5.68, waru-
nek b), czyli porownujemy argumenty logarytmow po obu stronach powyzszego rownania:

3(x+3) = z+2.

® Rozwigzujemy powyzsze rownanie liniowe. Jego rozwigzanie

nie nalezy jednak do wyznaczonej dziedziny. Wynika stad, ze poczatkowe rownanie logarytmiczne jest
sprzeczne.

Wtasnosé 5.70. Niech f(z) = log, = bedzie funkcja logarytmiczng o podstawie a € (0,1) U (1, +00).

a) Jesli 0 <a <1, to f jest funkcja malejaca, tzn.

1 < xg == log,zr1 > log, x2

dla wszystkich liczb z1,z2 € R.

b) Jesli a > 1, to f jest funkcja rosnaca, tzn.

1 < 3 = log,z1 < log, xa.
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Monotonicznosé funkcji logarytmicznej wykorzystujemy do rozwiazywania nierdwnosci logarytmicznych, czyli
nieréwnoéci, w ktérych niewiadoma pojawia sie tylko jako argument logarytmu lub w jego podstawie. Rozwia-
zywanie nieréwnosci, podobnie jak réwnania, rozpoczynamy od okreslenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb
rzeczywistych, dla ktérych wszystkie wyrazenia maja sens. Nastepnie najczesciej doprowadzamy obie strony
nieréwnosci do postaci funkcji logarytmicznej o tej samej podstawie, a potem korzystamy z odpowiednich wa-
runkéw w Wiasnosci 5.70. Przyktadowo, jesli log, z > log, 8, to = > 8 lub jesli log% T < log% 16, to = > 16.

Przyklad 5.71. Rozwigzaé nieréwnosé

1
logi(z+1) + 2logyz > ~3

Rozwigzanie:

@ Okreslamy dziedzing nieréwnosci:
D = R+ = (Oa +OO)
uwzgledniajac warunki z +1>01iz > 0.

® Przeksztalcamy nieréwnos$¢ w sposéb rownowazny korzystajac z Wniosku 5.60 i Wiasnosci 5.62 operacji
logarytmowania:

J

logi(z +1) + 2logyz > -1 = logi(z+1) — 2logiz > log: (3)

— log%(erl) — logim2 > log12 <~

= log% xztl > log% 2.

® Korzystamy teraz z faktu, ze funkcja logarytmiczna f(z) = log1  jest malejaca (zob. Wtasno$é 5.70, wa-
runek a), czyli poréwnujemy argumenty logarytmoéw po obu stronach powyzszej nieréwnosci pamietajac

0 zmianie nieréwno$ci na przeciwna:
z+1

x2

® Rozwigzujemy powyzsza nierowno$¢ wymierna

z+1

1 1
— <2 = 222—2-1 >0 — 2(:v+2>-(x—1)>0 = xe((—oo,—2>u(1,+oo)>.

x
Uwzgledniajac wezedniej wyznaczong dziedzine otrzymujemy, ze zbiorem rozwiazan nieréwnosci logaryt-
micznej jest przedziat

(1, 400).

Uwaga 5.72. Funkcja logarytmiczna o podstawie a > 1 jest rosnaca. Rosnie jednak bardzo powoli, co mozna
zaobserwowac¢ na ponizszych rysunkach poréwnujacych ja z funkcja y =z iy = /z.

6 16
y=x
5 |y | 4 Ly=x1?
y=In(x)
12
4
3l y=In(x) | 10
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5.8 Pewne funkcje nieelementarne 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

5.8 Pewne funkcje nieelementarne

Przyklad 5.73. Przedstawione ponizej funkcje sg zdefiniowane dla wszystkich liczb rzeczywistych.

O Wartosé bezwzgledna

Y
- R — R
oz — |zl 21
przy czym liczba |z| zdefiniowana zostata w Def. 2.14. 1}
Zbioér wartosci: W, = [0, c0). x
2 a 1 >
@ Funkcja signum
Y
som - R — R
B 2 — sen(a), !
przy czym liczba sgn(x) zostala zdefiniowana w Def. 2.18. : ¥
1 2
Zbioér wartosci: Weg,, = {—1, 0, 1}
=il
® Funkcja skokowa Heaviside’a
R — R .
H: . JO0 dlaaxz<o0
r 1 dla =z > 0.
1
Zbior wartosci: Wy = {0, 1} [ T
Funkcja ta jest uzywana w przetwarzaniu sygna- -2 -1 1 >
tow, w elektrotechnice i elektronice, w automatyce,
a takze w mechanice.
@ Czesé catkowita (cecha)
{ R — R Y
E:
x —  [z],
2 @)
gdzie [z] :=m € Z dla © € [m,m + 1).
1 [ e ©)
Inaczej moéwiac [z] = max{m € Z : m < z} jest
najwieksza liczba catkowita nie wieksza niz x. ' ' ® ' _ T
2 1 1 2 3
Zbior wartosci: Wg = Z.
o -1
@) 2

; v d



5.8 Pewne funkcje nieelementarne 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

O Cze$é utamkowa (mantysa)

f:{R — R

x — x— [z,

Zbioér wartosci: Wy = [0,1).

® Funkcja Dirichleta to funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych

R — R

D: _# 1 dla z€@
* 0 dla zeR\Q.

Zbiér wartosci: Wp = {0, 1}.

O Funkcja Riemanna

R— R
R 1 dla z =0,
. T — % dla =z = g (utamek nieskracalny), gdzie p € Z, q € N*,
0 dla zeR\Q.

W szczegolnosci R(x) = 1 dla wszystkich argumentow catkowitych, poniewaz dla kazdej liczby catkowitej

) . D s
x skrocong postacig utamka o Jest =

Zbior wartosci: Wr = {0} U{; : ¢ € N*}.

’ v d



Czesé 11
Ciagi liczbowe

6 Definicja ciaggu liczbowego i przyklady

Definicja 6.1. Funkcje okre§long na zbiorze liczb naturalnych o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych
{ N — R
a:
n +—— a(n)=a,
nazywamy ciqgiem liczbowym lub po prostu ciggiem.

Oznaczenia:
(an), (an)neN ) (an)n>0 ) (an)zo:o ) (ao,a1,az,...).

e Pare uporzadkowana (n,a(n)), n € N, nazywamy n-tym wyrazem ciagu (a,,), liczbe n wskaznikiem, a a(n)
wartoscig tego wyrazu. Krotko piszemy a,, zamiast a(n).

e Pierwszy wyraz ciagu bedziemy nazywaé wyrazem poczgtkowym.

Ciag, jak kazda funkcja, moze zostaé zilustrowany w uktadzie wspotrzednych, w ktérym pozioma o$§ argumentow
(indeksow) oznaczymy symbolem n, a pionowa 0§ wartosci symbolem a,,. Wykres ciagu nie jest linia, ale sktada
sie z punktow bedacych wyrazami ciagu, czyli o wspotrzednych (n, a,) dla n € N.

Na podstawie wykresu ciagu mozna wyrobi¢ sobie intuicje na temat jego wlasnosci.

”N
10| ap
9 .(17111)
0,
8‘( , Qo)
7
p .(27(12)
5
4
3 (3,a3)
, ? (8.05) (%)
(%) 10,a
E .( , a10) ® ®
Jay
1 .< »an) °® (]
(4,(14) ) n
0 5
1 2 3 4 5 ® 7 s 9 10 11 12 13 14 15 16
] ) (6, ac)
(5,as)
-2
-3

Czasami cigg ilustruje sie tylko z wykorzystaniem jego wartosci, czyli jako indeksowane punkty a, na osi
rzeczywistej.

Bardzo czesto wygodniej nam bedzie numerowaé¢ wyrazy ciagu zaczynajac nie od n = 0, ale od n = 1: (an)n%,
czyli rozwazaé funkcje okreslona na zbiorze N\ {0}. Czasami ze wzgledow praktycznych numeracje bedziemy
zaczynaé od innej liczby naturalnej k: (an)n>k.

Wskaznik n moze tez byé¢ oznaczany innymi literami, np. m, k, [, .. ..



6 DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGO I PRZYKELADY

Ciag (an),eny = (a0, a1, az, ...) musimy odréznia¢ od zbioru {a,: n € N} = {ao, a1, a1, ...}. Najlepiej
mozna to uzasadnié¢ rozpatrujac ciag staty, zdefiniowany wzorem a, := a € R dla wszystkich n € N. Ciag
(@n),en = (a,a,a,...) ma nieskonczenie wiele wyrazoéw, natomiast do zbioru {a,: n € N} = {a} nalezy tylko
jeden element.

W ciagu wazna jest kolejno$¢ wyrazéw ciagu, natomiast elementy zbioru mozemy wypisywa¢ w dowolnej kolej-

nosci.

Ciagi liczbowe mozna zdefiniowaé na réznorodne sposoby. Najwazniejsze z nich oméwimy na przyktadach.
Przyklad 6.2.

e Ciag liczbowy mozna zdefiniowaé explicit, tzn. okreslajac jawnym wzorem postaé funkcji a(n), np.:

® Ciag staty: a, = a dla wszystkich n € N, czyli

Qn

(an)neN = (a, a,a,.. )

® Ciag harmoniczny: a, = ~ dla wszystkich n € N\ {0}:

Qan

1 ()

0.6
5 ooo °
04
°
02

| =

1 1
(an)n>0 = <1a 53 ga

® Ciag geometryczny: a, = (%)n dla wszystkich n € N, czyli

Qan

1 1 i @
n = ]-7 a9 29 Q) Apr o
(@n) e < 2° 1 8 16 > A
0.2 hd
7 []
B ks ° e PY PY o PY s
@ Ciag naprzemienny: a, = (—1)" dla wszystkich n € N, czyli
(] ! ] ] [} ] [}
(an)TLEN = (17 _1’ 1’ _1, 1, ..') 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 Hn
1 [ ] [ ] L ] ® ]

. v d



6 DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGO I PRZYKELADY

® Ciag naprzemienny harmoniczny: a,

® Ciag (ay,), gdzie

(@)oo = (2

@ Ciag Fibonacciego:' a,

neN T

(an)

Qn

9 64 625

47277 2567

)

(0,1, 1,2 3, 5 8 13,...)

# dla wszystkich n € N\ {0}, czyli

an

n

S

(14 2)" dla wszystkich n € N\ {0}, czyli, czyli

e Ciag moze tez by¢ zdefiniowany rekurencyjnie, tzn. musimy znaé¢ pewne wyrazy ciagu az do a,—1, aby za
pomoca wzoru rekurencyjnego obliczy¢ wyraz a,, np.:

O Ciag Fibonacciego (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...) jest rowniez okreslony wzorem

17
b 127

0 Ciag (2, %

ap=0, a =1, ap = an-1 + an_o dlan>2.
%, .. ) jest zdefiniowany wzorem
1 2
ag = 2, ap == | ap—1 + dla n > 1.
2 An—1

® Ciag geometryczny (1, 2, 4, 8, 16, ...) o ilorazie ¢ = 2 jest zdefiniowany wzorem

a1:1,

pn41 =2-a, dlan>1.

@ Ciag arytmetyczny (1, 4, 7, 10, 13, ...) o réznicy r = 3 jest zdefiniowany wzorem

&121,

pt1 =an+3 dlan>1.

Leonardo z Pizy zwany Fibonaccim (ok. 1175 — po 1240), matematyk wtoski, wprowadzil do Europy cyfry arabskie.

v d
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6.1 Ciag arytmetyczny 6 DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGO I PRZYKLADY

e Czasami nie mozna lub bardzo trudno jest okresli¢ ciag wzorami matematycznymi, wtedy mozna zdefi-
niowaé ciag opisowo, tzn. podac ,,przepis”’ wyznaczania jego wyrazéw, np.:
® q, jest n-ta liczba pierwsza;
® a, jest n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby v/2;

® a, jest sumg wszystkich liczb pierwszych mniejszych od n, gdzie przyjmujemy a; = as = 0.

e Jezeli wyrazy ciggu otrzymujemy poprzez obserwacje lub pomiary np. notowania na gieldzie lub tempe-
ratura powietrza o danej godzinie, to podanie jakiegokolwiek wzoru lub przepisu nie jest mozliwe. W tym
przypadku musimy wypisywaé¢ wszystkie wyrazy danego ciggu. Z wiadomych wzgledéw takich ciagdéw nie
bedziemy rozwaza¢ w tych notatkach.

Omoéwimy teraz dokladniej dwa rodzaje ciagéw, ktore czesciej beda sie pojawia¢ podczas zaje¢ z matematyki.

6.1 Ciag arytmetyczny

Definicja 6.3. [Ciag arytmetyczny]
Niech a,r € R beda ustalonymi liczbami. Ciag (an), -, zdefiniowany nastepujacym wzorem rekurencyjnym

ap a,
nt1 = ap+r dla neN\{0}

nazywamy ciggiem arytmetycznym.
Liczbe r nazywamy réznicg ciaggu arytmetycznego, natomiast a jest jego pierwszym wyrazem.

Powyzsza definicja oznacza, ze po ustaleniu pierwszego wyrazu a, kolejny wyraz powstaje przez dodanie do

poprzedniego stalej liczby r.

Definicja rekurencyjna najlepiej ilustruje idee ciggu arytmetycznego, ale mozna podaé tez wzor jawny na n-ty
wyraz tego ciagu.

Twierdzenie 6.4. Niech (ay),, bedzie ciagiem arytmetycznym o réznicy r. Wtedy

an, = a1 + (n—1)-r

dla n> 1.

Ciag arytmetyczny mozna tez scharakteryzowac za pomoca nastepujacej zaleznosci miedzy jego trzema kolejnymi
wyrazami.

Twierdzenie 6.5. Ciag (an),-, jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

Ap—1 + Ap+1
2

ap =

dla wszystkich indekséw n > 1.

Oznacza to, ze w ciagu arytmetycznym kazdy wyraz oprocz pierwszego (i ewentualnie ostatniego, jesli ciagg jest
skoniczony) jest $rednia arytmetyczng wyrazow sasiednich.

. v d



6.2 Cigg geometryczny 6 DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGO I PRZYKEADY

6.1.1 Suma poczatkowych wyrazéow ciagu

Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem. Symbolem

n>0

S, = Zai:a1+a2+a3+"‘+an

i=1

bedziemy oznacza¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciggu, czyli

Sl = a,

SZ = a1 + az,

S3 = a1 + az + as,

Sy = a1 + a2 + a3 + aq,

Sp = a1 +aztaz+ - +an

W ten sposob z wyrazow ciagu (a,) zbudowalismy nowy ciag (S,,), ktory nazywamy ciggiem sum cze$ciowych,
a jego n-ty wyraz S, — n-tqg sumq czesciowq.

Ciag sum czesciowych mozna zdefiniowa¢ takze w sposéb rekurencyjny:

S1 = ai,
Sn+1 = Sn + Ap 41 dla n e N\ {O}

dla danego ciagu (an),,~ -

Wyprowadzenie jawnego wzoru na n-ta sume czesciowa S,, (bez uzycia ,wielokropka”) przewaznie jest bardzo
trudne, a wrecz niemozliwe. Na szczeScie sytuacja zmienia sie, jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym.

Twierdzenie 6.6. Niech (a,), ., bedzie ciaggiem arytmetycznym. Wtedy suma n poczatkowych wyrazow tego
ciagu wyraza si¢ wzorem

dla wszystkich indekséw n > 0.

Oznacza to, ze suma S,, dla ciggu arytmetycznego jest rowna $redniej arytmetycznej pierwszego i n-tego wyrazu
ciagu (a,) pomnozonej przez liczbe wyrazéw n w tej sumie.

6.2 Ciag geometryczny

Definicja 6.7. [Ciag geometryczny]
Niech a, ¢ € R bedg ustalonymi liczbami. Ciag (an), - zdefiniowany nastepujacym wzorem rekurencyjnym

a; = a,
apy1 = a,-q dlaneN\{0}

nazywamy ciggiem geometrycznym.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciaggu geometrycznego, natomiast a jest jego pierwszym wyrazem.

Powyzsza definicja oznacza, ze po ustaleniu pierwszego wyrazu a, kolejny wyraz powstaje przez pomnozenie
poprzedniego przez stala liczbe q.

Definicja rekurencyjna najlepiej ilustruje idee ciagu geometrycznego, ale mozna podaé rowniez wzor jawny na

n-ty wyraz tego ciagu.
. V4



7 CIAGI MONOTONICZNE I OGRANICZONE

Twierdzenie 6.8. Niech (a,),~, bedzie ciaggiem geometrycznym o ilorazie ¢ # 0. Wtedy

an = a1 -¢" ' dlan>1.

Ciag geometryczny mozna tez scharakteryzowaé za pomoca nastepujacej zaleznosci miedzy jego trzema kolej-
nymi wyrazami.

Twierdzenie 6.9. Ciag (an), jest ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

2
G, = Gp—1 - Gp41

dla wszystkich indeksow n > 1.

Oznacza to, ze w ciagu geometrycznym warto$é¢ bezwzgledna kazdego wyrazu oprocz pierwszego (i ewentualnie
ostatniego, jesli ciag jest skoriczony) jest Srednig geometryczng wyrazow sasiednich.

Dla ciaggu geometrycznego, podobnie jak to bylo w przypadku ciaggu arytmetycznego, mozna wyprowadzi¢ wzor
na sume jego n poczatkowych wyrazow.

Twierdzenie 6.10. Niech (a,,)
ciagu wyraza si¢ wzorem

n>0 bedzie ciggiem geometrycznym. Wtedy suma n poczatkowych wyrazéw tego

dla ¢ #1;

n-ay dla ¢=1

dla wszystkich indekséw n > 0.

7 Ciagi monotoniczne i ograniczone

Ciagi sa funkcjami, zatem wszystkie definicje dotyczace funkcji przenosza sie na ciagi, w szczegélnosci pojecie
réznowarto§ciowosci ciggu i zbioru wartosci, a takze pojecia sumy i réznicy ciaggoéw, iloczynu ciagu przez liczbe.
Dla ciagéw liczbowych mamy okreslone pojecia ograniczonosci ciagu, kresu gérnego i dolnego, najmniejszej
i najwiekszej wartosci, jak réwniez pojecie monotonicznosci ciagu, w szczegdlnosdci pojecia ciaggu rosnacego,
malejacego, niemalejacego i nierosnacego.

Definicja 7.1. Ciag (an),cy € R nazywamy
a) ograniczonym z gory, jesli istnieje S € R takie, ze dla kazdego n € N zachodzi nier6wnosé

a, < S,

liczbe S nazywamy liczba ograniczajgcq ciqg z gory (ograniczeniem gornym,). Ciag, ktory nie jest ograni-
czony z gory nazywamy nieograniczonym z gory.

b) ograniczonym z dotu, jesli istnieje s € R takie, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosc
an = S

liczbe s nazywamy liczbg ograniczajacq cigg z dotu (ograniczeniem dolnym). Ciag, ktory nie jest ograni-
czony z dohu nazywamy nieograniczonym z dotu.

c) ograniczonym, jesli jest ograniczony zardéwno z gory jak i z dotu. Ciag, ktory nie jest ograniczony nazywamy

NLe0graniczonym.
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Jesli zilustrujemy ciag w ukladzie wspoélrzednych, to wszystkie wyrazy ciagu ograniczonego z gory leza pod
pewnga prosta pozioma, a wyrazy ciagu ograniczonego z dotu leza nad pewng prosta pozioma. Ciag jest ogra-
niczony, jezeli jego wszystkie wyrazy lezg miedzy dwiema prostymi poziomymi.

”~

9| Qn

>
v

Uwaga Oczywidcie, definicja ciagu ograniczonego jest réwnowazna istnieniu takiego M € R, ze dla wszystkich
liczb naturalnych n zachodzi nieréwnosé
lan| < M.

Definicja 7.2. Niech (ay),cy € R bedzie ciagiem ograniczonym.
a) Kresem gornym ciagu (a,) nazywamy kres gorny zbioru {an: n e N}.
b) Kresem dolnym ciagu (a,) nazywamy kres dolny zbioru {an: n e N}.

¢) Wyraz an, nazywamy wyrazem najwickszym ciagu (a,), jesli an, = max {a,: n € N}.

d) Wyraz a,, nazywamy wyrazem najmniejszym ciagu (ay), jesli a,, = min {an: n e N}.

Definicja 7.3. Ciag (an),cy nazywamy
a) rosngcym (odpowiednio niemalejgecym (stabo rosngcym)), jesli
an < Apil, (odpowiednio a, < ani1)
dla wszystkich n € N;
b) malejgcym (odpowiednio nierosngcym (stabo malejgcym)), jesli
ap > Apil, (odpowiednio a,, > ani1)
dla wszystkich n € N;

c) monotonicznym, jesli jest (stabo) malejacy lub (stabo) rosnacy.

Uwaga Zauwazmy, ze jesli
e ciag jest rosngcy, to wyrazy ciagu zwiekszaja sie wraz ze wzrostem indeksu n:

an

ag < a1 < a2 < a3 < ag4 <... ) °

. v d



7 CIAGI MONOTONICZNE I OGRANICZONE

e ciag jest niemnalejacy (stabo rosngcey), to wyrazy ciagu zwiekszaja sie lub nie zmieniaja sie wraz ze wzrostem

indeksu n:
an
o (]
L]
[ ]
o
3 ° e o
ap < a1 < a2 < az < a4 < o ©
1 e o o
0 pRassl sx. il
1 [} 7 4 5 6 8 9 10 11 1. 13 14 1. 16
1 ®
2@
e ciag jest malejgcy, to wyrazy ciagu zmniejszaja sie wraz ze wzrostem indeksu n:
an
Q@
6
®
4 )
3 °
apg > ayp > az > a3z > a4 > ... LS
]
1 o ]
] P + "
! 1 3 4 6 s 9 10 I @ 13 14 I 16
1 ]
® [ ]
]

e ciag jest nierosngcy (stabo malejgcy), to wyrazy ciagu zmniejszaja sie lub nie zmieniaja sie wraz ze
wzrostem indeksu n:

an

4 e o o o

Istnieje zwiazek miedzy monotoniczno$cia a ograniczonodcia ciggdéw, ktéry mozna zaobserwowaé na powyzszych
rysunkach. Ciagi rosnace i niemalejace sa zawsze ograniczone z dotu, a ciagi malejace i nierosnace sg ograniczone
z gory. To stwierdzenie zostalo doprecyzowane w ponizszej uwadze.

Uwaga

o Jesli ciag (a,) jest (stabo) rosnacy, to pierwszy wyraz ag jest jego ograniczeniem dolnym, a nawet wyrazem
najmniejszym tego ciggu:
VneN ag < ap.

e Jesli ciag (an) jest (stabo) malejacy, to pierwszy wyraz ag jest jego ograniczeniem goérnym, a nawet
wyrazem najwiekszym tego ciagu:
VneN a, < ag.

Mowimy, ze ciag (ay) jest rosnacy (stabo rosnacy, malejacy, stabo malejacy) od pewnego miejsca poczawszy,
jezeli istnieje indeks ny € N taki, ze nier6wnosé

an < An41 (an < Ap+41, anp > Ap+41, anp > anJrl)
zachodzi dla wszystkich n > ng.

Zadanie: Jak wyznaczy¢ ograniczenie dolne ciagu, ktory jest (stabo) rosnacy poczawszy od indeksu ng € N
lub odpowiednio ograniczenie gorne ciggu, ktory jest (stabo) malejacy poczawszy od tego indeksu?
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Przyklad 7.4. = Na wykladzie!

Badajac monotoniczno$é ciagéw warto czasami skorzystaé z ponizszej uwagi i przedstawié¢ réznice dwéch kolej-
nych wyrazéw ciggu w mozliwie najprostszej postaci, a nastepnie okresli¢ jej znak.

Uwaga

e Dla dowolnego ciagu (a,) warunki
(¢2%) < Ap+1, ap < An41, an > An+1, ap > An41
sa réwnowazne odpowiednio warunkom

Gn41 — An = 07 Ap+1 — Qn > 07 Gp+1 — an < 07 Ap+1 — Ap < 0.

e Dla ciagu (a,) o wyrazach dodatnich warunki
an < Ap+1, an < An+1, an 2 An+1, an > Ap+1

sa réwnowazne odpowiednio warunkom

An+1 An+1 An+1 An+1
2>, o> 1, oL, i<,
(429 ap ap (¢2%)
za$ dla ciggu o wyrazach ujemnych — warunkom
Ap+1 Ap+1 Ap+1 A1
ot Sl A nt Nl a1,
(293 Gnp (2293 an

Przyklad 7.5. Dla dowolnych liczb a > 0 oraz a > 1 ciag (x,) o wyrazach
T, = —, gdzie n €N,
jest ograniczony i malejacy od pewnego miejsca.

= Uzasadnienie na wykladzie!

Lemat 7.6. [Nieré6wno$é Bernoulliego]
Niech x > —1 bedzie dowolnie ustalong liczbg rzeczywista. Woéwczas dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n
zachodzi nier6wno$¢

14+z)" > 1+nz.

Dowdd: v= Na éwiczeniach ze Wstepu do Logiki i Teorii Mnogosci!
Przyklad 7.7. Ciag (a,) o wyrazach
1\" . «
a, = (14+—1| , gdzie n e N,
n
jest rosnacy i ograniczony z gory, natomiast ciag (b,) o wyrazach
1 n+1
b, = (1 + ) ’ gdzie n € N*,
n

jest malejacy i ograniczony z dotu.

= Uzasadnienie na wykladzie!

Przyklad 7.8. Ciag (a,) o wyrazach
a, = /n, gdzie n € N*,

. v d

jest ograniczony i malejacy poczawszy od n = 3.

= Uzasadnienie na wykladzie!



8 GRANICA CIAGU LICZBOWEGO

8 Granica ciagu liczbowego

Przejdziemy teraz do pierwszego waznego pojecia analizy matematycznej, a mianowicie do pojecia zbieznosci
ciagu.

Definicja 8.1. [Granica ciagu liczbowego]
Mowimy, ze ciag (an),, oy jest zbiezny do granicy wtasciwej a € R, gdy dla dowolnego € > 0 istnieje liczba n. € N
taka, ze

la, —al < € dla wszystkich n > ne.

Fakt ten zapisujemy w nastepujacy sposob:
Ve>0 dn.eNVn>n.: |a,—a|<e

i oznaczamy:

. n—oo
a= lim a, lub an, — a lub a, — a dla n — oo.
n—oo

Interpretacja graficzna granicy ciagu liczbowego:

an
[ ]
°
[ ]
a4+e-l-------- - e e e
[ ] [ ]
[ ]
°
a ° ® =
® o
° ° ° ° ° ° ° °
[ ]
a—€ =|--—=—— e - === = = Do P8 00000000000coooo oo oo o el
°
n
[ ] Nne

Uwaga W definicji granicy ciggu mozna zmieni¢ nieréwnosci ostre ,<”, ,,>” odpowiednio na nieréwnosci
nieostre ,<”, ,,>", z wyjatkiem jednej nieréwnosci ,,¢ > 07 i uzyskany warunek bedzie réwnowazny definicji.
W szcezegolnosei definicja granicy ciggu jest rownowazna nastepujacej:

Ve>0 dn.eN Vn>n.: |a, —a| <e.

Ponadto, powyzsza definicja granicy oznacza, ze

e ciag (a,) aproksymuje liczbe a, tzn. dla prawie wszystkich wyrazow ciagu a, odleglos¢ |a, — a| jest
mniejsza od dowolnie zadanej liczby ¢;

e w dowolnym otoczeniu (a — €, a + ) liczby a o promieniu ¢ leza prawie wszystkie wyrazy a,, ciagu (ay,).
Wyrazenie ,,prawie wszystkie” oznacza: wszystkie, poza skoriczong liczba.

Przyklad 8.2.

gdzie a,, = L dla kazdego n € N\ {0}, tzn.
1
)

Dowédd: Niech € > 0 bedzie dowolnie ustalone. Wtedy dla wszystkich liczb n > n. := E] + 1 zachodzi

® Rozwazmy ciag harmoniczny (an),,<,

1 1
(Cln)n>0 . <1a §a ga

| =

Tw.: lim a, =0.

n—oo

——0
n

1
= - < — <
n Ne

. v d

1

o =] =
Il
m
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® Niech (an), oy bedzie ciagiem danym wzorem a, := ;7 dla kazdego n € N, tzn.

LI
737 47 57"' E

Dowédd: Niech € > 0 bedzie dowolnie ustalone. Wtedy dla wszystkich n > n. := [ﬂ zachodzi

DN | =

(an)ers = (o,

Tw.: lim a, = 1.

n—00

<

lan — 1] =

n 1l = 1 3 1
o ne +1

o =] =
Il
™

® = Wiecej przykladéw na wykladzie!

8.1 Podstawowe wlasnoéci granicy ciagu

Zajmiemy sie teraz podstawowymi wtasnosciami ciagéw zbieznych.

Zmiana, usuniecie lub dotaczenie skoriczenie wielu wyrazow ciagu (a,, ) nie ma wplywu na jego zbieznos$c i wartosc
granicy. Oznacza to, ze prawdziwe sg nastepujace wtasnosci:

Wtiasnosé 8.3. Jesli dla prawie wszystkich n € N zachodzi réwnosé a,, = by, to ciag (b,) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy ciag (a,) jest zbiezny oraz

lim b, = lim a,.
n—oo n—oo

Dowdd: v Cwiczenie!
Wiasnosé 8.4. Jedli istnieje k € N takie, ze b, = a4t dla prawie wszystkich n € N| to ciag (b,,) jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (a,) jest zbiezny oraz

lim b, = lim a,.

n—oo n—oo
Dowdd: = Cwiczenie!

W przyktadzie 8.2 wykazaliSmy, ze ciag harmoniczny (a,) o wyrazach a, = % jest zbiezny do 0. Powyzsze
wlasno$ci zapewniaja zbieznosé np. ciagu (b,) o wyrazach b, = %ﬁ i dodatkowo wiemy, ze lim b, = 0.

n—oo
Zmiana kolejnosci wyrazéw ciagu réwniez nie wplywa na zbieznosé ciagu:
Wtiasnosé 8.5. Niech (a,,) bedzie ciagiem liczbowym oraz niech f : N — N bedzie bijekcja. Wowczas ciag (ay,)
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (af(n)) jest zbiezny oraz
nh_)rr;<> a, = nh_)rr;o af(n)-

Dowdd: = Cwiczenie!

Bardzo istotne jest nastepujace twierdzenie o jednoznaczno$ci granicy.

Twierdzenie 8.6. Kazdy ciag zbiezny ma dokltadnie jedna granice.
Dowdd: = Na wykladzie!

Twierdzenie 8.7. Kazdy ciag zbiezny do granicy wtasciwej jest ograniczony.
Dowdd: v= Na wykladzie!

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Dla przykladu rozwazmy ciag naprzemienny (a, ), gdzie a, = (—1)"

dla n € N. Ciag ten jest ograniczony, poniewaz |a,| < 1 dla wszystkich n € N, ale nie jest zbiezny (por.
przyktad 8.13).

Nietrudno jest pokazaé nastepujacy fakt:

Twierdzenie 8.8. Jezeli ciagi (a,) i (by) sa zbiezne oraz dla prawie wszystkich n € N zachodzi nieréwnosé
an < by, to

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

. v d

Dowdd: v Cwiczenie!
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W powyzszym twierdzeniu nieréwnosci nieostrej ,,<” nie mozna zastapi¢ nieréwnoscia ostra ,,<’! Dla przyktadu
rozwazmy ciag (a,) o wyrazach a,, = %4_2 i ciag (b,) o wyrazach b,, = % Wtedy a,, < b, dla wszystkich n € N*,
ale

lim a, = 0 = lim b,,

n—oo n—oo

a nie lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Jezeli ciag (ay) jest zbiezny do granicy a, to ciag (|a,|) jest zbiezny do granicy |a|, co wynika natychmiast
z nieréwnosci
Han| — \a” < |an = a| .

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, o czym $wiadczy przykltad ciagu o wyrazach a, = (—1)". Zachodzi
jednak nastepujaca

Wtiasnosé 8.9. Niech (a,,) bedzie ciagiem liczbowym, wtedy prawdziwa jest nastepujaca rownowaznosé
lim a, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a,|=0.
n— 00 =00
Dowdd tej rownowazno$ci wynika natychmiast z réwnosci ||an|} = |ap).
Kolejng wlasnosé wykorzystuje sie bardzo czesto wyznaczajac efektywnie granice ciagow.
Wiasnosé 8.10. Jezeli ciag (a,) jest ograniczony oraz ciag (b,) jest ciagiem zmierzajacym do zera, to
lim a,-b, = 0.
n—oo
Dowdd: = Na wykladzie!

1

Przyktad 8.11. Rozwaimy ciag (a,) o wyrazach a, = sin (n? - 2") dlan € N i ciag (b,) o wyrazach b, = —

dla n € N. Wtedy ciag (¢,) o wyrazach

sin(n2-2")
Cp = ———= dla neN
n+2

jest zbiezny do 0.

8.2 Granice niewlasciwe ciggu liczbowego

Definicja 8.12.

a) Ciag (an), ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.

b) Mowimy, ze ciag (a,) ma granice niewlasciwg +o0o lub jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnie wybranej liczby p € R istnieje taka liczba n, € N, ze

Qp > P dla kazdego n > n,,.
Fakt ten zapisujemy i oznaczamy w nastepujacy sposob

lim a, = +o00 <= VpeR In,cN Vn>n,: a, >p.

n—oo

c) Mowimy, ze ciag (a,) ma granice niewlasciwg —oo lub jest rozbieiny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnie wybranej liczby m € R istnieje taka liczba n,, € N, ze

A, <m dla kazdego n > ngy,.
Fakt ten zapisujemy i oznaczamy w nastepujacy sposob

lm a, = -0 <= VmeR dn,, eNVn>n,: a, <m.

) ¥
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Przyklad 8.13.
® Niech (a,), oy bedzie ciagiem naprzemiennym, danym wzorem a, := (—1)" dla n € N, tzn.
(an)peny = (1, -1,1,-1,1, =1, ...).

Tw.: Ciag (a,),y jest rozbiezny.
Dowéd: Zatézmy nie wprost, ze ciag (an), oy jest zbiezny do a € R. Wezmy ¢ = 0,5. Z definicji granicy
wynika, ze istnieje ng 5 € N takie, ze |a, — a| < % dla wszystkich n > ng 5. Zatem

lant1 —an] < |apt1 —al + Jap—al < = + - =1 dlan > ngps.

2

[N

Z drugiej strony |an11 — an| = |(=1)"! — (=1)"| = 2 dla wszystkich n € N. Otrzymana sprzeczno$é

koniczy dowdd.
Latwo zauwazy¢, ze ciag (a,) nie moze mieé tez granicy niewlasciwe;j.

® Niech (an), y bedzie ciggiem danym wzorem a,, = 2" dla wszystkich n € N, tzn.
(a")nEN = (1’ 2, 47 87 16, 32, 64, .. )

Tw.: lim a, = +oco.

n—oo

Dowéd: Niech M € R bedzie dowolnie wybrang liczba. Latwo zauwazy¢, ze dla wszystkich n > n;r =
[logo, M] + 1 zachodzi nieréwnosé

a'n, = 2TL > 2n1v1 > 210g2M = M

Dla ciaggéw o granicach niewlasciwych zachodza twierdzenia analogiczne do twierdzeri dla ciagéw o granicach
wlasciwych (por. wlasnosci 8.3, 8.4, 8.5).

Wiasnosci 8.14. Niech (ay,) i (b,) beda ciagami liczbowymi.
a) Jesli dla prawie wszystkich n € N zachodzi réwnosé a,, = by, to

lim a, = 4+oo wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = +o0
n—oo

n—oo
lub odpowiednio
lim a, = —oo wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = —oo.
n—oo n—oo

b) Jedli istnieje k € N takie, ze b,, = a,+, dla prawie wszystkich n € N, to

lim a, = 4+oc wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = +o0
n—oo

n—oo
lub odpowiednio
lim a, = —o0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = —oo.
n—oo

c) Niech f: N — N bedzie bijekcja. Wowczas

lim a, = +oo wtedy i tylko wtedy, gdy  lim ay@,) = +o0

n—oo
lub odpowiednio

lim a, = —oco wtedy itylko wtedy, gdy lim ays,,) = —oo.

n—oo n—00

Podobnie jak twierdzenie 8.6 dowodzimy

Twierdzenie 8.15. Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym.

a) Jesli lim a, =ai lim a, =400, to a = +oo.

n—oo n—oo
b) Jedli lim a, =ai lim a, = —o0, to a = —c0.
n—oo n—oo

. v d
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Zachodzi takze odpowiednik twierdzenia 8.8:

Twierdzenie 8.16. Niech (a,) i (b,) beda ciagami liczbowymi takimi, ze dla prawie wszystkich n € N zachodzi
nieré6wnosé a,, < b,,.

a) Jesli lim a, = +o0, to lim b, = +oo.

n—oo n—oo
b) Jedli lim b, = —oc0, to lim a, = —oco.
n—oo n—oo

8.3 Podciag ciagu liczbowego

Definicja 8.17. Niech (a,),cy bedzie dowolnym ciagiem liczbowym i niech (ng), oy bedzie silnie rosnagcym
ciggiem liczb naturalnych. Ciag (bx ),y okreslony wzorem

b == an, dla keN

nazywamy podciggiem lub ciggiem czesciowym ciagu (an),cy-

Obrazowo moéwiac podciagiem nazywamy ciag pozostaly po skresleniu pewnej liczby (by¢ moze nieskoriczonej
ilosci) wyrazow ciagu wyjsciowego.

Uwaga

Jesli (ng),cy jest silnie rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to ny > k dla wszystkich k& € N.

Twierdzenie 8.18. Niech (ay),.y bedzie ciagiem liczbowym, (an,),cy jego podciggiem oraz niech

a € RU{—o0,+oo}. Jedli ciag (a,),cy jest zbiezny do granicy a, to klim ap, = Q.
— 0

Dowdd: ¥= na wykladzie!

Jesli wszystkie podciagi ciagu (a,) sa zbiezne do tej samej granicy a, to oczywiscie sam ciag (a,) jest zbiezny do
a. Ciagi, ktore nie s zbiezne, maja zatem podciagi zbiezne do réznych granic. Na przyklad ciag (a,) o wyrazach

dla n e N\ {0}
ma dwa podciagi zbiezne do réznych granic. Latwo mozna pokazaé, ze podciag (a,, ) dla ny = 2k ma granice 1,
a podciag (an, ) dla ny = 2k 4+ 1 jest zbiezny do —1.

Lemat 8.19. Niech (a,)
rownowazne:

nen bedzie ciggiem liczbowym oraz niech a € R. Wowczas nastepujace warunki sa

a) Istnieje podciag (an, ),y ciagu (a,), oy taki, ze klim Up, = Q.
b) Dla kazdego € > 0 zbior X, = {n € N: |a, — a| < &} jest nieskoriczony.

Podpunkt b) mozna tez sformutowaé w nastepujacy sposob: W kazdym otoczeniu liczby a znajduje si¢ nieskori-
czenie wiele wyrazow ciagu (a,). Ale nie prawie wszystkie!

Doktladniej pojeciem podciggu bedziemy zajmowac sie w rozdziale 8.5.

8.4 Podstawowe twierdzenia o granicach ciggéw

W poprzednich rozdziatach zajmowaliSmy sie pojeciem granicy, a takze teoretycznymi rozwazaniami na te-
mat zbieznosci. W tym rozdziale naszym gléwnym celem bedzie efektywne obliczanie granic ciagdéw. Przede
wszystkim bedziemy przy tym wykorzystywaé nastepujace twierdzenie.

' v d
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Twierdzenie 8.20. [o arytmetyce granic ciagéw]|
Niech (an),cy i (bn) beda ciagami zbieznymi oraz niech lim a, =a € Ri lim b, =beR.

Wowczas

a) ciag (an & bn),cy jest zbiezny oraz

lim (a, £b,) = axb.

n—oo

b) ciag (an - bn), oy jest zbiezny oraz

lim (an-b,) = a-b,

w szczegbdlnosci

lim (a-b,) = a- lim b,.
n—oo n—oo
c) ciag (%)n>n jest zbiezny oraz
=no
lim @ - ¢
ot iy B

jesli b= lim b, #0.
n—oo
Dowdd: = jednego z podpunktéw na wykladzie, reszta — éwiczenie!
Zauwazmy, ze bezposrednio z poprzedniego twierdzenia wynikaja nastepujace dwa fakty:

o lim (a,)’ = aP, peZ;

n—oo

e lim ¥a, = a, keN\{0,1};

oile lim a, = a i powyzsze wyrazenia maja sens.

n—oo

Przy obliczaniu granic ciagdéw bardzo przydaje sie nastepujacy fakt:

Lemat 8.21. [o granicy ciagu geometrycznego]
Niech ¢ € R. Wtedy

nie istnieje dla ¢ < -1,
j 0 dla -1<g<1,
lim ¢" =
n—o0 1 dla ¢=1,

+00 dla ¢>1.
Dowdd: = na wykladzie!
Z powyzszego twierdzenia oraz ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (zob. twier-
dzenie 6.10) wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.22. [Suma wyrazéw ciagu geometrycznego]|
Jesli iloraz ciagu geometrycznego spelnia warunek |g| < 1, to ciag sum czeSciowych (.S,,) jest zbiezny oraz jego
granica dana jest wzorem

ai

S = lim S, =

n—o00 17(]-

Dla |q| > 1 ciag (Sy) jest rozbiezny.

Wzor z powyzszego twierdzenia nazywamy wzorem na sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego.

' v d
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Rozwazmy teraz dwa przyklady obliczania granic ciagdéw, ktére zostaly bardzo szczegbélowo rozpisane, aby
zaakcentowaé miejsca, w ktérych korzystamy z twierdzenia o arytmetyce granic ciagéw. W praktyce, po nabraniu
do$wiadczenia, nie jest to konieczne. Wiekszo$¢ przeksztalcen wykonuje sie ,,w gtowie”, a twierdzenie o arytmetyce
granic jest tak intuicyjne i zgodne z naszymi oczekiwaniami, ze nawet nie zdajemy sobie sprawy z jego stosowania.

Przyklad 8.23.

(1)
34202 +3n+4 2 3 4
hmn+ nAsntt lim (1+-4+ =+ — | =
n—:0o0 n3 n—00 n n2 n3
2 3 4
= lim1+lim7+lim—2+lim—3:
n—oo n—oo n n—oo M n—oo N
1 1 1
= 142 lim —+3- lim —2+4~lim —
n—oo N n—oo M, n—oo N
1 1 1 1 1
= 14+2-0+3-lim —- lim —+4- lim —- lim —- lim — =
n—oo 1, n—oo T n—oo 1N mn—oo N nNn—oon
= 14043-0:-04+4-0-0-0=1
(2]
: 2 4
3n® —2n +4 _3-24 4 lim (3-745)
M 2 = lm 3 _ 5 1 35
n—oo dn” + 300 nseod+ 2% lim (4+ 3 -%)
~ 3-0+0 3
44+0—-0 4

= Wiecej przykladow na wykladzie!
Bezposrednio z definicji dostajemy nastepujace wlasnosci granicy niewlasciwej.
Wtiasnosci 8.24. Niech (ay,) i (b,) beda ciagami liczbowymi.

a) Wowcezas lim a, = +oo wtedy i tylko wtedy, gdy lim (—a,) = —oo.

n—oo

b) Jedli a,, > 0 dla prawie wszystkich n € Ni lim a, =0, to lim - = +oo.

n—oo a4n

c) Jedli a,, < 0 dla prawie wszystkich n € Ni lim a, =0, to lim (% = —00.

n—oo n—oo T m

e) Jesli lim a, =4oc0i lim b, =400, to lim (a, + b,) = +oo.

f) Jesli lim ap, = —o0i lim b, = —oc0, to lim (a, + b,) = —cc.

n—oo n—oo n—oo

g) Jesli ciag (ay,) jest ograniczony i lim b, = +o0, to

n—oo

lim (a, + by,) = 400, lim (a, —b,) = —oc0 i lim 2% = .

n—oo n—oo n—oo n

h) Jesli lim a, = a, gdzie a € Ry lub a = +o0,1 lim b, = +oo, to lim (a, - b,) = +oo.
n—00 n—00 n—o00

. v d
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Uwaga 8.25. Bardzo czesto powyzsze twierdzenia zapisuje sie w symbolicznej, skrotowej formie, ktéra jest
latwiejsza do zapamietania.

Niech a € R bedzie dowolna liczba. Wtedy zachodza nastepujace rownosci:

o) —00
I 1 =
OT——FOO OT——OO
o0 + 00 = —00 + (—00) = —o0,
oco+a = a4+ 00 = —0+a = a—00 = —0
004 = a-00 = 00 dla a>0 |00-a = a-c0 = —00 dla a<0
000 = (—00) - (—0) = © 00 (—0) = (—0) 00 = —0
Przyklad 8.26. = Na wykladzie!
Wyrazenia
00 0
0- ) - ) |:7:|7 I
oo o= [Z],[3]

nazywamy nieoznaczonymi! Ich wartosci zaleza od tworzacych je ciagéow, czyli méwiac opisowo: ,nie wiadomo
jaki jest wynik dziatania”. Na wykladzie przesledzimy przyktady ciagéw, ktére beda prowadzi¢ do tego samego
typu wyrazenia nieoznaczonego, natomiast ich granice beda rézne. Nie s to jedyne symbole nieoznaczone,
nastepne wprowadzimy pdéznie;j.

8.4.1 Twierdzenie o trzech ciggach

Obliczajac granice ciggéw, w trudniejszych przypadkach, bedziemy wykorzystywaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.27. [o trzech ciggach]
Niech (an),cns (bn)pen 1 (€n)nen beda ciagami liczbowymi oraz niech

b, < a, < ¢, dla prawie wszystkich n € N.
Wowezas jesli g € Ri lim b, = g = lim c,, to ciag (an), oy tez jest zbieiny i lim a, = g.
n—oo n—oo n—oo
Dowdd: v Na wykladzie!
Przyklad 8.28.

@ Niech (an),cy
Tw.: lim a, =0.

n—oo

bedzie ciagiem o wyrazach a, = # dla n € N*.

Dowoéd: Dla wszystkich n € N zachodza nieréwnosci

-1 (=)™ 1
— < —— < —.
n n n
Poniewaz lim £+ =0= lim =!, zatem takze
n—o0 n—oo
1"

lim ) = 0.
n—oo n

; v d
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® Niech (a,),cy bedzie ciagiem o wyrazach a, = 2"2:2"%2" dlan € N.
Tw.: lim a, = 2.

n—oo
Rozwazmy ciag (bn), oy 0 Wyrazach b, = 27?;7;171’ wtedy
2n% —n 21
lim b, = lim ——— = lim T

Ponadto dla wszystkich n € N zachodzi nieréwnos¢:

2n2 —n 2n2 +n - (—1) 2 2n2 + n sin 2"

b — — = a,.
" nZ+1 nZ+1 h nZ+1 an
Natomiast dla ciggu (c,), oy 0 Wyrazach ¢, = 2:2211" dla n € N i granicy
, . 2% 4n . 248
lim ¢, = lim ——— = lim T =
zachodzi:
22 +n m?+n-1 2n? + n sin 2"
C = =S = Ap-
" n?+1 n2+1 ~ n?+1 "

7 twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze

] 2n2 + nsin 27
lim ——————— = 2.
n— o0 n2 +1

Korzystajac z powyzszych twierdzen mozna obliczy¢ granice wielu ciekawych ciagow.
Przyklad 8.29. Niech o > 0 oraz a > 1. Wtedy

== Uzasadnienie na wykladzie!

Przyklad 8.30. Niech a > 0. Wtedy

= Uzasadnienie na wykladzie!

Przyklad 8.31.
lim ¢/n = 1.

n—oo

= Uzasadnienie na wykladzie!

Przyklad 8.30 mozemy tatwo uogolni¢ korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach (por. twierdzenie 8.27) i twier-
dzenia 8.18 otrzymujac nastepujacy, bardzo istotny fakt.
Whiosek 8.32. Jesli a,b € R, a > 0 oraz lim b, = b, to
n—oo
br, b

lim a’» = a’.
n—oo

= Dowod — literatura!
Mozna pomysleé, ze nie jest tu potrzebny zaden dowdd, bo przeciez od razu widaé, ze

b lim b, b

n = qn—oo = a .

lim a

n—oo
Niestety, byloby to zbyt proste. Wykorzystujemy tutaj ciaglo$¢ funkcji wyktadniczej, a przeciez jeszcze nie
znamy tego pojecial Dopiero przygotowujemy sie do wprowadzenia go. Podobnie mozna skomentowaé¢ nastepne
twierdzenie.

Twierdzenie 8.33. Niech a,b € R, a,b > 0 oraz a # 1. Jesli (b,,) jest ciggiem takim, ze b,, > 0 dla n € N oraz
lim b, = b, to

n—oo

lim log, b, = log,b.

y v d

15 Dow6d — literatura!
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Twierdzenie 8.34. Niech (a,), (b,) beda ciagami liczbowymi zbieznymi oraz niech lim a, =a, lim b, = b,
gdzie a,b € R.

a) Jeslia>0oraza, >0dlane€N, to lim o’ = ab.

n—oo

b) Jeslia=0,b>0oraza, >0dlan €N, to lim a’» = 0.

n—oo

" Dowo6d — literatura!

Rozumujac podobnie jak wyzej, mozna udowodni¢ analogiczne twierdzenia dla ciggéw o granicach niewtasci-
wych.

Twierdzenie 8.35. Niech a € R, a > 0, gdzie a # 1 oraz niech (b,,) bedzie ciggiem takim, ze b, > 0 dlan € N.

a) Jeslia>1i nILH;O b, = +o0, to nlirr;o log,, b, = +00.

b) Jeslia<1i nlingo b, = 400, to nlingo log, b, = —0.

c) Jeslia>1i nleréo b, =0, to nh_}rréo log,, b, = —oc.

d) Jeslia<1i lim b, =0,to lim log,b, = +oo.
n—o0 n—0oo

Twierdzenie 8.36. Niech (a,), (b,) beda ciagami liczbowymi oraz a,, > 0 dla n € N.

bn = 400.

a) Jesli lim a, =a, a>1oraz lim b, =400, to lim a)
n—oo

n—o0 n—oo

b) Jesli lim a, =a,a < 1oraz lim b, = +oco, to lim a’ = 0.

n—oo n—oo n—oo

Powyzsze twierdzenia wykorzystamy do narysowania wykresu funkcji wyktadniczej i logarytmiczne;j.

Podobnie jak poprzednio, twierdzenia te mozna zapisa¢ w symbolicznej, skrotowej formie.

Uwaga 8.37. Niech a,b € R, wtedy zachodza nastepujace rownosci:

a*® =0 dla 0<ax<1 a>*® = © dla 1<a<+x

oot =0 dla —co<b<0]| o o0 dla 0<b< +

Wyrazenia

takze sa wyrazeniami nieoznaczonymi!

8.4.2 Zbiezno$¢ ciagdbw monotonicznych i ograniczonych
Wspomnielismy, ze ciagi zbiezne sa ograniczone i podalismy przyktad, ze nie zachodzi twierdzenie odwrotne.
Mozna natomiast udowodnié nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 8.38. [o ciagu monotonicznym i ograniczonym]
a) Jesli ciag (a,) jest (stabo) rosnacy dla n > ng, gdzie ng € N, 1 ograniczony z gory, to jest zbiezny oraz

lim a, = sup{a,: neN 1 n>ng}.

b) Jesli ciag (a,) jest (stabo) malejacy dla n > ng, gdzie ng € N, i ograniczony z dolu, to jest zbiezny oraz
lim a, = inf{a,: neN i n>ng}.

. ¥

= Dow6d na wykladzie!
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Twierdzenie o ciaggu monotonicznym i ograniczonym pozwala nam zbadaé¢ zbiezno$¢ nastepnych ciekawych cia-
gow. Przyktadowo, pokazalismy juz wczesniej, ze ciag (a,) o wyrazach a,, = (1 + %)n jest rosnacy i ograniczony,
zatem prawda jest nastepujacy fakt.

Uwaga 8.39. Z twierdzenia 8.38 i przyktadu 7.7 wynika, ze ciag (a,),~q 0 wyrazach

a, = <1+:L>n dla neN\{0}

jest zbiezny. Granice tego ciaggu oznaczamy symbolem e, czyli

1 n
e := lim <1+)
n— o0 n

i nazywamy liczba Nepera (Eulera).
7 twierdzenia 8.38 wynika takze, 7e ciag (bn),,~, 0 Wyrazach

1 n+1
by = <1+> dla n e N\ {0}
n

jest takze zbiezny do liczby e, ale w spos6b malejacy, tzn.

1 n 1 n+1
(1 + ) < e < (1 + )
n n
dla wszystkich n € N\ {0}.

Zauwazmy jeszcze, ze

1 1

1 n
lim (1 — ) = lim =—; .
Z twierdzenia 8.18 i uwagi 8.39 otrzymujemy, ze dla dowolnego ciagu (ny) liczb naturalnych zmierzajacego do

+00 zachodzi rownosé
1\
lim (1 + ) = e.
k—o0 Nk

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach (por. tw. 8.27) mozemy udowodni¢ znacznie wiecej.

Whiosek 8.40. [Granice specjalne]
Niech z € R oraz niech (a,) bedzie ciagiem takim, ze a,, # 0 dla n € N.

5 1\" i ) 1\ 1
lim (1+ — = e i Iim (1—— = —.
n— 00 (o7 n—oo Qp, e

a) Jesli lim a, = +oo, to

n—oo

b) Jedli lim a, = +oo, to
n—oo

c) Jesli lim a, = —o0, to

n—oo

d) Jesli lim a, =0, to

n—oo

lim (1—|—an)ﬁ = e

. ¥

= Dowod na wykladzie!
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Natomiast korzystajac z twierdzenia 8.33 mozemy obliczy¢ granice kolejnych ciagéw specjalnych.

Whiosek 8.41. [Granice specjalne]

Niech (a,) bedzie takim ciggiem, ze lim a, = 0, wtedy

a)

b) dlaz>0ix#1

d) dlaz>0

= Dow6d na wykladzie!

li

n—oo

im log, (1 + an) _

an

Inx

lim
n—oo (075

e —1

e = ]|

lim =
n— oo A,

In x;

lim
n—oo

(1+a,)" —1

Qn

Nastepne granice specjalne wyznaczymy korzystajac z prostych zalezno$ci geometrycznych.

Whiosek 8.42. [Granice specjalne]

Niech (a,) bedzie takim ciagiem, ze lim a, = 0, wtedy
n—oo

a)

= Dow6d na wykladzie!

lim

n—oo (07%

sin (ay)

_1.

)

lim

arcsin (a,)

n— o0 (075

87
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8.5 Podciag ciagu liczbowego cd.

Wiemy juz, ze warunkiem koniecznym (ale nie wystarczajacym!) zbieznosci ciagu jest jego ograniczono$é (por.
tw. 8.7). Dowiedzieli$émy sie takze, ze gdy do zalozenia ograniczonosci ciagu dotozymy zatozenie monotonicznosci,
to zapewnimy zbieznosé¢ danego ciagu (por. tw. 8.38). Jest to jednak mocne zalozenie.

Korzystajac z pojecia podciagu wprowadzonego w rozdziale 8.3 udowodnimy teraz jedno z wazniejszych twier-
dzen w analizie matematycznej.

Twierdzenie 8.43. [Bolzano—Weierstrassa] Kazdy ciag ograniczony ma podciag zbiezny.

Dowdd: = na wykladzie!

Definicja 8.44. Niech (a, ),y bedzie dowolnym ciagiem liczbowym. Liczbe a € R nazywamy punktem skupie-
nia lub granicq czesciowq ciagu (ay,),, oy, gdy istnieje podciag tego ciagu zbiezny do a.

Symbol co (lub —o0) jest niewtasciwym punktem skupienia, jeSli istnieje podciag tego ciggu rozbiezny do oo
(lub odpowiednio do —o0).

Latwo mozna pokazac, ze jesli ciag (an), oy hie jest ograniczony z gory, to +oo jest jego punktem skupienia,
a jesli ciag ten nie jest ograniczony z dotu, to —oo jest jego punktem skupienia. Z powyzszego faktu i twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa wynika, ze zbior punktéw skupienia danego ciggu jest zbiorem niepustym 2.

Definicja 8.45. Niech (a,),cy bedzie ciggiem liczbowym i niech S bedzie zbiorem punktéw skupienia tego
ciggu. Granicg dolng ciagu (an ),y nazywamy kres dolny zbioru S i oznaczamy

liminf a, := infS.

n—oo

Granicg gorng ciagu (ay), oy Nazywamy kres gorny zbioru S i oznaczamy

limsupa, := supS.
n—oo
Jesli co € S, to przyjmujemy, ze sup S = oo. Podobnie, je§li —oo € S, to przyjmujemy, ze inf S = —oco. Ponadto,

jezeli S = {—o0}, to sup S = —o0, a jezeli S = {oo}, to inf S = co.
Oczywiste jest, ze dla kazdego ciggu liczbowego (a,),, oy zachodzi

liminfa, < limsupa,.

n—oo n— oo
Ponadto zauwazmy, ze kres gérny i dolny zbioru punktéw skupienia sa zawsze osiagniete, czyli liminf a,
n—oo
i limsup a, sa odpowiednio najwiekszym i najmniejszym punktem skupienia ciagu.

n—oo

Wiasnosé 8.46. Niech (a, ),y bedzie ciagiem liczbowym oraz niech a € R. Wowezas
lim a, =a wtedy i tylko wtedy, gdy liminf a,, = limsup a,, = a.
n—oo

n—oo n—oo

8.6 Ciagi Cauchy’ego
Definicja 8.47. Méwimy, 7e ciag (an),cy spelnia warunek Cauchy’ego, jesli:
dla kazdego £ > 0 istnieje takie n. € N, ze

lan —am| < e dla wszystkich n,m > n..

Kroétko:
Ve>0 dn. e N Vnm>n.: |a, —an| <e.

Ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego nazywamy ciggiem Cauchy’ego.

2Czesto twierdzenie Bolzano—Weierstrassa podaje si¢ w formie uzupelnionej o przypadek ciggu nieograniczonego i pokazuje, ze
wtedy da sie z takiego ciagu wybraé¢ podciag majacy granice niewlasciwa.

: v d



8.6 Ciagi Cauchy’ego 8 GRANICA CIAGU LICZBOWEGO

Warunek sformutowany w powyzszej definicji, jest prawie taki sam, jak warunek wystepujacy w definicji granicy
ciagu, jedynie odleglosé |a,, — a| wyrazu a,, od granicy a zostala zastapiona przez odleglos¢ |a,, — a,,| dwoch
wyrazow ciggu.

Oznacza to, ze warunek Cauchy’ego mozna zapisa¢ w postaci lim |a, — an,| = 0.

n,m— oo

Przyklad 8.48. = Na wykladzie!

Bezposrednio z definicji dostajemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.49. Kazdy ciag zbiezny (a,) jest ciagiem Cauchy’ego.

Dowdd: = na wykladzie!

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze warunek Cauchy’ego jest warunkiem koniecznym zbieznosci ciggu.
Przyklad 8.50. = Na wykladzie!
Warunek Cauchy’ego nie jest jednak warunkiem wystarczajacym zbieznosci ciggu. Przyktadowo, gdyby nie byto

liczb rzeczywistych, to niektore liczbowe ciagi Cauchy’ego (sktadajace sie z liczb wymiernych) nie miatyby
granicy.

Przyklad 8.51. = Na wykladzie!

W zbiorze liczb rzeczywistych prawdziwe jest natomiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.52. Kazdy ciag liczb rzeczywistych speliajacy warunek Cauchy’ego jest zbiezny.

Dowdd: = na wykladzie!

Uwaga Przestrzenie, w ktorych ciagi Cauchy’ego sa zbiezne, nazywamy przestrzeniami zupetnymi. 7 twierdze-
nia 8.52 wynika zatem, ze przestrzen liczb rzeczywistych jest zupelna.

Przestrzenie zupelne beda omawiane na wyktadach z Analizy Matematycznej i Wstepu do Topologii w nastep-
nym semestrze.

’ v d



Czesé T11

Szeregi liczbowe

9 Definicja szeregu liczbowego i jego podstawowe wlasno$ci

Definicja 9.1. Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym.

n>0

a) Szeregiem liczbowym o wyrazach a,, n € N\ {0}, nazywamy pare ciaggoéw

((a")n>0 ) (S’Vl)n>0) )
gdzie

n
Spt= a; = ar+ax+az+ -+ an
=1

oo
E an7 E a/’na E an7 E an'
n=1

n>1 neN*

Notacja:

Ciag (S,) nazywamy ciggiem sum czeSciowych szeregu, a jego n-ty wyraz S, — n-tg suma czeSciowq.
Natomiast ciag (a,) nazywa sie ciggiem wyrazow, a jego wyraz a, — n-tym wyrazem szeregu.

b) Szereg ) a, nazywamy zbieznymdo S € R, jedli cigg sum czgSciowych (S, ), o jest zbiezny i lim S, = S.

n=1 n— o0
Liczbe S nazywamy sumg szeregu.
Notacja:

o0
S = Z Ap,-
n=1
Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.

Uwaga Bardzo czesto szeregiem nazywa sie po prostu ciag sum czeSciowych (S,), mimo ze formalnie szereg
nalezy traktowa¢ jako pare uporzadkowang ((an), (Sn) )

Analogicznie definiujemy szeregi > a,, gdzie k € Z jest ustalong liczba (patrz takze: uwagi po definicji 6.1).

n=~k

Ciag sum czesciowych mozna zdefiniowaé takze w sposéb rekurencyjny:
S1 =as, Sn+1 =S, + An41 dlaneN \ {0}

dla danego ciagu (an),, -
Zauwazmy, ze gdy wszystkie wyrazy szeregu sa nieujemne, to Sp+1 — S, = apy1 > 0 dla wszystkich liczb
naturalnych n > 0, czyli ciag sum czeSciowych (S,,) jest rosnacy.

Czasami mozna zbada¢ zbiezno$¢ szeregdéw liczbowych wprost z definicji, to znaczy najpierw obliczajac ich sumy
czeSciowe, a nastepnie granice ciaggu tych sum.

Przyktad 9.2.

® Szereg Y ﬁ jest zbiezny i > n(++1) =1
n=1

n=1
O Szereg > (—1)™ jest rozbiezny.
n=1

Uzasadnienie: = na wykladzie!
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[e.e]

Nie mozna szeregu Y a, traktowac¢ jako ,sumy nieskonczenie wielu sktadnikow”, poniewaz moze to prowadzié
n=1

do zamieszania (por. nastepny przyklad).

Przyktad 9.3.

® Niech a; = ¢" dlai € Nig e R. Ciag (Sp),cy 0 Wyrazach
Sn=> ¢ =14+q+¢+ - +q"
i=0

nazywamy szeregiem geometrycznym.

Indukcyjnie mozna wykazaé, ze n-ta suma czesciowa szeregu geometrycznego dana jest wzorem

u =gy
. 1.
Sn _ Zqz _ 1_(] a Q# 3
i=0 n+1 dla ¢=1.

Wynika stad, ze dla |g| < 1 szereg geometryczny (por. lemat 8.21) jest zbiezny i jego suma dana jest

wzorem
(e 9)
i e
n=0 - q

oo
Dla |g| > 1 szereg geometryczny » . ¢" jest rozbiezny.
n=0

o0
O Szereg harmoniczny % jest rozbiezny.
n=1

Cigg sum czesciowych (S, ), 0 wyrazach

Sni_l+

jest rosnacy. Pokazemy, ze ciag ten nie jest ograniczony z gory, zatem nie moze by¢ zbiezny. W tym celu
rozwazmy nastepujace sumy czesciowe:

S| =
S

W =

+

DN | =

St = 1,
1
52 = 1+§7
1 1 1 1 1
54 = 1+2+<3+4>>1+2+2,
——
>3
S—1+1+1+1+1111>
2 2 3 56 78
——
>3 >3
> 1—|—1+1+1
2 2 2K
ogoblnie otrzymujemy:
k
SQk > 1+ 57 k:1,2,37...

o0
Wynika z tego, ze ciag (S ), rosnie w spos6b nieograniczony i szereg harmoniczny > + nie jest zbiezny

n=1
(por. Zadanie 5.14 b).

o0
® Szereg > n% jest zbiezny.
n=1

Ciag sum czesciowych (S,),,., 0 wyrazach

jest rosnacy.

' v d
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Poza tym dla wszystkich n € N\ {0} mamy

1 1 1
cqp 1 A .
1-2 2.3 (n—1)-n
= 1+(1_1>+<1_1>+...+< 1 _1):
1 2 2 & n—1 n
= 1+1—l<2.
n

Zatem ciag sum czeSciowych (S,), oy jest ograniczony i z twierdzenia 8.38 wynika, ze jest takze zbiezny.

(oo} (oo}

P . . . . L, . 2

Z definicji szereg > % jest zbiezny. Mozna nawet pokazac, ze Y % = 5"
n=1 n=1

Szeregi liczbowe sg szczegbdlnymi ciagami, a mianowicie ciagami sum cze$ciowych. Na odwrét, na ciag takze
mozna popatrze¢ jak na szereg, poniewaz wyrazy kazdego ciagu (a,),,~, mozna zapisa¢ w postaci sum (telesko-
powych)

n

anp = a1 — Z(ai_l—ai).

i=2
Jest to zatem tylko kwestia zapisu, czy uzywamy ciagéw czy szeregoéw liczbowych.
Zbieznos¢ szeregu zdefiniowana jest poprzez zbieznosé ciggu sum czesciowych, zatem z twierdzenia o arytmetyce

granic ciaggow (por. twierdzenie 8.20) natychmiast wynika nastepujacy fakt.

oo oo
Twierdzenie 9.4. Jesli szeregi > a, 1 > b, sa zbiezne oraz a, f € R sa dowolnymi liczbami, to zbiezny jest
n=1 n=1

(oo}
takze szereg > (- an + (- by), przy czym
n=1

i(a~an+ﬁ~bn) = aoian+ﬁ~ibn.
n=1 n=1

n=1

W szczegolnosci zbiezne sa szeregi

i(an:l:bn) = ianiibn oraz i(owan) :owian,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

o0 o0 o0
ktore nazywamy odpowiednio suma (r6znica) szeregow > an, i Y. by iiloczynem szeregu > a, przez liczbe a.
n=1 n=1 n=1

Analogicznie, dla szeregow mozemy sformulowaé¢ odpowiednik warunku Cauchy’ego (s. Def. 8.47):

o0

Sumy czesciowe S, szeregu Y a,; spelniaja warunek Cauchy’ego, jesli dla dowolnie wybranej liczby e > 0 istnieje
i=1

taka naturalna liczba n., ze |S,, — S| < € dla wszystkich m,n > n.. Zauwazmy, ze dla m > n mamy

m n m
Sm - Sn = E a; — E a; = E a;.
i=1 i=1 i=n-+1
Teraz bez trudu mozemy sformutowaé nastepujacy warunek konieczny i wystarczajacy zbieznosci szeregow (por.
twierdzenie 8.52 i wczeSniejsze).

Twierdzenie 9.5. [Cauchy’ego dla szeregow]
Szereg > a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnie wybranej liczby € > 0 istnieje taka naturalna

n=1
liczba n., ze

dla wszystkich m > n > n..

: v d
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Czyli:
(o] m
Zan jest zbiezny <= Ve>03dIn.eN Vm>n>n.: Z a;| <e.
n=1 i=n+1

Twierdzenie Cauchy’ego ma duze teoretyczne znaczenie, ale jego zastosowanie do konkretnych szeregow jest
bardzo skomplikowane. Wnioskiem z niego jest jednak nastepujace twierdzenie, ktore tatwo mozna zastosowacé
w praktyce.
Whiosek 9.6. [Warunek konieczny zbieznosci szeregu]

o0
Jezeli szereg > a, jest zbiezny, to ciag jego wyrazow jest zbiezny do zera, tzn. lim a, = 0.

—
n=1 n—00

oo
Warunek lim a, = 0 w zadnym wypadku nie jest warunkiem wystarczajacym zbieznosci szeregu > a,, co

n—oo n=1
o0
tatwo zauwazy¢ na przykladzie szeregu > % (por. przyktad 9.3 b).
n=1

o0
Jesli o pewnym szeregu Y a, wiemy tylko, ze lim a, = 0, to o zbieznosci tego szeregu nie mozna nic konkret-

n:1 n—oo
nego powiedzie¢. Jedli natomiast stwierdzimy, ze ciag (an),, nie jest zbiezny do zera, to szereg z pewnoscia
jest rozbiezny.

Fatwym wnioskiem z twierdzenia Cauchy’ego jest takze nastepujacy fakt.

oo o0
Uwaga 9.7. Dla kazdego ustalonego k € N szereg > a,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > a,, jest

n=1 n=~k
zbiezny (ale ich sumy réznia sie). Oznacza to, ze odrzucenie skoriczonej ilosci poczatkowych wyrazow szeregu

lub dotaczenie na poczatku skoriczonej iloSci wyrazéw nie wplywa na zbiezno$¢ szeregu.

Pokazalismy, ze dla szeregéw zachodza odpowiedniki pewnych wtasno$ci ciaggéw, nie dotyczy to jednak wszyst-
kich wlasnosci. W przypadku ciggéw mozna zamieni¢ kolejno§é wyrazow bez straty zbieznosci ciggu. Odpo-
wiednik tego faktu dla szeregoéw jest falszywy, mianowicie istniejg szeregi zbiezne, ktére po zamianie kolejnosci
wyrazow staja sie rozbiezne.

10 Szeregi o wyrazach nieujemnych

Sumy czesciowe szeregu o wyrazach nieujemnych tworzg cigg niemalejacy. Z twierdzen 8.7 i 8.38 wynika zatem
natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.1. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jego sum
czedciowych jest ograniczony.

Zastosowanie tego twierdzenia widzieliSmy juz w przykladzie 9.3.

Wykazanie zbieznosci lub rozbieznosci szeregu wprost z definicji (to znaczy poprzez wyznaczenie jego sum
czesciowych oraz policzenie ich granicy) badz z powyzszego twierdzenia jest przewaznie bardzo trudne. Twier-
dzenia, ktore teraz przedstawimy, zwane kryteriami zbieznosci szeregéw pozwalaja nam jednak na w miare tatwe
rozstrzygniecie, czy dany szereg jest zbiezny czy nie, ale bez wskazania jego sumy.

10.1 Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach nieujemnych
10.1.1 Kryteria poré6wnawcze
Definicja 10.2. Niech Y a, i Y. b, beda dwoma szeregami liczbowymi o wyrazach nieujemnych.

a) Szereg > b, nazywamy majorantq szeregu y . an,, jesli

0 <ap <by,

: v d

dla prawie wszystkich indekséw n.
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b) Szereg > a, nazywamy minorantq szeregu y . by, jesli

0 < ap <by,

dla prawie wszystkich indekséw n.

Twierdzenie 10.3. [Pierwsze kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregu]

a) Jesli szereg > a, ma zbiezng majorante, to jest zbiezny.

b) Jesli szereg > b, ma rozbiezng minorante, to jest rozbiezny.

Dowdd: ¥= na wykladzie!

Przyklad 10.4.

oo
O Szereg > % jest rozbiezny.
n=1 "

oo
® Szereg Y. 212 jest zbiezny.
n=1

Dowdd: = na wykladzie!

Czasami do zbadania zbieznosci szeregu latwiej jest zastosowac kryterium poréwnawcze w innej wersji, zwanej
wersjg ilorazowa.

Whiosek 10.5. [Drugie kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregul|
Niech > an i > b, beda szeregami o wyrazach dodatnich. Zal6zmy ponadto, ze
An41 bnt1

X
an, by

dla prawie wszystkich indekséw n.
a) Jesli szereg > by, jest zbiezny, to szereg > a, jest zbiezny.
b) Jesli szereg > a, jest rozbiezny, to szereg > b, jest rozbiezny.

Uzasadnienie: = na wykladzie!

Szczegodlnie tatwe w zastosowaniu jest nastepujace kryterium.

Twierdzenie 10.6. [Kryterium graniczne]
Niech > a, i > b, beda szeregami o wyrazach dodatnich. Zal6zmy, ze istnieje nastepujaca granica (wlasciwa
lub niewtasciwa)

a) Jesli K < 400 1 szereg > b, jest zbiezny, to szereg > a, jest zbiezny.

b) Jesli K > 0 i szereg ) b, jest rozbiezny, to szereg > a, jest rozbiezny.
Dowdd: = na wykladzie!
7 powyzszego twierdzenia wynika natychmiast, ze prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Whiosek 10.7. Niech > a, i Y. b, bedg szeregami o wyrazach dodatnich. Jesli
0 < lim Z—" < 400,

n—oo Op

to oba szeregi sg jednoczes$nie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne.

y v d

Dowdd: = Cwiczenie!
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Przyklad 10.8.

3n?—2
nt+5n

jest zbiezny.

@ Szereg

Uzasadnienie: Szereg Y. - jest zbiezny (por. przyklad 9.3, (3)) i
n=1

3n?—2
e . (3712 - 2) -n? . 3nt—2n? 3+ %
lim 1 = lim A = 11m 1 = 1m 5

3n%2—2

ni+5n jest Zbieiny.

o0
Z kryterium granicznego wynika, ze szereg >
n=1

o0
® Szereg > 2212 jest rozbiezny.
n=1

Uzasadnienie: Szereg > %jest rozbiezny (por. przyklad 9.3, (2)) i
n=1

2n+5
lim 27220 — iy 7(211 ) = lim 72712 ] = lim G
n—oo % n—oo 3n2 —2n n—oo 3n2 —2n n—oo 3 —

3o
[\)

S
w

2n+5
3n2—2n

o0
Z kryterium granicznego wynika, ze szereg jest rozbiezny.
n=1

10.1.2 Kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu

Zapoznajac sie z teorig szeregéw liczbowych i ich zbiezno$cia nie mozna zapomnieé o kolejnym kryterium, ktore
czesto bywa nazywane kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu.

Twierdzenie 10.9. [Cauchy’ego o zageszczaniu]

o0
Jesli (a,,) jest ciagiem malejacym o wyrazach nieujemnych, to szereg > a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

oo
gdy szereg > 2Fan jest zbiezny.
k=0

Dowdd: = na wykladzie!

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozna okresli¢ zbiezno$¢ uogoélnionego szeregu harmonicznego w za-
leznosci od parametru «. Te zaleznosé¢ warto zapamietac¢, poniewaz uogdlniony szereg harmoniczny mozna
wykorzystaé¢ we wcze$niej oméwionych kryteriach poréwnawczych.

Whiosek 10.10. Uogdlniony szereg harmoniczny

=1 rozbiezny dla o < 1;
S —  jest
s n;l ne J= { zbiezny dla a > 1.

Uzasadnienie: = na wykladzie!

Ponizszy szereg szczegélnie tatwo mozna zbadaé wykorzystujac kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu.

nlnn

o0
Przyklad 10.11. Szereg > —L— jest rozbiezny.
n=2

Uzasadnienie: == na wykladzie!

: v d
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10.1.3 Inne kryteria zbieznoSci

W przykladzie 9.3 widzieliSmy, 7e szereg geometryczny Z q"™ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego iloraz

lg] < 1. Wykorzystujac szereg geometryczny w tw1erdzen1u 10 3 jako zbiezna majorante lub rozbiezng minoranta,
otrzymujemy kolejne kryteria zbieznosci szeregéw liczbowych.

Nastepne kryterium pochodzi od francuskiego matematyka Jean Baptiste Le Rond d’Alemberta (1717-1783).

Twierdzenie 10.12. [Kryterium d’Alemberta]
Niech > a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich.

< g dlan > ng, toszereg Y a, jest zbiezny;

o Jesli istnieja liczba ¢ < 11 liczba naturalna ng takie, ze 2=

> 1dlan > ng, to szereg > a, jest rozbiezny.

e Jedli istnieje liczba naturalna ng taka, ze “2+t

Dowdd: = na wykladzie!

Twierdzenie 10.13. [Kryterium d’Alemberta — wersja granicznal
Niech " a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech istnieje granica

lim i |

n—oo Ay

Wtedy
e jesli g < 1, to szereg > a,, jest zbiezny;
e jesli ¢ > 1, to szereg Y a, jest rozbiezny.

Dowdd: v= zadanie domowe!

W przypadku ¢ = 1 wersja graniczna kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu: szereg moze
by¢ zaréwno zbiezny, jak i rozbiezny (policz lim “2+L dla szeregow z przyktadu 9.3 (2) i (3)).
n— oo n

Przyklad 10.14.

@ Szereg Z Jest zbiezny, poniewaz

(n+1)* 3.9n 3
™ . 1)°-2 . 1 1 1
lm & g T oy D20 LG Y L g
n—oo @, n—oo ST n—oo 2ntl.p3 n—oo n 2
O Szereg Z L jest rozbiezny, poniewaz
(n+1)! 1
im 22— gim B g 2P o s 1
n—oo QA n—oo % n—oo 3

® = Kolejny przyklad na wykladzie!

Nastepne kryterium nosi nazwe dwoch francuskich matematykéw A. Cauchy’ego i J. Hadamarda, w Polsce jest
znane jako kryterium Cauchy’ego.

Twierdzenie 10.15. [Kryterium Cauchy’ego]
Niech > a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach nieujemnych.

e Jesli istnieja liczba ¢ < 11 liczba naturalna ng takie, ze {/a, < g dlan > ng, to szereg > a, jest zbiezny;

e Jedli istnieje liczba naturalna ng taka, ze /a, > 1 dla n > ng, to szereg > a, jest rozbiezny.

. v d

Dowdd: v= na wykladzie!
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Twierdzenie 10.16. [Kryterium Cauchy’ego — wersja granicznal
Niech Y a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach nieujemnych oraz niech istnieje granica

lim a, = q.
n—oo

Wtedy
e jesli g < 1, to szereg Y a, jest zbiezny;

e jesli ¢ > 1, to szereg Y a, jest rozbiezny.

Dowdd: v= zadanie domowe!

W przypadku ¢ = 1 wersja graniczna kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu: szereg moze
byé zaréwno zbiezny, jak i rozbiezny.

0 2n
Przyklad 10.17. Szereg > (2"+5) jest zbiezny, poniewaz
n=1

3n—1
o 2n45\" : o +5\"|" . (2n+5\*"
lim = lim = lim =
n—o0 3n—1 n— o0 3n—1 n—oo \ 3n — 1

. m+5\% 4
= lim = - < 1.
3n—1 9

= Kolejny przyklad na wyktadzie!

Uwaga
e Przypadek lim {/a, = 1 = lim 2 jest nierozstrzygalny zaréwno dla wersji granicznej kryterium
n—oo

n—oo 9n
d’Alemberta, jak i kryterium Cauchy’ego. Mozna jednak pokazaé, ze jesli zbiezno$¢ szeregu wynika z kry-
terium d’Alemberta, to bedzie takze wynika¢ z kryterium Cauchy’ego (por. lista zadan z szeregow).
Twierdzenie odwrotne na ogét nie jest prawdziwe, poniewaz kryterium Cauchy’ego jest silniejsze.

o0

e Zastosowanie kryterium d’Alemberta i Cauchy’ego do uogélnionego szeregu harmonicznego
n=1

strzyga jego zbieznosci. Jednak zbiezno$¢ szeregu harmonicznego w zaleznosci od parametru « jest znana
(por. wniosek 10.10). Dlatego jesli oba te kryteria zastosowane do pewnego szeregu > a, nie rozstrzy-
gaja jego zbieznosci, to mozna probowaé poréwnywacé ten szereg z szeregiem harmonicznym (por. kryteria

poréwnawcze).

1

—= nie roz-
n

W przypadkach kiedy podane kryteria zawodza, trzeba siegnaé¢ do bardziej wysublimowanych kryteriéw, opar-
tych na poréwnywaniu badanego szeregu nie z szeregiem geometrycznym, ale z innymi szeregami o znanej
zbiezno$ci, np. z uogdlnionymi szeregami harmonicznymi. Takim kryterium jest np. kryterium Raabego.

Twierdzenie 10.18. [Kryterium Raabego]
Niech > a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech r > 1.

e Jedli istnieje liczba naturalna ng taka, ze n <aa1 == 1) > r dla wszystkich n > ng, to szereg Y a, jest

zbiezny;

e Jesli istnieje liczba naturalna ng taka, ze n (a“il — 1) < 1dlan > ng, to szereg > a, jest rozbiezny.

Dowdd: = na wykladzie!

Twierdzenie 10.19. [Kryterium Raabego — wersja granicznal
Niech " a,, bedzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech istnieje granica

lim n< an 1> =7
n—oo Ay
Wtedy

e jeslir > 1, to szereg »_ a, jest zbiezny;

e jeslir < 1, to szereg Y _ a, jest rozbiezny.

Dowdd: = zadanie domowe!

. v d
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Kryterium Raabego jest znacznie silniejsze od kryterium d’Alemberta. Zauwazmy, ze jesli istnieje granica

n— 00 An+1

lim %:q#l,toci@gowyrazachn< dn —1):n(a,}+1—1) ma granice r = oo dlag<1lir=—-oc0

dla ¢ > 1. Jezeli wiec kryterium d’Alemberta rozstrzyga kwestie zbieznosci danego szeregu, to kryterium Raa-
bego tez!

W przypadku r = 1 wersja graniczna kryterium Raabego nie daje odpowiedzi na pytanie o zbiezno$é¢ szeregu.
W podobnych przypadkach trzeba korzystaé z jeszcze bardziej wysublimowanych kryteriow.

Przyklad 10.20. = Na wykladzie!

11 Szeregi o wyrazach dowolnych

Najczesciej stosowanym kryterium zbieznosci szeregdéw o wyrazach dowolnych jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. [Kryterium Dirichleta]
Niech (ay) i (bn) beda ciagami liczbowymi. Jesli

e ciag (a,) jest monotoniczny,

e lim a, =0,
n—oo

e ciag sum czesciowych szeregu > b, jest ograniczony,

to szereg > anb, jest zbiezny.
Dowdd: = na wykladzie!
Jesli jako (b,) wezmiemy ciag naprzemienny, tzn. b, = (—1)" dla n € N, to otrzymujemy tzw. szereg naprze-

mienny > (—1)"a, i jako natychmiastowy wniosek z kryterium Dirichleta dostajemy nastepujace kryterium
zbieznoSci szeregéw naprzemiennych.

Whiosek 11.2. [Kryterium Leibniza]
Szereg naprzemienny

Z(_l)n Gnp,

jest zbiezny, jesli (a,,) jest ciagiem monotonicznym i zbieznym do zera.

Kolejne kryterium otrzymamy obnizajac zalozenia dotyczace ciagu (ay), juz nie musi by¢ ciagiem zbieznym
do zera, wystarczy ograniczonos¢. Natomiast zwiekszamy zaltozenia dotyczace ciagu (b,,), szereg o takich wyra-
zach musi by¢ zbiezny, czyli zbiezny musi by¢ jego ciag sum czedciowych. W kryterium Dirichleta wystarczata
ograniczono$¢ tego ciagu.

Whiosek 11.3. [Kryterium Abela]
Jesli ciag (ay,) jest monotoniczny i ograniczony, a szereg > b, jest zbiezny, to szereg > a,b, jest zbiezny.

12 Zbiezno$¢é bezwzgledna szeregéw

W przypadku szeregéow > a, o wyrazach dowolnych mozna réwniez stawiaé¢ sobie pytanie o zbieznosé szeregu

2 lan].
Definicja 12.1. Mowimy, 7e szereg Y a, jest zbiezny bezwzglednie, jesli zbiezny jest szereg > |ay|.

Twierdzenie 12.2. Jedli szereg > a,, jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny. Ponadto zachodzi nier6wnosé

‘Zan < Z|an|.

: v d

Dowdd: = na wykladzie!



13 ZBIEZNOSC BEZWARUNKOWA SZEREGOW

Uwaga. Ze zbieznosci szeregu Y a,, nie wynika jego zbieznosé bezwzgledna. Kryterium Leibniza pozwala skon-
struowaé wiele przyktadéw szeregéw zbieznych, ktére nie sg bezwzglednie zbiezne. Wystarczy wziaé dowolny
szereg . a,, rozbiezny, ktorego wyrazy maleja do zera, aby szereg > (—1)" a,, byl zbiezny, ale nie byl bezwzgled-
nie zbiezny.

Przyklad 12.3. Szereg > # jest zbiezny, co wynika z twierdzenia 11.2, ale
n=1

(="

n

o
n=1

5
n=1 n

jest rozbiezny (por. przyktad 9.3 (2)).

= Kolejny przyklad na wyktadzie!

Szereg > |ay| jest oczywiscie szeregiem o wyrazach nieujemnych, w zwigzku z tym do badania zbieznosci bez-
wzglednej szeregu > a, mozna wykorzystywac wszystkie kryteria przedstawione w rozdziale 10.1.

13 Zbieznos$é bezwarunkowa szeregow

W szeregu liczbowym zbieznym mozemy kolejne wyrazy dowolnie taczy¢ w grupy. Zachodzi mianowicie naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 13.1. [Prawo lacznosci dla szeregow]

o0
Niech Y a, bedzie szeregiem zbieznym, a (ny),-, $cisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych, gdzie ny = 0 oraz

n=1
Nk+1 e o0 0
niech by = > a; dla k € N*. Wowczas szereg > by jest zbiezny i Y by = > a,. Ponadto, jesli szereg
i=ni+1 k=1 =il n=1
oo oo
> a, jest zbiezny bezwzglednie, to szereg by, jest zbiezny bezwzglednie.
n=1 k=1

Dowdd: = na wykladzie!

Dla szeregéw rozbieznych analogiczne twierdzenie nie jest prawdziwe. Rozwazmy przykladowo rozbiezny szereg
o0

(—1)™, tzn. taczac po jednym wyrazie dostajemy szereg rozbiezny. Ale gdy taczymy po dwa wyrazy dostajemy

n=1

o~ (qy2ke1 _1\2k) u B o~ 1\2k C)2kH) = g
S(EV* D) =0 b 1+k§_:1((1) (=1 = 21

k=1

Pokazalismy zatem, ze w kazdym szeregu zbieznym mozna dowolnie taczy¢ kolejne wyrazy w grupy i zawsze
uzyskamy szereg zbiezny. Teraz pokazemy, ze zbieznoé¢ szeregu na ogoél zalezy od porzadku jego wyrazéw. Jest
to, wiec sytuacja odmienna od zbiezno$ci ciagu, gdzie zmiana porzadku wyrazéw nie wplywa na zbieznosé (por.
twierdzenie 8.5). Wprowadzmy jeszcze jedna definicje.

oo
Definicja 13.2. Mowimy, ze szereg > ay, jest bezwarunkowo zbiezny, jezeli dla dowolnej permutacji (bijekcji)
n=1
o0
zbioru liczb naturalnych zbiezny jest szereg ) ar(n). Szereg zbiezny, ktory nie spetnia warunku bezwarunkowej
n=1

zbiezno$ci nazywamy szeregiem warunkowo zbieznym.

Dla szeregow o wszystkich wyrazach nieujemnych (niedodatnich) jest oczywiste, ze kolejno$é sumowania nie gra
roli, tzn. zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 13.3. Niech )" a, bedzie szeregiem zbieznym. Jesli a,, > 0 dla wszystkich n € N* lub a, < 0
n=1
dla wszystkich n € N*, to szereg jest zbiezny bezwarunkowo. Ponadto dla kazdej permutacji m zbioru liczb

o0 o0
naturalnych mamy » a, = ) r(n)-
n=1 n=1

Dowdd: = na wykladzie!

' v d
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Natomiast gdy rozpatrujemy szeregi o wyrazach dowolnych, to sytuacja jest zupelnie inna. Prawdziwe sa jednak
nastepujace twierdzenia.

o0
Twierdzenie 13.4. Niech Y a, bedzie szeregiem liczbowym oraz niech
n=1

B = max{0, a,} i Yn = min{0, a, }
dla n € N*.

oo o0 oo
Wowczas szereg > ay jest zbiezny bezwarunkowo wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi > B, 1 > 7, sa zbiezne.

n=1 n=1 n=1

o0 o0
Dowdd: Jesli szeregi > B, 1 > 7n sa zbiezne, to z lematu 13.3 wynika, Ze sa one zbiezne bezwarunkowo. Szereg
n=1 n=1
o]

> ay jest wiec takze zbiezny bezwarunkowo, poniewaz dla wszystkich liczb n € N* zachodzi a,, = G, + yn 1
n=1

(o] (oo} (oo}
dla dowolnej bijekcji 7 : N* — N* szereg ) ar(n) jest suma szeregéw zbieznych > Brn) i D Va(n)-
n=1 =il n=1

oo
Zalozmy teraz, ze szereg > a, jest zbiezny bezwarunkowo. Wtedy jest on zbiezny i z warunku koniecznego 9.6
n=1
wynika, ze lim a, = 0, a zatem lim ~,, = 0. Stad istnieje liczba M > 0 taka, ze
n—oo

M <, <0 dla n e N*.

(oo} [ee]
Przypus$émy, ze co najmniej jeden z szeregow: > B, lub Y 7, jest rozbiezny.
n=1 n=1

Niech (S,), (Bn) i (Gy) beda ciagami sum czesciowych odpowiednio szeregéw > an, Y. On 1 Y. Yn- Wtedy

n=1 n=1 n=1
ciag (By) jest niemalejacy, zas ciag (G,,) jest nierosnacy. Zatem z twierdzenia 10.1 wynika, ze lim B, = 400
n—oo
lub lim G,, = —o0. Poniewaz S,, = B,, + G,, dla n € N* i ciag (S,,) jest zbiezny, wiec musi zachodzié¢
n—oo
lim B, = 400 i lim G,, = —o0.
n—oo n—oo

Zdefiniujmy teraz nastepujace zbiory
X:={neN': a, >0} i Y:={neN: qa,<0}

i zauwazmy, ze sg one przeliczalne oraz X NY =@ 1 X UY = N*,
Ponadto istnieje taki rosnacy cigg liczb catkowitych (ng), oy, gdzie ng = 0, ze

Z a, > 2M

ng—1<nSng
nex

dla wszystkich k € N*. Zatem zbiory Xy :={n € X : np_1 <n < ng}, gdzie k € N*, tworza rodzine zbioréw
skoriczonych, niepustych i takich, ze

1) XipNX; =0 dla k#j,

w) X= U Xk
keN*

w) Y, ap >2M dla ke N*.
neXy

Oznaczmy przez my ilo§¢ elementoéw zbioru Xj. Ponadto niech

k
Ni=1 i  Np=k+» m; dla k>2
j=1
oraz
Vii={neN": N,+1<n<N,+my} dla ke N*.
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Zauwazmy teraz, ze X i Vi sa zbiorami mg-elementowymi, zatem istnieje bijekcja fir : Vi — Xi dla k € N*.
Niech teraz V := |J X. Poniewaz zbiory Vj sa, podobnie jak zbiory X}, parami roztaczne, to funkcja

keN
£ VvV — X
1 n — fi(n) dla neVg
jest bijekcja.
Oznaczmy teraz przez W :=N*\V wtedy W = {N : k € N*}. Poniewaz W i Y sa zbiorami przeliczaluymi,
to istnieje bijekcja g : W — Y.
Zdefiniujmy teraz funkcje 7 : N* — N* nastepujacym wzorem

) f(n) dla neV,
m(n) '_{ gn) dla neW.

Funkcja 7 jest oczywiscie poprawnie okreslona, poniewaz V N W = (), oraz jest bijekcja, gdyz n(V) = X i
m(W)=Y.

o0
Rozwazmy nastepnie szereg . ar(n) i zauwazmy, ze

DG = DL Gxmt D Gem) =D D g T gy >k 2M — kM = kM.
n=1 neViU...UV; new j=1 neV; j=1
n<my+Ny,
o0
Wynika stad, ze sumy czeSciowe szeregu », ar(n) nie maja granicy skonczonej, gdyz klim kM = 4o0. Jest to
n=1 oo
o0
sprzeczne z naszym zalozeniem o bezwarunkowej zbieznosci szeregu > ay, co konczy dowod. (I
n=1

Twierdzenie 13.5. [o zbieznosci bezwzglednej i bezwarunkowej szeregul]

[ee]
Szereg liczbowy > a,, jest zbiezny bezwarunkowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny bezwzglednie.

n=1

Dowdd: = na wykladzie!

o0
Twierdzenie 13.6. Jesli szereg Y a, jest zbiezny bezwarunkowo, to dla kazdej permutacji 7 zbioru liczb
n=1

[e.e] (oo}
naturalnych mamy > a, = Y a(n).
n=1 n=1

Dowdd: = na wykladzie!

o0
Uwaga: Z twierdzenia o zbieznosci bezwzglednej i bezwarunkowej wynika natychmiast, ze szereg > a, jest

n=1
warunkowo zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie.

o0
Zaskakujacy jest fakt, ze jesli szereg > a, jest warunkowo zbiezny i s € R jest dowolna liczba, to istnieje taka

n=1
oo
permutacja 7 zbioru liczb naturalnych, 7e szereg ) ar(,) jest zbiezny do s. Jest to tre$¢ tzw. Twierdzenia
n=1

Riemanna.
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14 Mnozenie szeregéw

W twierdzeniu 9.4 moéwiliSmy o dodawaniu szeregéw zbieznych oraz o mnozeniu szeregu zbieznego przez skalar.
Teraz zajmiemy sie mnozeniem szeregow.

Niech beda dane szeregi zbiezne
i=0 §=0

Podobnie jak przy mnozeniu sum rozwazmy iloczyny a; - b; wyrazéw tych szeregéw. Utworzony z nich szereg
nazywa sie iloczynem szeregow A i B:

iai~bj: (l()'bo

+ a b + agrby + ag-by +

2,j=0 ai - bo + aj - b1 + aj - b2 + aj - bg +
as-bg 4+ as-by + as-bs + as-by +

az-byp + as-by + az-by + az-b3 +

Dla utatwienia mozemy go zapisa¢ w postaci nieskonczonej macierzy prostokatne;j.

Istniejg co najmniej cztery rézne, ale podobne sposoby ustawienia iloczynéw a; - b; w cigg lub inaczej méwige
sumowania wyrazoéw tego szeregu:

1=

wzdhuz kolumn: > ( a; - bj);
j=0 \i=0

=0

wzdhuz wierszy: > <Z a; - bj>;
=\ 5

po bokach kwadratu: lim ( > a;- bj>;

po przekatnych: > ( S oa;- bj>.

n=0 \i+j=n

Jezeli szereg ten jest bezwzglednie zbiezny, to na podstawie twierdzenia 13.5 ma wlasnosé przemiennosci i jest
to obojetne, ktory sposéb wybierzemy.

Do wyznaczania sumy takiego szeregu wygodniej jest zastosowaé trzeci sposéb, czyli sumowanie po bokach
kwadratu, poniewaz wtedy sumy cze$ciowe tego szeregu sg iloczynem odpowiednich sum cze$ciowych szeregoéw
A1 B, zatem daza do iloczynu A - B.

Przy praktycznym mnozeniu szeregdéw najczesciej wygodnie jest zastosowaé czwarty sposéb, czyli ustawiaé
iloczyny a; - b; po przekatnych. W tej wlasnie postaci przedstawil Cauchy po raz pierwszy iloczyn dwoch
szeregdw i ten sposdéb omoéwimy teraz doktadnie;j.

Definicja 14.1. [Iloczyn szeregéw w sensie Cauchy’ego]

o0 o0 o0
Niech > a,i Y. b, beda szeregami liczbowymi. Iloczynem Cauchy’ego tych szeregdw nazywamy szereg Y. ¢,
n=0 n=0 n=0

gdzie

Cn = Zajbn_j dla neN.
j=0

Tloczyn szeregdéw w sensie Cauchy’ego jest przemienny.
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14 MNOZENIE SZEREGOW

Twierdzenie 14.2. [Mertensa]
o0 o0

Jesli szeregi > an 1 Y. by, s zbiezne i jesli przynajmniej jeden z tych szeregow jest zbiezny bezwzglednie, to
n=0 n=0

o0
iloczyn Cauchy’ego > ¢, tych szeregéw jest zbiezny oraz
n=0

icn = ia”'ib”‘
n=0

n=0 n=0

o0 [e ] o0
Jesli szeregi > a, i Y. by, sa bezwzglednie zbiezne, to szereg > ¢, jest bezwzglednie zbiezny.
n=0 n=0 n=0

Dowdd: ¥= na wykladzie!

o0 o0

W twierdzeniu Mertensa zalozenia, ze przynajmniej jeden z szeregow: > a, lub > b, jest zbiezny bezwzgled-
n=0 n=0

nie, nie mozna opusci¢. Rozwazmy mianowicie zbiezny warunkowo szereg

n=0 n=0

n=0

S
+

Wtedy dla iloczynu Cauchy’ego Y ¢, mamy

n=0

- 1 |
Cn| = - = > = 17
fenl j;)\/j+1'\/n*]+1 Z?H—l

j=0
z czego wynika, ze jest to szereg rozbiezny.
Przyklad 14.3. Rozwazmy szereg
2 3 4 )
x g x ozn x .
exp(x) .f1+x+§+§+ﬂ+~' = ZOH, gdzie z € R.
n—

Pokazaé, ze:

@ Szereg ten jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego z € R;
O V. ycr exp(z) - exp(y) = exp(z +y);
® exp(0) =1;

® exp(l) = e (por. lista ,,Ciggi liczhowe — zbieznosé”);

1 .
(@)’

® exp(—zx) =
® V,en exp(n) = e

O V,cn exp(—n) =e™ ™

© V,.cq exp(r) =c¢’.
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Czesé TV
Ciaglosé funkcji

W tym rozdziale zajmiemy sie funkcjami okre§lonymi na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych o wartosciach
w zbiorze liczb rzeczywistych.

W tym miejscu warto przypomnie¢ sobie definicje funkcji oraz takie terminy jak dziedzina funkcji, zbiér wartosci
funkcji na danym zbiorze, monotoniczno$é, parzysto$é¢ czy okresowos¢ funkeji (por. rozdzial 4). Natomiast
naszym celem teraz bedzie wyjasnienie pojecie ciaglosci funkcji. Najpierw jednak musimy dobrze zrozumieé, co
to jest granica funkcji w punkcie.

15 Granica funkcji

Jak zwykle zaczniemy od kilku definicji, ktore utatwia nam zapis kolejnych wprowadzanych pojec.

Definicja 15.1. Niech e >01ia € R.

e Otoczeniem punktu a o promieniu € nazywamy przedzial otwarty

O:(a) := (a—e,a+e).

a—+é¢e

e Kazdy zbior O, dla ktérego istnieje € > 0 takie, ze O.(a) C O, bedziemy nazywa¢ po prostu otoczeniem
punktu a.

Zauwazmy, ze
r€0.(a) < a—e<zr<a+t+e <<= —e<zr—a<e <= |r—a|<c¢,
zatem otoczenie punktu a o promieniu ¢ jest zbiorem punktéw, ktérych odlegto$é od a jest mniejsza od e:

Oc(a) = {z€R: |z —a| <€}

W zbiorze liczb rzeczywistych wprowadza sie takze otoczenia prawostronne i lewostronne.
Definicja 15.2. Niech a € R.
o (Otoczeniem prawostronnym a o promieniu € nazywamy przedziat

O (a) = [a, a+e¢).

e Otoczeniem lewostronnym a o promieniu € nazywamy przedzial

OZ(a) :== (a—e,al.

Jedli promien otoczenia € nie jest istotny i moze by¢ dowolng liczba dodatnia, to powyzsze otoczenia bedziemy
oznacza¢ odpowiednio nastepujacymi symbolami: O(a), O" (a), O (a).



15 GRANICA FUNKCJI

Definicja 15.3. Nieche >0ia € R.
Sqsiedztwem punktu a o promieniu £ nazywamy zbiodr

2 48

a—¢ a a—+ée

Zauwazmy, ze do sasiedztwa punktu a o promieniu ¢ nalezg wszystkie punkty otoczenia tego punktu o tym
samym promieniu z wyjatkiem punktu a:

Sc(a) = Oc(a)\ {a}.

Analogicznie, jak w przypadku otoczenia, mozemy takze mowi¢ o sasiedztwach prawo- i lewostronnych.

Definicja 15.4. Niech a € R.
o Sqsiedztwo prawostronnym a o promieniu € nazywamy przedzial otwarty

SF(a) == (a,a+e).

e Sqsiedztwo lewostronnym a o promieniu € nazywamy przedzial otwarty

S (a) == (a—¢, a).

Jesli promieni sasiedztwa € nie jest istotny i moze by¢ dowolng liczba dodatnia, to powyzsze otoczenia bedziemy
oznaczaé odpowiednio nastepujacymi symbolami: S(a), ST (a), S~ (a).

Zauwazmy, ze w $wietle definicji otoczenia, pojecie granicy ciggu mozna rozumieé nastepujaco:
granicg ciagu (a,),.y € R jest punkt a € R wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego otoczenia O.(a) punktu a
prawie wszystkie wartosci ciaggu (ay,),, oy naleza do O (a):

lim a, =a <= Ve>0 dngeN Vn>ng (an € Os(a)).

n—oo

w Piszac (a,),cy € X rozumiemy, ze wszystkie wartosci ciagu (an),, oy naleza do zbioru X.

Wprowadzmy teraz kolejne wazne pojecie.

Definicja 15.5. [Punkt skupienia zbioru]

Niech X C R. Moéwimy, ze a € R jest punktem skupienia zbioru X, gdy dla kazdego sasiedztwa S punktu a
zbiér X NS jest niepusty.

Punkt a € X, ktory nie jest punktem skupienia zbioru X, nazywamy punktem izolowanym tego zbioru.

w W powyzszej definicji uzywamy sasiedztwa S, a nie otoczenia O punktu a, zeby wykluczy¢ sytuacje, w ktorej
XNO=/{a}.
Bezposrednio z definicji pokazujemy
Wtasnosé 15.6. Niech X C R oraz a € R. Wéwczas a jest punktem skupienia zbioru X wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ciag (an),cny € X \ {a} taki, ze lim a, = a.

n—oo

= Zauwazmy, ze punkt skupienia danego zbioru moze, ale nie musi by¢ jego elementem!

105 f
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Jestesmy juz gotowi do wprowadzenie pojecia granicy funkcji w punkcie.

Definicja 15.7. [Cauchy’ego]
Niech f: Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista. Mowimy, ze liczba g € R jest granicg w sensie Cauchy’ego
funkcji f w punkcie a € R, jesli:

e a jest punktem skupienia zbioru Dy,

e dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze

[flz)—g|l <e dla wszystkich z € Dy N S5(a).

Notacja: g = lim f(z) lub f(z) — g dlaz — a.

Niech f: Dy — R oraz niech g € R, a a niech bedzie punktem skupienia zbioru Dy. Definicje Cauchy’ego granicy
funkcji w punkcie a mozna zapisaé¢ nastepujaco:

lim f(zr) =g <= Ve>036>0VYzeDy (O<|x—a|<6:>|f(x)—g|<€).

r—a

Definicja 15.8. [Heinego]
Niech f: Dy — R bedzie funkcja rzeczywista. Méwimy, ze liczba g € R jest granicg w sensie Heinego funkcji f
w punkcie a € R, jesli:

e a jest punktem skupienia zbioru Dy,

e dla kazdego ciagu (), € Dy \ {a} takiego, ze lim x,, = a zachodzi
n—oo

lim f(z,) = g¢.

n—oo

Pokazemy teraz, ze powyzsze dwie definicje sg réwnowazne.

Twierdzenie 15.9. Niech f: Dy — R, gdzie Dy C R, niech a bedzie punktem skupienia zbioru Dy oraz niech
g € R. Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

O g jest granica w sensie Cauchy’ego funkcji f w punkcie a,
® g jest granica w sensie Heinego funkcji f w punkcie a.

Dowdd: = na wykladzie!

Uwaga Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze istnienie granicy funkcji f w punkcie a i jej liczbowa wartosé g nie
maja zadnego zwigzku z wartoscig, a nawet z okreslonoscia funkcji f w punkcie a.

Jezeli funkcja f jest okreslona na zbiorach nieograniczonych z gory lub odpowiednio z dotu, to definicja Heinego
granicy funkcji ma sens réwniez dla ,,a = +00” (,a = —00”). Po prostu rozwazamy wtedy ciagi argumentéw
(z,,) takie, ze z, — +oo lub odpowiednio z,, — —oo.

Definicja 15.10. [Heinego]
Niech f: Dy — R bedzie funkcjy rzeczywistg.

a) Mowimy, ze liczba g € R jest granicq w sensie Heinego funkcji f w 400, jesli:
e istnieje liczba a € R taka, ze (a,00) C Dy oraz

e dla kazdego ciagu (), cy € Dy takiego, ze lim x,, = 400 zachodzi
n—oo

lim f(2,) = g.

n—oo
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b) Mowimy, ze liczba g € R jest granicg w sensie Heinego funkcji f w —oo, jesli:
e istnieje liczba b € R taka, ze (—o0,b) C Dy oraz
e dla kazdego ciagu (), cy € Dy takiego, ze lim x,, = —oo zachodzi

lim f(z,) =g.

Notacja: g = lim f(z).

Definicja 15.11. [Cauchy’ego]
Niech f: Dy — R bedzie funkcjy rzeczywistg.

a) Mowimy, ze liczba g € R jest granicq w sensie Cauchy’ego funkcji f w +oo, jesli:

e istnieje liczba a € R taka, ze (a,00) C D oraz
eVe>03IMEeR Yae Dy (x>M = |f(z)—g|<5>.

b) Mowimy, ze liczba g € R jest granicg w sensie Cauchy’ego funkcji f w —oo, jesli:
e istnieje liczba b € R taka, ze (—o0,b) C Dy oraz

eVe>03ImeR Vze Dy <;c<m = |f(m)—g\<5).

15.1 Granice jednostronne funkcji

Definicja 15.12. Niech f: D; — R bedzie funkcja rzeczywistg oraz niech a, g € R.

a) Mowimy, ze liczba g € R jest granica prawostronng funkcji f w punkcie a € R, jesli:

e a jest punktem skupienia zbioru {x € Dy: x > a} oraz

e w notacji Cauchy’ego:

Ve>0 36 >0 Va € Dy (xe(a,a+5) = \f(:c)—g|<s)

lub réwnowaznie w notacji Heinego:

V(zn) C{z € Dy: = >a} (lim T, =a = lim f(x,) = g).

Notacja: g = lim+ f(z) lub g = lim f(z).

z>a

b) Mowimy, ze liczba g € R jest granicg lewostronng funkcji f w punkcie a € R, jesli:

e a jest punktem skupienia zbioru {x € Dy: x < a} oraz

e w notacji Cauchy’ego:

Ve>0 36>0 Va € Dy (ace(a—cia) — |f(m)—g|<s)

lub réwnowaznie w notacji Heinego:

n—oo n—oo

V(zn) C{z € Dy: z<a} (lim Tn=a = lim f(z,) = g).

Notacja: g= lim f(z) lub g = lim f(x).

Tr—a z<a
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Twierdzenie 15.13. [Zwiazek granicy funkcji z granicami jednostronnymi]|
Niech f: Dy — R bedzie funkcja rzeczywista, punkt ¢ € R niech bedzie punktem skupienia zbioréw
{r€Dy: v <a}if{reDys: x> a} oraz niech g € R. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

© lim f(z) =g,

r—a

® lim f(x)=g oraz hm+ f(x)=g.

r—a~

Dowdd: = na wykladzie!

15.2 Granice niewlasciwe
Sprecyzujmy jeszcze, co bedziemy rozumieli pod pojeciem granicy niewtasciwej. Definicje Cauchy’ego granicy
niewlasciwej funkcji f w punkcie @ mozna sformutowaé¢ w nastepujacy sposob.
Definicja 15.14. Niech f: D; — R bedzie funkcjg rzeczywisty oraz niech a € R.
a) Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a € R granice niewtasciwg +oo, jesli:
e a jest punktem skupienia zbioru Dy,
e dla kazdego M € R istnieje liczba § > 0 taka, ze

flz) > M dla wszystkich z € Dy N Ss(a).

Notacja: lim f(z) = +oc0.

r—a
b) Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a € R granice niewtasciwg —oo, jesli:
e a jest punktem skupienia zbioru Dy,
e dla kazdego M € R istnieje liczba § > 0 taka, ze

f(z) <M dla wszystkich z € Dy N Ss(a).

Notacja: lim f(z) = —oc.

T—a

Definicje Heinego granicy niewtasciwej funkcji f w punkcie a formutuje sie w sposéb nastepujacy.

Definicja 15.15. Niech f: Dy — R bedzie funkcja rzeczywisty oraz niech a € R. Méwimy, ze funkcja f ma
w punkcie a € R granice niewtasciwg +oo, jesli:

e a jest punktem skupienia zbioru Dy,

e dla kazdego ciagu (), € Dy \ {a} takiego, ze lim x, = a zachodzi

lim f(z,) = +oo.

n—oo

Zadanie: Jako ¢wiczenie zostawiam Panstwu zapisanie definicji granicy niewlasciwej lewostronnej i prawo-
stronnej funkcji w punkcie oraz granicy niewlasciwej funkcji w foo.

15.3 Wlasno$ci granicy funkcji

Dzieki definicji Heinego i twierdzeniu 15.9 mozemy teraz przenie$¢ pewne wlasnosci granicy ciagéw na przypadek
granicy funkcji. Te same sg tez symbole nieoznaczone i podobne sg sposoby obliczania takich granic.

Z twierdzen 8.6 i 8.15 dostajemy natychmiast:

Whiosek 15.16. [Jednoznacznos$é granicy funkcji]

Jesli g1 e RU{—00, 400} 1 g2 € RU{—00,+00} sa granicami funkcji rzeczywistej f w punkcie a, to g1 = go.

Podobnie w sposéb jednoznaczny wyznaczona jest granica funkcji w foo.
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Z twierdzenia 8.8 wynika natomiast:

Wniosek 15.17. [o granicach dwéch funkcji]
Niech f,g: R O D — R beda funkcjami, a punktem skupienia zbioru D oraz niech p,q € R. Jesli lim f(z) =p
i lim g(x) = ¢ oraz

f(z) < g(x) dla = € DnNSs(a),

gdzie S5(a) jest pewnym sasiedztwem punktu a, to p < q.

A 7z twierdzenia 8.16 mamy odpowiednik powyzszego twierdzenia dla granic niewltasciwych.

Whiosek 15.18. [o granicach niewlasciwych dwoch funkcji]
Niech f,g: R O D — R beda funkcjami, a punktem skupienia zbioru D oraz niech f(z) < g(z) dlaxz € D N Ss(a),
gdzie Ss5(a) jest pewnym sasiedztwem punktu a.

a) Jesli lim f(z) = 400, to lim g(x) = +oo.

r—a r—a

b) Jesli lim g(z) = —o0, to lim f(z) = —oc.

Tr—a T—a

Dla granic funkcji prawdziwe jest takze nastepujace twierdzenia (por. twierdzenie 8.27):

Twierdzenie 15.19. [o trzech funkcjach]
Niech f,g,h: R 2 D — R beda funkcjami, a niech bedzie punktem skupienia zbioru D oraz niech p € R.
Jesli funkcje f, g i h spelniaja warunki:

o f(z) < g(x) < h(z) dla kazdego = € D N Ss(a), gdzie Ss(a) jest pewnym sasiedztwem punktu a;
e lim f(x) = lim h(x) = p,

Tr—a Tr—a

to lim g(z) = p.

r—a

oraz (por. twierdzenia 8.20 i 8.34)

Twierdzenie 15.20. [o arytmetyce granic funkcji]
Niech f,g: R O D — R beda funkcjami, a niech bedzie punktem skupienia zbioru D oraz niech p,q € R.
Niech ponadto

lim f(z)=p i lim g(z) = q.

T—a T—a

Wowczas

a)

lim (f(z) £ g(z)) = pEg;

r—a

lim (f(z)-g(z)) = p-q,

r—a

w szczegblnosci

lim (¢ f(x)) = c-p, gdzie c € R;

r—a
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c)

jesli ¢ # 0;
d)

lim (f(2))"" = ps,

T—a

oilep>01i f(x) > 0 dla kazdego x € D N Ss(a);
e)

lim (f(2))*“ =0,

r—a

oilep=0,¢>01i f(x) > 0 dla kazdego x € D N Ss(a),

gdzie Ss5(a) jest pewnym sasiedztwem punktu a.

Powyzsze twierdzenia prawdziwe sg rowniez, gdy pojawiaja sie granice niewlasciwe, z wyjatkiem znanych nam
z teorii granic ciaggéw symboli nieoznaczonych:

oo bo-od [Z] [3l B¥ ) @)

00 0

W pozostalych przypadkach, w ktérych pojawia sie symbole +oco lub —oo czy liczba 0 w mianowniku utamka
nalezy kierowac sie tabelkami w uwagach 8.25 i 8.37.

15.4 Granice specjalne

Definicja Heinego granicy funkcji pozwala na bezposrednie ustalenie wartosci kilku bardzo waznych w zastoso-
waniach granic funkcji w punkcie 0.

Wlasnosci 15.21.

lir% (1+ x)% =e¢;

:ﬁ, gdziea > 01a # 1;

e lim % =Ina, gdzie a > 0;

z—0

e lim z% =1;

rz—0t
. 14+2)%—1 .

° hrr%)% =a, gdzie a € R;
r—

° lim sin x = 1, lim arc;]nm = 1;
x—0 x—0

o lim 8% =1, lim 2<i8 — 1,
x—0 x—0

Uzasadnienie: zostawiam Panstwu jako == zadanie domowe. Prosze skorzysta¢ z Wnioskow 8.40, 8.41 oraz
z granic specjalnych dla ciggdéw podanych tylko na wyktadzie!

Ponadto (tylko) na wyktadzie zostanie podane twierdzenie o granicy funkcji zlozonej i wynikajace z niego
uogoélnienia powyzszych granic specjalnych. Oczywiscie temat ten bedzie obowiazywal na egzaminie.
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15.5 Asymptoty wykresu funkcji

Pojecie granicy funkcji mozemy wykorzysta¢ do zdefiniowania i wyznaczania tzw. asymptot® wykresu funkcji
rzeczywistej, czyli prostych, ktérych odlegloéé od wykresu funkcji jest dowolnie mata w dostatecznie duzej odle-
glosci od poczatku uktadu wspoéhrzednych. Asymptoty sa waznym narzedziem w analizie zachowania przebiegu
funkcji i ich wykreséw, pozwalaja dokonaé¢ pewnych uproszczen, przyktadowo w badaniu funkcji opisujacych
skomplikowane procesy fizyczne lub chemiczne.

Definicja 15.22. Asymptota wykresu funkcji to prosta majaca te wtasnosé, ze jesli punkt przesuwajac sie wzdtuz
wykresu funkcji oddala sie od poczatku uktadu wspoétrzednych w sposéb nieograniczony, to jego odlegtosé od
tej prostej maleje do zera.

Ze wzgledéw praktycznych wynikajacych ze sposobu obliczania wyrézniamy trzy rodzaje asymptot:
e Asymptoty pionowe;

e Asymptoty poziome;

e Asymptoty ukosne.

15.5.1 Asymptoty pionowe

Wykres funkcji moze mie¢ asymptoty, ktére sg prostymi pionowymi. Takie asymptoty w oczywisty sposéb nazy-
wane sg asymptotami pionowymi. Ponizej formutujemy warunki, ktore musi spelnia¢ prosta, aby by¢ asymptota
pionowa.

Definicja 15.23. Niech f: RD Dy — R.

a) Prosta o rownaniu x = a jest asymptotq pionowq lewostronng wykresu funkcji f, jesli funkcja f jest
okre§lona w lewostronnym sasiedztwie punktu = = a oraz jej granica lewostronna w tym punkcie jest
niewtadciwa, tzn.:

lim f(z) = —o0 lub lim f(z) = +oo.
r—a— r—a

b) Prosta o rownaniu x = a jest asymptotq pionowq prawostronng wykresu funkcji f, jesli funkcja f jest
okreslona w prawostronnym sasiedztwie punktu z = a oraz jej granica prawostronna w tym punkcie jest
niewladciwa, tzn.:

lim f(z) = —o0 lub lim f(z) = 4o0.
r—at z—a™t

c) Prosta o rownaniu x = a jest asymptotq pionowq obustronng wykresu funkeji f, jesli jest ona jednoczesnie
asymptota lewostronng i prawostronna.

= Funkcja ciggla (zob. Definicja 16.3) moze mie¢ asymptote pionowa jedynie w punktach, ktore nie naleza do
dziedziny, ale sa jej punktami skupienia.

Przyklad 15.24.

Niech f: R\ {0} >z+— L eR. Yy
4
Poniewaz
3
li = i li =—
Jim f(z) =0 [lim f(z) = —oo, .
zatem funkcja f nie ma granicy w punkcie 0, a pro- )

sta z = 0 (0§ Oy) jest obustronna asymptota pio-
nowy wykresu funkeji f.

3 Apoloniusz z Pergi (ok. 260 p.n.e. — ok. 190 p.n.e.), grecki matematyk i astronom, jako pierwszy uzyl pojecia asymptota w swoim
dziele Kwuika (Stozkowa), poswieconym krzywym stozkowym.
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Uwaga Sprébujmy sie zastanowié, jak moze wygladaé¢ wykres funkcji w sasiedztwie wybranego punktu a, jesli
granica funkcji w tym punkcie nie jest niewltasciwa, czyli prosta £ = a nie jest asymptota pionowa. Rozwazmy
dwie mozliwosci:

O Jedli funkcja f ma w punkcie a wlasciwg granice lewostronng (¢~) i prawostronng (g*), ale nie s one
rowne, to na wykresie funkcji widoczny jest skok wysokosci |g~ — g7|. Ten przypadek zachodzi dla funkcji
Heaviside’a w punkcie z = 0:

0 Jesli natomiast granica prawostronna lub lewostronna funkcji f w punkcie a nie istnieje, to bardzo trudno
narysowa¢ wkres funkcji w sasiedztwie takiego punktu. Tak sie dzieje na przyktad w punkcie z = 0 dla
funkcji f: R\ {0} — R, gdzie f(z) = sin 1

E:
Y

S
Bl

15.5.2 Asymptoty poziome

Wykres funkcji moze mie¢ takze asymptoty, ktére sg prostymi poziomymi, czyli wspotezynnik kierunkowy w ich
rOéwnaniu réwny jest zeru. Takie asymptoty w oczywisty sposéb nazywane sa asymptotami poziomymi. Ponizej
formutujemy warunki, ktére musi spetnia¢ prosta, aby by¢ asymptota pozioma.

Definicja 15.25. Niech f: RD Dy — R.

a) Prosta o rownaniu y = b, gdzie b € R, jest asymptotq poziomg w —oo (lewostronng) wykresu funkeji f,
jesli funkcja f jest okreslona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (—oo, k) dla pewnego k € R oraz

lim flx) =b.

b) Prosta o rownaniu y = b, gdzie b € R, jest asymptotq poziomaq w +oo (prawostronng) wykresu funkeji f,
jesli funkcja f jest okreslona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k,+oo) dla pewnego k € R
oraz

I fE) = &

c) Prosta o rownaniu y = b jest asymptotq poziomqg obustronng wykresu funkcji f, jesli jest ona jednoczesnie

asymptota pozioma lewostronng i prawostronna.

w Kazda funkcja ma co najwyzej jedng asymptote poziomg w —oo i co najwyzej jedna asymptote poziomag

W —+00.
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Przyklad 15.26.
Niech f: R\ {1} >z +— %5 € R.

Poniewaz
lim f(z)=1 i liIJP flz) =1,

zatem prosta y = 1 asymptota poziomag wykresu
funkcji f w —oo 1w 4o00.
Mozemy réwniez wykazaé, ze wykres f bedzie mial

obustronna asymptote pionowg o réwnaniu x = 1,
bo

lim f(z)=—-00

r—1—

i lim f(z) = +oo,

rz—1t

15.5.3 Asymptoty ukosne

asymptota pozioma
y=1

asymptota pionowa
r=1

{

- o mm om m mmm =o==

W przypadku wtlasciwej granicy liI:Itl f(z), czyli gdy wykres funkcji nie ma asymptoty poziomej, moze sie
Tr— o0

jednak okazaé, ze ten wykres zbliza sie do pewnej prostej o niezerowym wspotczynniku kierunkowym. Taka

prosta bedziemy nazywaé asymptotq ukosng.

asymptota ukosna y =z + 1
przy x — £o00

§

asymptota pionowa x =1
przy * — 1

8

U G R G U

Definicja 15.27. Niech f: R O Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista okreslong na zbiorze Dy nieograniczonym

z dotu lub odpowiednio z gory.

a) Prosta o rownaniu y = ax + b, gdzie a,b

€ R, jest asymptotq ukosng w —oo (lewostronng) wykresu

funkeji f, jesli funkcja f jest okreslona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (—oo, k) dla pewnego

k € R oraz
lim

r— —00

<f(as) ~ (az + b)) ~0.

v d
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b) Prosta o rownaniu y = ax + b, gdzie a,b € R, jest asymptotq ukosng w +oo (prawostronng) wykresu
funkcji f, jesli funkcja f jest okreslona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k, +o00) dla pewnego
k € R oraz
lim (f(m) — (az + b)) =0.
Tr— 400
c) Prosta o rownaniu y = ax + b jest asymptota uko$ng obustronng wykresu funkeji f, jesli jest ona jedno-
czednie asymptota ukosna lewostronng i prawostronna.

Zauwazmy, ze pojecie asymptoty ukosnej jest uogolnieniem pojecia asymptoty poziome;j: jezeli wykres funkcji ma
asymptote ukosng i warto$¢ wspoétczynnika kierunkowego a jest rowna zero, to oznacza, ze wykres ma asymptote
pozioma o réwnaniu y = b.

23 —4z

Przyklad 15.28. Prosta o réwnaniu y = x — 1 jest asymptota ukosna funkcji f(z) = 3.7 Zauwazmy
bowiem, ze
34 34 —1)- (22 —6
lim [ — " (x—1)] = lim z S (c—1) - (zhidlit) =
r—+oo Qj2—|—1'—6 r—+oo x2—|—x—6 I2+JI—6
] 23 —dx—23 — a2+ 6x+ai+z—6 . 20— 6
= lim = lim — = 0.
z—+oo 2+ —6 z—too 2 + 1 — 6

Definicja pozwala na bezposrednie zweryfikowanie, czy prosta o danym réwnaniu jest asymptota ukosna wykresu
funkcji. Natomiast ponizsze twierdzenie podaje praktyczny sposéb wyznaczania réwnan takich asymptot. Z tego
twierdzenia bedziemy korzysta¢ w zadaniach dotyczacych wyznaczania asymptot ukosnych wykresu funkcji.

Twierdzenie 15.29.

a) Niech funkcja f bedzie okreslona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (—oo, k) dla pewnego k € R.
Prosta o réwnaniu y = ax + b, gdzie a,b € R, jest asymptota uko$na w —oo wykresu funkcji f wtedy
i tylko wtedy, gdy

a = xli)rzloo @ oraz b = xEr_noo (f(z) — azx).

b) Niech funkcja f bedzie okreslona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k, +00) dla pewnego k € R.
Prosta o réwnaniu y = azx + b, gdzie a,b € R, jest asymptota ukosng w +oo wykresu funkcji f wtedy
i tylko wtedy, gdy

= lim —= b = i —azx).
a = lm — oraz Jm (f(z) — ax)

Dowdd: = na wykladzie!

Uwaga

e Jesli w powyzszym twierdzeniu jedna z granic wyznaczajacych wspoélczynniki a i b nie istnieje lub jest
niewlasciwa, to wykres funkcji nie ma odpowiedniej asymptoty ukosne;j.

e Asymptota pozioma jest szczegbélnym przypadkiem asymptoty ukosnej y = ax + b ze wspotczynnikiem
kierunkowym a = 0, dlatego tez jesli istnieje asymptota pozioma lewostronna lub prawostronna, to nie
badamy istnienia odpowiedniej asymptoty ukosnej.

e Kazda funkcja ma co najwyzej jednag asymptote ukos$nag w —oo i co najwyzej jedng asymptote ukosng
W +00.

Przyklad 15.30. = Na wykladzie!

Rozwazane asymptoty pionowe, poziome i ukosne sy prostymi, czyli tzw. asymptotami prostoliniowymi. Ale
czasem rozwaza sie rOwniez asymptoty krzywoliniowe, np. parabole. Wiecej na ten temat bedziemy moéwi¢ na

wyktadzie z Analizy Matematycznej 1.
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16 Funkcje ciggle

Rozdzial ten rozpoczniemy od definicji wnetrza dowolnego podzbioru zbioru liczb rzeczywistych. Pojecie to,
takze w bardziej ogélnych przypadkach, bedzie omawiane dokladnie w przysztym semestrze na wyktadzie ze
Wstepu do Topologis.

Definicja 16.1. Niech D C R. Zbio6r
D° = {xeD: e >0 Og(m)gD},

gdzie O.(z) jest pewnym otoczeniem punktu x, nazywamy wnetrzem zbioru D.

Przyklad 16.2.
©® Niech D = (a,b) bedzie przedziatem otwartym. Wtedy D° = D.
® Niech D = [a,b], (a,b] lub [a,b). Wtedy D° = (a,b).
® Dla D =N mamy D° = 0.

Definicja 16.3. Niech f: Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista.

a) Funkcje f nazywamy ciggla w punkcie a € Dy, jedli jej granica w a istnieje i jest rowna wartosci funkcji
w tym punkcie, tzn.

lim f(z) = f(a)

r—a

b) Funkcje f nazywamy prawostronnie ciggla w a € Dy, jesli jej prawostronna granica w a istnieje 1 jest
rowna wartosci funkcji w tym punkcie, tzn.

lim f(z) = f(a).

rz—at

¢) Funkcje f nazywamy lewostronnie ciggla w a € Dy, jesli jej lewostronna granica w a istnieje i jest rowna
warto$ci funkcji w tym punkcie, tzn.

lim f(z) = f(a).

T—a—

e) Funkcje f nazywamy cigglq w Dy, jesli f jest ciagla w kazdym punkcie a € D;’c i lewo- lub odpowiednio
prawostronnie ciggta w a € Dy \D;}

Uwaga

e Jedli a jest punktem izolowanym zbioru Dy, to przyjmujemy, ze f jest funkcjg ciagla w punkcie a.

e Zgodnie z definicja Heinego granicy funkcji w punkcie, ciggtosé funkcji f: Dy — R oznacza, ze dla dowol-
nego ciagu argumentéw (z,) C Dy zachodzi r6wnosé

f ( lim xn) = lim f(x,).

n— oo n— oo

Zapisana w tej postaci ciaglo$¢ jest pewnego rodzaju regutq zamiany: granice i wzér funkcji ciaglej
mozemy zamienié¢ kolejnoscia.

e 7 definicji Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie wynika natychmiast lokalne zachowanie znaku przez

funkcje ciagla. Mianowicie, jezeli f: Dy — R jest funkcja ciagla i np. @ € Dy jest takim punktem,
ze f(a) > 0, to istnieje takie otoczenie Os(a) punktu a, na ktérym funkcja f tez przyjmuje wartosci

dodatnie.
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e Punkt a, w ktorym badamy ciagto$¢, musi naleze¢ do dziedziny funkcji Dy (w przeciwienstwie do definicji
granicy funkcji). Oznacza to, ze warto$¢ f(a) musi istniec.

e Intuicyjnie ciaglo$¢ funkcji oznacza, ze wykres funkcji ciaglej na przedziale mozna narysowac¢ bez odry-
wania otoéwka od kartki papieru. Ta zasada nie dotyczy jednak funkcji okreslonych na sumie roztacznych
przedzialow. Przykladowo funkcja okreslona wzorem f(z) = 1 jest ciggla w zbiorze Dy = (—o00,0)U(0, 00)
mimo, ze jej wykres sktada sie z dwoch odrebnych tukéw.

Ponadto to intuicyjne podejscie nie moze jednak zastapi¢ definicji ciagtosci, np. funkcja f(z) = sin% jest
ciagla na przedziale (0, 00), ale jej wykresu w otoczeniu zera nie mozna narysowac.

Przyklad 16.4.

Funkcja f dana wzorem

—x + 2, x <1
f(x)—{ c4+1,  z>1 s

jest prawostronnie ciaggta w punkcie a = 1, poniewaz

lim f(z) = 2 = f(1),

r—1t 2
ale nie jest lewostronnie ciagta, gdyz ¥
lim f(@) = 1 # f(1). 1

Oznacza to, ze funkcja f nie jest ciggta w punkcie a = 1.

= Kolejne przyklady na wykladzie!

Proste rozumowanie, twierdzenie o arytmetyce granic funkcji (por. tw. 15.20) oraz definicja ciaglosci pozwalaja
udowodni¢ nastepujace fakty.

Twierdzenie 16.5. [Dzialania na funkcjach ciaglych]
Niech f: Dy — R1ig: Dy — R beda funkcjami ciagtymi i niech A € R. Wtedy funkcje

sa ciagle w swoich dziedzinach (por. def. 4.12).
Whiosek 16.6. Funkcje wielomianowe, wymierne, wartos¢ bezwzgledna sa funkcjami ciggtymi.

Uzasadnienie: = na wykladzie!

Twierdzenie 16.7. [Zlozenie funkcji ciaglych]
Niech g: D, — R i f: Dy — R beda cigglte w swoich dziedzinach.
Wtedy funkcja fog: {x € Dy: g(x) € Ds} — R jest tez ciagla.

Dowdd: = na wykladzie!

Przyklad 16.8.
= Na wykladzie!
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16.1 Rodzaje niecigglosci

Niech f: Dy — R, gdzie Dy C R. Punkt a € Dy, w ktorym funkcja f nie jest ciagla, nazywamy punktem
nieciggtosci funkeji f.

Nieciagtosé¢ funkeji f w punkcie a moze powsta¢ z dwoch powodow:
O ¢dy nie istnieje granica lim f(x) lub

® gdy lim f(z) # f(a).

Definicja 16.9.

a) Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a niecigglo$é pierwszego rodzaju, jezeli istnieja skoriczone granice
jednostronne: lewostronna lim f(x) i prawostronna lim+ f(x), ale
r—a— rT—a
lim f(r)# f(a) b lim f(x) # f(a).
r—a T—a
b) Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a nieciggto$é drugiego rodzaju, jezeli co najmniej jedna z granic

jednostronnych
lim f(x) lub lim f(x)

T—a— r—at

nie istnieje lub jest niewlasciwa.

Przyktad 16.10.
= Na wykladzie!

Funkcje, ktore nie sa okreslone w pojedynczych punktach a € R, mozna w pewnych przypadkach rozszerzyé
w sposdb ciggly.

Uwaga 16.11. [Ciagle rozszerzenie]
Niech f: Dy — R bedzie funkcja ciagla i a ¢ Dy bedzie punktem skupienia zbioru Dy. Zakladamy, ze granica
lim f(x) istnieje i jest rowna g, a nastepnie definiujemy

DfU{a} — R

f: f(z) dla z+#a
‘T { g dla z=a.

Funkcja f jest ciagla na Dy U {a}.

Przyklad 16.12. Niech f: R\ {0} — R dana jest wzorem x — % Wiemy, ze lir% flx)=1.

Y

Zatem definiujemy teraz funkcje f: R — R wzorem

Si% dla z#0
Xr ——
1 dla =z =0.
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17 Najwazniejsze wlasno$ci funkcji cigglych

Pierwsza, bardzo wazna wtasnoscig funkcji cigglych jest ich ograniczono$¢ na przedziatach domknietych.

Twierdzenie 17.1. [Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciaglej]
Niech f: Dy — R bedzie funkcja ciagla na przedziale [a,b] € Dy, a < b. Wtedy funkcja f jest na przedziale

[a,b] ograniczona, tzn. obraz f([a7 b]) = {f(x): = € [a,b]} tego przedzialtu jest zbiorem ograniczonym:

AM >0 Vzelab: |f(r)<M.

Dowdd: ¥ na wykladzie!

W powyzszym twierdzeniu zalozenie domknietosci przedziatu jest istotune, bo np. funkcja f(z) = % jest ciagta
na przedziale (0, 1), ale nie jest na nim ograniczona. Takze zalozenie ograniczonosci przedziatu jest istotne,
poniewaz np. funkcja f(x) = x jest ciagla na przedziale [0, +00), ale nie jest na nim ograniczona. Podobnie nie
mozna opusci¢ zalozenia o ciggltosci funkcji, gdyz np. funkcja

_ 1 dla z € (0,1]
fl) = 0 dla z=0

nie jest ograniczona na przedziale domknietym [0, 1].

Twierdzenie Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciaggtej mozna jeszcze doprecyzowaé, co pokazemy w twier-
dzeniu 17.3.

Przypomnijmy najpierw definicje ekstremow globalnych funkcji (por. Def. 4.28).

Definicja 17.2. Niech f: Dy — R bedzie funkcjg rzeczywista. Wartos¢ f(a), gdzie a € Dy, nazywamy
a) globalnym (absolutnym) maksimum funkcji f, jezeli f(a) jest najwieksza wartoscia f w dziedzinie, tzn.

f(a) =max{f(z): x € Ds} — fla) > f(z) dla wszystkich « € Dy.

b) globalnym (absolutnym) minimum funkcji f, jezeli f(a) jest najmniejsza wartoscia f w dziedzinie, tzn.

fla) =min{f(z): z € Dy} — fla) < f(x) dla wszystkich = € Dy.

Moéwimy takze, ze funkcja f przyjmuje w punkcie a swoje maksimum, odpowiednio minimum globalne.
Maksima i minima globalne funkcji nazywamy zbiorczo ekstremami globalnymi tej funkcji.

Twierdzenie 17.3. [Weierstrassa o osiaganiu kresow]|

Niech f: Dy — R bedzie funkcja ciagla na przedziale [a,b] C Dy, a < b. Wtedy funkcja f przyjmuje na [a, b]
swoje ekstrema globalne, tzn.:

Istnieja punkty =,y € [a, ] takie, ze

flam) < f(z) < f(zm)
dla wszystkich z € [a, b].

Dowdd: ¥ na wykladzie!

Uwaga

e Punkty x,,, zp € [a,b], w ktorych funkcja przyjmuje swoje ekstrema globalne, nie sa jednoznacznie
wyznaczone. Twierdzenie 17.3 zapewnia nam jedynie istnienie przynajmniej jednej takiej pary.
Przyktadowo funkcja cosinus w przedziale [—nm,nz], n € N, przyjmuje swoje minimum w punktach
zd, := (2j + 1) a maksimum w punktach z?, := 2jr.

e Twierdzenie 17.3 nie jest prawdziwe dla przedzialéw, ktore nie sa domkniete. Prosze rozwazy¢ np. funkcje

f:(0,1] — R dana wzorem z +— L.
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17 NAJWAZNIEJSZE WEASNOSCI FUNKCJI CIAGLYCH

Omoéwimy teraz nastepne wlasnosci funkeji ciagltych. Rozpoczniemy od sprecyzowania wlasnosci, ktéra zostata
wymieniona w uwadze po definicji 16.3.

Lemat 17.4. Niech funkcja f: Dy — R bedzie ciagta oraz niech a € Dy bedzie takim punktem, ze f(a) > 0.
Wtedy istnieje takie otoczenie Os(a) punktu a, ze f(x) > 0 dla wszystkich z € Os(a).

Dowdd: ¥ na wykladzie!

Analogicznie mozna pokazaé, ze f(x) < 0 w pewnym otoczeniu punktu a, o ile f(a) < 0. Podsumowujac: jesli
f(a) # 0, to istnieje takie otoczenie punktu a, w ktorym f(z) # 0.

Whioskiem z lematu 17.4 jest kolejne twierdzenie, zwane wtasnoscig Darboux dla funkcji cigglych. Na tej wia-
snosci opiera sie, stosowana w metodach numerycznych, metoda bisekcji poszukiwania miejsc zerowych funkcji.

Twierdzenie 17.5. [Darboux]

Niech funkcja f: Dy — R bedzie ciagta na przedziale [a,b] C Dy, a < b, oraz niech f(a) - f(b) < 0 (tzn. albo
fla) <0< f(b) albo f(a) > 0> f(b)).

Wtedy funkcja f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe w przedziale (a,b), tzn.: istnieje taki punkt xg € (a,b),
ze f(xo) = 0.

Dowdd: ¥ na wykladzie!

Uwaga Twierdzenie 17.5 nie jest prawdziwe dla funkcji nieciagtych.
Przykladowo rozwazmy funkcje f(x) := h(x) — %, x € [—1,1], gdzie h jest funkcja Heavyside’a. Wtedy warunek
f(=1)- f(1) < 0 jest wprawdzie spelniony, ale funkcja f nie ma miejsc zerowych w przedziale (—1,1).

‘Whiosek 17.6.
e Funkcje wielomianowe p : R — R nieparzystego stopnia

2N+1
p(z) = Z anx”, gdzie N €N i asnyi1 #0
n=0

(np. p(z) = 2® + 2% + x + 1) maja przynajmniej jedno miejsce zerowe.

e (Czy réwnanie
T =2sinz dla z>0

ma rozwiazanie?
Szukajac odpowiedzi na to pytanie rozpoczynamy od zdefiniowania funkcji

f(z) =2 — 2sinz, x> 0.

Funkcja f jest ciagla oraz spelnia warunek: f (g) =37 —-2<0i f(r) =7 > 0. Z whasnodci Darboux

wynika, ze funkcja f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe w przedziale [g,ﬂ. Ostatecznie rownanie
™

r = 2sinx ma w przedziale [5, 7r] przynajmniej jedno rozwigzanie.

Twierdzenie 17.5 mozemy uog6lni¢ i w ten sposob sprecyzowaé najbardziej intuicyjna wtasnosé funkeji ciagtych,
czyli mozliwo$é narysowania wykresu takiej funkcji jednym pociggnieciem kredy na tablicy.

Twierdzenie 17.7. [Bolzano-Cauchy’ego]|
Niech funkcja f: Dy — R bedzie ciggla na przedziale [a,b] C Dy, a < b oraz niech x,,, i zpr bedg punktami,
w ktorych f przyjmuje swoje minimum i odpowiednio maksimum na [a, b].

Wtedy funkcja f przyjmuje przynajmniej raz kazdg warto$¢ z przedziatu [f (Xm), [ (xpr) ], tzn.:
dla kazdego y € [f (xm), [ (zar) ] istnicje takie x € [a,b], ze f (x) =y.

Dowdd: = na wykladzie!
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18 JEDNOSTAJNA CIAGLOSC

Uwaga

e Graficznie twierdzenie to oznacza, ze prosta o réwnaniu y = w, gdzie w € [ f(xm), f(x M)], przecina
wykres funkcji przynajmniej raz.

e Jezeli w twierdzeniu zalozymy, ze funkcja f jest (Scisle) monotoniczna, to punkt = bedzie wyznaczony
jednoznacznie.

e 7 tego twierdzenie wynika, ze zbiorem wartoSci funkcji ciaglej na przedziale jest takze przedzial, a mia-
nowicie Wy = [f (xm), f (xM)]

o (Cigglosé jest jedynie warunkiem wystarczajacym zachodzenia powyzszego twierdzenia. Rozwazmy przy-
ktadowo funkcje
0,1] — R
f: a5 dla z€Q
T l1-2 dla z¢0Q.

Jest ona ciaggla jedynie w punkcie zog = %, ale przyjmuje kazda warto§¢ z przedzialu pomiedzy swoim
minimum f(0) = 0 i maksimum f(1) = 1.

18 Jednostajna cigglosé

W tym rozdziale wprowadzimy nowe, duzo mocniejsze niz ciagtosé, pojecie. Rozpocznijmy od przypomnienia
definicji ciagtosci. Mowimy, ze funkcja f: Dy — R jest ciagla na zbiorze M C Dy, jezeli jest ciagta w kazdym
punkcie tego zbioru, czyli

Vage M Ye>0 36.>0 Ve e M (|:rf:c0|<55 — \f(x)—f(xo)|<€).

Latwo zauwazy¢, ze w powyzszej definicji liczba d. > 0 zalezy nie tylko od zadanego € > 0, ale takze od punktu
Zo, w ktorym ciagltosé badamy, czyli 0. = d: (x). Przestawiajac kwantyfikatory uwalniamy sie od zaleznosci od
punktu xo i otrzymujemy nastepujaca definicje.

Definicja 18.1. Méwimy, ze funkcja f: Dy — R jest jednostajnie ciggla na zbiorze M C Dy, jedli dla kazdego
€ > 0 istnieje takie J. > 0, ze

[f(@) = fly)l <e

dla dowolnych z,y € M spemliajacych warunek |z — y| < d..
Krétko:
Ve>0 36, >0 Va,ye M (|x—y| <. = |f(x)— f(y) <€).

Wprost z definicji mamy nastepujace twierdzenie.

Whniosek 18.2. Niech f: Dy — R bedzie funkcja jednostajnie ciaglta na zbiorze M C Dy. Wtedy funkcja f
jest takze ciagta na M.

Twierdzenie odwrotne jest na ogol falszywe.

Rozwazmy teraz kilka przyktadow.

Przyklad 18.3. = Na wykladzie!

Przy dodatkowym zalozeniu domknietoSci rozwazanego zbioru M C Dy zachodzi twierdzenie odwrotne do
wniosku 18.2.

Twierdzenie 18.4. [Cantora o ciaglosci jednostajnej]
Funkcja f: Dy — R ciagla na przedziale domknietym [a,b] C D jest na nim jednostajnie ciagta.
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18.1 Warunek Lipschitza 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Whiosek 18.5. Jesli f: [a, +00) — R jest funkcja ciagta posiadajaca skoriczona granice w +oo, to f jest funkcja
jednostajnie ciaglta.

Analogicznie dowodzimy nastepujacych wlasnosci:

e Jesli f: (—o0,a] — R jest funkcja ciagla posiadajaca skoriczong granice w —oo, to f jest funkcja jedno-
stajnie ciagla.

o Jedli f: R — R jest funkcja ciagla posiadajaca skoniczong granice w —oo i w 400, to f jest funkcja
jednostajnie ciagta.

18.1 Warunek Lipschitza

Definicja 18.6. Moéwimy, ze funkcja f: Dy — R spetnia warunek Lipschitza na zbiorze M C Dy, jesli istnieje
stala L € R taka, ze

|f(z) = f(y)| < Llz -yl
dla dowolnych x,y € M.

Whiosek 18.7. Jedli funkcja f: Dy — R spelnia warunek Lipschitza na zbiorze M C Dy, to f jest na nim
jednostajnie ciagla.

Dowdd: ¥ na wykladzie!

Przyklad 18.8. = Na wykladzie!

Mozemy rozwazaé takze bardziej ogdlng klase funkcji spetniajacych warunek Héldera z wyktadnikiem 0 < o < 1,
czyli funkcji, dla ktorych istnieje statla H € R taka, ze

|f(z) = fy)| < H|z—y|®
dla dowolnych =,y € M.

Funkcje speliajace warunek Lipschitza sa zatem funkcjami spelniajagcymi warunek Holdera z wyktadnikiem
«a = 1. Latwo tez pokazaé, ze funkcje spelniajace warunek Holdera sa ciaggle, a nawet jednostajnie ciggte.

19 Funkcje monotoniczne

Zauwazmy, ze funkcje monotoniczne zachowuja sie w pewnym sensie ,porzadnie”. Mianowicie, prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 19.1. Funkcja monotoniczna na przedziale [a,b] moze mie¢ co najwyzej nieciaglosci pierwszego
rodzaju.

Mozna takze pokazaé, ze zbior punktow nieciaglosci takiej funkeji moze byé co najwyzej przeliczalny.

W rozwazaniach przed uwaga 4.18 wspomnieli$émy, ze kazda silnie monotoniczna funkcja jest réznowartoscio-
wa, ale funkcja réznowarto$ciowa niekoniecznie musi by¢é monotoniczna. Z twierdzenia 17.7 Bolzano-Cauchy’ego
wynika natomiast nastepujaca wazna wtasno$¢ funkcji cigglych.

Twierdzenie 19.2. Funkcja réznowartosciowa i ciagta na przedziale [a, b] jest na tym przedziale silnie mono-
toniczna.

Zajmiemy sie teraz ciggloscia funkcji odwrotnej do funkcji ciggtej. Korzystajac z intuicyjnej definicji ciggtosci
(nieodrywanie dtugopisu od kartki) i faktu, ze wykres funkcji odwrotnej do f (o ile taka istnieje, czyli w przy-
padku, gdy f jest roznowartosciowa) jest odbiciem symetrycznym wykresu funkcji f wzgledem prostej y = z,
wydaje sie oczywiste, ze funkcja odwrotna do funkcji ciaglej jest funkcja ciagla.
Twierdzenie 19.3. [o ciaglosci funkcji odwrotnej]
Niech f: [a,b] — R bedzie ciagla i silnie monotoniczna funkcja. Wtedy jej funkcja odwrotna f=! jest takze
ciagla i silnie monotoniczna na przedziale f ([a, b]).
Uzasadnienie: = na wykladzie!
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19.1 Funkcja wykladnicza 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Zalozenie uczynione w powyzszym twierdzeniu, ze funkcja f jest rozwazana na przedziale, jest istotne i nie moze
by¢ pominiete. Rozwazmy przyktadowo funkcje

o z dla ze€]0,1],
f(x)'_{x—l dla z € (2,3

silnie rosnacy i ciagla w kazdym z przedzialow [0, 1] i (2, 3]. Natomiast funkcja odwrotna

_ o z dla ze€]0,1],
! l(x)'_{x—kl dla z€(1,2]

okreslona na przedziale [0, 2] nie jest ciaglta w punkcie z = 1, poniewaz

111{17 fHz) =1 # 2 = lim f(z).

r—1+
Nieciaglos¢ funkeji odwrotnej f~! wynika z faktu, ze funkcja f jest rozwazana na sumie przedziatow [0, 1]U(2, 3].

Przyklad 19.4. Wspomniane wcze$niej twierdzenie 3.9 o istnieniu pierwiastka z dowolnej liczby dodatniej
mozemy teraz udowodni¢ i rozszerzy¢ korzystajac z twierdzenia 17.7 Bolzano-Cauchy’ego.
Funkcja potegowa o wyktadniku naturalnym

f(z) =™, n € N,
jest ciagta i silnie rosnaca na przedziale [0, 00). Zbiorem wartosci jest tez przedzial [0, 00), poniewaz f(0) = 0
i lim f(x) = oo.
Niech teraz yo bedzie dowolna liczba dodatnia. Z ciaglosci funkeji f w punkcie z = 01 z warunku lim f(x) = oo

T—00
wynika, ze istnieja liczby dodatnie a i b, takie ze

O0< flx)<yo dla 0<z<a oraz f(z) >yo dla x>b.

Zatem

(3) <w < )

i zgodnie z twierdzeniem 17.7 w przedziale (%, Qb) istnieje punkt zg, taki ze
f(z0) = 25 = yo,
a to oznacza, ze
To = Yo-

Funkcja potegowa f jest ciggla w przedziale domknietym [0, 2b], zatem z twierdzenia 19.3 wynika w szczegol-
nosci, ze funkcja odwrotna jest ciggla w punkcie yg i prawostronnie ciggta w punkcie y = 0.
Pokazalismy zatem, ze funkcja potegowa o wykladniku naturalnym ma ciagla i silnie rosnaca funkcje odwrotna

. ; j . L 1
okreslona na przedziale [0, 00), ktéra nazywamy n-tym pierwiastkiem i oznaczamy {/x lub x=.

19.1 Funkcja wykladnicza

W przyktadzie 14.3 zaprezentowaliémy pewien szereg

= " x? 23
exp(z) = Z;)H=1+x+§+§+m

i korzystajac z kryterium d’Alemberta pokazaliSmy, ze szereg ten jest zbiezny dla kazdego = € R. Szereg ten
definiuje funkcje wyktadniczq (eksponencjalng)

exp: R — R.
Przedstawilismy takze pewne wlasnosci tej funkcji i wzory jej dotyczace. Podsumujmy je teraz (i dodajmy nowe):

Twierdzenie 19.5. Funkcja eksponencjalna zdefiniowana wzorem

R — R
oo 2 3
exp: " x x
N T Lo g
x ;n! oot

jest ciagla, (silnie) rosnaca i spelnia nastepujace warunki:
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19.2 Funkcja logarytmiczna 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

e exp(0) = 1,
e exp(l) =,

o exp(z +y) = exp(x) -exp(y) dla wszystkich = € R,

1
o exp(—z) = p (@) dla wszystkich z € R,

e exp(z) >0 dla wszystkich z € R,
w szczegolnosei: exp(x) >1 dlaz >0 i 0<exp(z) <1 dlazx <0,

e exp(n) =e™ dla wszystkich n € N oraz ponadto exp(r) = e” dla wszystkich r € Q,
e lim expx = 400, lim expz =0,
r—+00 r——00
exp
lim 22T _ 00, lim 2™ -exp(—z) =0 dla wszystkich n € N.
r—+oo " T— 00

Uzasadnienie: = na wykladzie!

Dla kazdego = € R\ Q istnieje taki ciag (z,) C Q, ze lim x,, = z. Poniewaz funkcja eksponencjalna jest

neN

n—oo
ciagla, zatem
exp(z) = exp ( lim xn) = lim exp(z,) = lim €.
n—oo n—oo n—oo

Z tego powodu (por. wniosek 8.32) exp(x) oznaczamy symbolem e” takze dla z € R\ Q.

19.2 Funkcja logarytmiczna

Funkcja eksponencjalna exp: R — R jest ciagta, silnie rosnaca i odwzorowuje o rzeczywista R bijektywnie
na po6tos (0,00), tzn. Wexp, = (0,00). Zgodnie z twierdzeniem 19.3 ma zatem ciagla i silnie rosnaca funkcje
odwrotna.

Definicja 19.6. Funkcje odwrotng funkcji eksponencjalnej nazywamy funkcjq logarytmiczng (logarytmem na-
turalnym):

In: { (@oe) — I

r +—— Inxz.
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19.3 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna o dowolnej podstawie

19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Funkcja logarytmiczna ma nastepujace

Wtlasnosci 19.7.

In (exp(z)) = dla wszystkich = € R,

exp (In(z)) =z dla wszystkich z € (0, 00),
Inl1=0,
Ine=1,
In(z - y) = In(z) + In(y) dla wszystkich z,y € (0, 00),

In(1)=—In(z)  dla wszystkich z € (0,00),

lim Inx = —o0, lim Inx = oo,
z—0t —00

Inx
lim — =0, lim z-lnz =0.
r—o0 I r—07t

Uzasadnienie: = na wykladzie!

19.3 Funkcja wyktladnicza i logarytmiczna o dowolnej podstawie

Rozpatrywane powyzej funkcja wykltadnicza i logarytmiczna zwiazane byty z liczbg e, ktorg nazywaliSmy pod-
stawg, tak zwana podstawq naturalng. Bardzo tatwo mozna przej$¢ od podstawy naturalnej e do innej dowolnej
liczby a > 0. Korzystamy przy tym z jednej z wlasnosci wymienionych w poprzednim twierdzeniu:

exp (In(a)) = @ = g

dla kazdej liczby a > 0.

Funkcjg wyktadniczqg y = o o podstawie a > 0 nazywamy funkcje dang wzorem

a® = e:r-ln(a) — exp(x.lna)

dla zeR.

Wobec tego funkcja wykltadnicza o dowolnej podstawie jest ciagla w swojej dziedzinie zgodnie z twierdzeniem
16.7 jako zlozenie funkcji ciagtych: liniowej i eksponencjalne;j.

Z powyzszej definicji wynika ponadto, ze funkcja wyktadnicza ma nastepujace wlasnosci

a = eO-In(a) =1,

(ll _ el-lna =aq,

a®tY = a® - oY dla wszystkich z € R,

(a-b)* =a®-b" dla wszystkich x € Rib > 0,

1

—x —z-lna __ -

[¢ =€ I =
erlna a®

dla wszystkich z € R,
61.(7 Ina) _ a~®

(l)m - emln% =

dla wszystkich = € R.
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19.3 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna o dowolnej podstawie 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Uwaga
e Dla wszystkich x € R zachodzi 1 = 1, zatem dla a = 1 funkcja wyktadnicza nie jest bijekcja. Z tego
powodu czesto w ogdle nie rozwaza sie funkcji wyktadniczej o takiej podstawie.

e Monotoniczno$¢ funkcji y = a®, a takze jej zbieznos¢ w nieskoniczonosciach zalezy od tego, czy a < 1 lub
a>1.

e Dla liczby naturalnych n € N zdefiniowali§my @™ na dwa sposoby:

a:=a-...-q lub a” := exp(n-Ina).
——

n—razy

Definicje te sa zgodne. Mozna to pokazaé¢ tak samo, jak w przypadku a = e.

Funkcja logarytmiczna y = log, x o podstawie a > 01 a # 1 zdefiniowana jest wzorem

1
log, z = % dla z € (0,00).
Wynika stad, ze
1
a8 ® = exp (logam~ lna) = exp <ln_:13 lna) = exp(lnz) = =z.
na

Funkcja y = log, « jest zatem funkcja odwrotna funkcji wyktadniczej y = a” i jako taka jest ciagta w swojej
dziedzinie. Cigglo$¢ mozemy takze uzasadnié¢ korzystajac z twierdzenia 16.7 o ciaglosci superpozycji funkcji
cigglych: logarytmu naturalnego i funkcji liniowe;.

Y

logy x

Inz
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19.4 Funkcja potegowa 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

19.4 Funkcja potegowa

Funkcje potegowq y = x®, gdzie a € R, okreslona w przedziale (0, c0) mozemy teraz zdefiniowaé wzorem

a a-In(z)

= e = exp(a-Inz).

Wobec tego funkcja potegowa jest ciggla w swojej dziedzinie zgodnie z twierdzeniem 16.7 jako zlozenie funkcji
ciaglych: logarytmicznej, liniowej i wyktadnicze;j.

Korzystajac z wtasnosci funkcji wykltadniczej i logarytmicznej otrzymujemy, ze funkcja potegowa okreslona
w przedziale (0, 00) jest silnie rosnaca dla o > 0 oraz silnie malejaca dla o < 0. Ponadto

e dla o > 0:
lim z% =0 i lim z% = oo,
r—0+ — 00

e dla a < 0:
lim z% = o0 i lim z% = 0.
z—0+ T—00

Wykresy funkcji potegowych y=x2

19.5 Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

Roéwniez funkcje trygonometryczne moga zostac¢ zdefiniowane za pomoca szeregow.

Definicja 19.8. Dla x € R kladziemy
x2n+1 2n

sinz — Z(_l)nm oraz cosxT = Z(_l)n (;n)'

n=0 n=0

i nazywamy odpowiednio sinusem = oraz cosinusem .
Funkcje sin: x + sinx oraz cos: = — cos x nazywamy odpowiednio funkcjg sinus i funkcjg cosinus.

Definicja jest poprawna, poniewaz dla x = 0 zbieznosé¢ bezwzgledna szeregow jest oczywista, a dla x # 0 mozna
ja wykaza¢ korzystajac z kryterium d’Alemberta.

7 twierdzenia Mertensa, iloczynu Cauchy’ego i powyzszej definicji mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie,
w ktorym zawarte sa znane ze szkoty $redniej wzory.

Twierdzenie 19.9. Niech z,y € R. Wéwczas mamy

a) cos0=1, sin0 = 0,

b) cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz,

c) cos(z+y) =cosxcosy —sinzsiny, cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny,
d) sin(z +y) =sinx cosy + cosz siny, sin(z — y) = sinz cosy — cosxsiny,
e) sin®z 4 cos?z = 1.
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Whiosek 19.10. Niech z,y € R. Wéwczas mamy

a) —1<sinz <1, —1<cosz <1,

b) sin2z =2sinzcosz,  cos2z = cos’z —sin’z,

c) cosx + cosy = 2cos w+y - cos 5 cosx — cosy = —2sin “5¥ - sin I“’
d) sinz+siny = 2sin 2 - cos LY, sinz — siny = 2sin 25 - cos LY.

Bezposrednio z definicji i prawa tacznosci dla szeregéw mozna wykazaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 19.11. Dla z € (0, 1] zachodza nastepujace nieré6wnosci:

3
X . 4
r— —/— <sinxr <x oraz T COST < SInx.

Whiosek 19.12. Prawdziwe sa nastepujace zaleznosci

a) lim sinz = sinxg,
T—x0

b) lim cosz = cosxy,

T—x0

s1n1’ — 1

c¢) lim =2

x—0

)

czyli w szczegolnosei funkcje sinus i cosinus sg ciagle.

Wprost z definicji funkeji sinus i cosinus mozemy wykazac, ze
0 < coszx i 0 <sinzx
dla z € (0,1]. Zatem funkcje sinus i cosinus nie znikaja tozsamosciowo i nastepujaca definicja jest poprawna.

Definicja 19.13. Niech z € R.

a) Liczbe 322 ody cosz # 0 nazywamy tangensem x i oznaczamy tg .

cosx’

Funkcje

e {reR: cosz#0} — R
& x — tg(z).

nazywamy funkcjq tangens.

gdy sinx # 0 nazywamy cotangensem x i oznaczamy ctgx.

b) Liczbe &7,
Funkcje

. {r eR: sinz#0} — R
& x —  ctg(x).

nazywamy funkcjqg cotangens.

FLatwo uzasadnié, ze funkcje tangens i cotangens sg ciaglte w swoich dziedzinach.

Przy powyzszej definicji prawdziwe sa takze znane ze szkoly wzory redukcyjne. Jednak aby je wykaza¢ musimy
najpierw wprowadzi¢ liczbe 7.

Funkcja cosinus jest ciagla, zatem korzystajac z wlasnosci Darboux mozemy udowodnié nastepujacy lemat.

Lemat 19.14. Istnieje z¢ € (1,2) takie, ze cosxg = 0 oraz cosz > 0 dla = € [0, zg).
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Wynika stad, ze prawdziwa jest ponizsza definicja.

Definicja 19.15. [Liczby ]
Symbolem 7 oznaczamy liczbe dodatnia spetniajaca warunki:

e cosz#0dlaze|0,%),

T
0003270.

Nastepnie wykazujemy prawdziwo$¢ ponizszego lematu.

Lemat 19.16. Dla z € (0, g) mamy cosx > 0 oraz sinz > 0, ponadto sin § = 1.

Teraz juz tatwo wykazaé prawdziwos¢ wzoréw redukcyjnych.

Twierdzenie 19.17. [Wzory redukcyjne]
Dla kazdego = € R prawdziwe sa nastepujace wzory:

a) cos (g —:v) =sinx, sin (% —a:) = cos z;

b) cos (g —|—x) = —sinw, sin (g —l—m) = cos x;

c) cos(m—x) = —cosz, sin(m — x) = sinx;

d) cos(m+x) = —cosz, sin(m + x) = —sinz,

e) cos(z + 2km) = cosz, sin(x + 2km) =sinz, gdze k € Z.

Ze wzoréw redukcyjnych i poprzedniego lematu dostajemy nastepujace zalezno$ci.
Whiosek 19.18. Niech k € Z. Woéwczas:

a) Dla kazdego = € (2k77, > 2k7r) mamy cosz > 01isinx > 0,

o

Dla kazdego x € + 2km, ™+ 2k7r) mamy cosx < 01isinz > 0,

jus
2
™

c + 2k, %ﬂ' + 2k7r) mamy cosx < 01isinz <0,

)
) (
) Dla kazdego z € (
d) (

Dla kazdego x € (37 4 2km, 2m + 2kn) mamy cosz > 0 i sinz < 0.

Whiosek 19.19. Dla dowolnych z,y € R mamy:
a) cosz = cosy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie k € Z, ze x — y = 2kn lub x + y = 2k~.
b) sinz = siny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie k € Z, ze © —y = 2kw lub z + y = 7 + 2km.

I w ten sposob kolejno mozna udowodni¢ wszystkie znane ze szkoty wzory trygonometryczne, takze te dla funkcji
tangens i cotangens.

19.5.1 Funkcje cyklometryczne

Z twierdzenia 19.3 wynika takze cigglos¢ funkcji cyklometrycznych zdefiniowanych w rozdziale 5.4.1, mozemy
zatem uzupekhi¢ przedstawiony tam lemat.

Twierdzenie 19.20.

a) Funkcja sinus jest ciagla i silnie rosnaca na przedziale [—g, g] oraz sin ([—g, g] ) =[-1,1].
Funkcja sin: [—%, 2] — [—1,1] jest zatem odwracalna.

Funkcja odwrotna

. { [-1,1] — R
arcsin: .
x +—— arcsin(z)

jest zatem tez silnie rosnaca i ciagta w przedziale [—1, 1].
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b) Funkcja cosinus jest ciagla i silnie malejaca na przedziale [0, 7] oraz cos ([0, 7]) = [—1,1].
Funkcja cos: [0, 7] — [—1, 1] jest zatem odwracalna.

Funkcja odwrotna
{[1,1] — R
arc cos:
x +—— arccos(x)

jest zatem tez silnie malejaca i ciagla w przedziale [—1, 1].

c) Funkcja tangens jest ciagla i silnie rosnaca na przedziale (—g, g) oraz tg ((—g, %) ) =R.
Funkcja tg: (—g, g) — R jest zatem odwracalna.

Funkcja odwrotna
arctg: R &
81 2 — arc tg(x)

jest zatem tez silnie rosnaca i ciagla w zbiorze R.

d) Funkcja cotangens jest ciagta i silnie malejaca na przedziale (0, 7) oraz ctg ((0,7)) = R.
Funkcja ctg: (0,7) — R jest zatem odwracalna.
Funkcja odwrotna

R — R

x +—— arccos(x)

arcctg: {

jest zatem tez silnie malejaca i ciagta w zbiorze R.

Uwaga Funkcje potegowe, wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczne nazywamy pod-
stawowymi funkcjami elementarnymi. Funkcjg elementarng nazywamy kazda funkcje rzeczywista, ktora otrzy-
mujemy z podstawowych funkcji elementarnych za pomocy dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia i zto-
zenia zastosowanych skonczong liczbe razy.

19.6 Funkcje hiperboliczne

7 pomoca funkcji eksponencjalnej mozna zdefiniowaé kolejne funkcje standardowe, ktérych nazwy przypominaja
nazwy funkcji trygonometrycznych. I nie jest to przypadek. Sa to tzw. funkcje hiperboliczne: cosinus hiperbo-
liczny, sinus hiperboliczny, tangens hiperboliczny i cotangens hiperboliczny.

Definicja 19.21.

a) Sinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje

y = sinhx

=

sinh x: {

8
N[
—
™
8
\
('b‘
8
~
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b) Cosinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje

y = coshx

=

R —
coshz: e
r o 5 (e"+e").

c) Tangensem hiperbolicznym nazywamy funkcje
Yy
fffffffffff N y=tghux
R — R
tghu: sinhx e —e® M 1 2 @
x = .
coshz e* +e %
=4

d) Cotangensem hiperbolicznym nazywamy funkcje

R\{0} — R

ctghx: _ - - _' | ' T

& cosh x et +e* 3 2 ! ! 2
A = .
sinh x er —e™ ¥

Funkcje hiperboliczne sa ciagle, co wynika z ciaglosci funkcji eksponencjalnej. Latwo zauwazy¢ takze, ze cosinus
hiperboliczny jest funkcjg parzysta, natomiast pozostate funkcje hiperboliczne sg funkcjami nieparzystymi.
Ponadto, poniewaz sinh x = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0, zatem dziedzing cotangensa hiperbolicznego jest
De¢tgh = R\ {0}. Bez problemu mozna takze wyznaczy¢ zbiory warto$ci poszczego6lnych funkeji hiperbolicznych:

Wcosh = [17 +OO)7 I/Vsinh = R, thh = (715 1)7 Wctgh = (7005 71) U (17 +OO)

Umiemy juz takze wyznaczyé asymptoty wykresoéw tych funkcji (o ile istnieja).
Whprost z definicji funkeji hiperbolicznych i funkeji eksponencjalnej wynika, ze

O p2ntl X p2n
sinhx = ZOW 1 coshx = ZOW

Z kryterium d’Alemberta wynika, ze szeregi sa bezwzglednie zbiezne dla kazdego x € R.
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Podobnie, jak w przypadku funkcji trygonometrycznych mozemy wykazaé¢ najpierw nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 19.22. Niech z,y € R. Wowczas mamy

a) cosh0 =1, sinh0 = 0,

b) cosh(—z) = coshz, sinh(—z) = —sinh z,

c) coshz > 1, sinhz >0 < z >0,

d) cosh(z +y) = coshz coshy + sinh z sinh y, cosh(z — y) = cosh z coshy — sinh  sinh y,
e) sinh(z 4 y) = sinhx coshy + cosh z sinh y, sinh(x — y) = sinh  coshy — cosh z sinh y,
f) cosh®z —sinh? z = 1.

Ostatnia tozsamos$¢, z powodu podobienstwa do znanej tozsamosci trygonometrycznej, bedziemy nazywaé je-
dynka hiperboliczng. Wynika z niej, ze zbiér punktéw plaszczyzny o wspoétrzednych postaci (cosh t, sinht),
gdzie t jest parametrem, wyznacza hiperbole, podobnie jak zbiér punktéw plaszczyzny o wspétrzednych postaci
(cos t, sin t) wyznacza okrag.

Whiosek 19.23. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x € R mamy:
cosh2z = cosh?z +sinh®z = 2cosh®z —1 = 1+ 2sinh?z,

sinh2x = 2sinhxcoshz.

Prosze poréwnaé te wzory z analogicznymi wzorami dla funkcji trygonometrycznych.
‘Whniosek 19.24.

e Sinus hiperboliczny jest funkcjg silnie rosnaca.

e Cosinus hiperboliczny jest funkcja silnie rosnaca dla « > 0 i silnie malejaca dla x < 0.

Funkcja sinus hiperboliczny sinh : R — R jest zatem bijekcja, a wiec jest odwracalna. Podobnie bijekcja jest
zacie$nienie cosinusa hiperbolicznego do przedziatu [0, 00) na przedzial [1, +00).

Definicja 19.25.

a) Funkcje odwrotng do funkcji sinus hiperboliczny nazywamy area sinusem hiperbolicznym i oznaczamy

R — R
arsinh x:

r +—— arsinhz.

b) Funkcje odwrotng do funkcji cosinus hiperboliczny nazywamy area cosinusem hiperbolicznym i oznaczamy

[1,400) — [0,+00)
arcosh z:
r +—— arcoshuzx.

Podobnie definiujemy funkcje odwrotne do tangensa i cotangensa hiperbolicznego.

Twierdzenie 19.26. Funkcje area dane sg nastepujacymi wzorami:

a) arsinhz = In(z++v22+1) dlaz€R,
b) arcoshz = In(z+ V2?2 —1) dlaz € [1,00).

Area cosinus hiperboliczny, jako funkcja odwrotna do funkcji parzystej, jest niejednoznaczny. Funkcja ma dwie
galezie, obie okreslone na przedziale [1,400). Ogolnie dla liczb rzeczywistych:

arcoshx = In (as:l:\/ﬁ)
Powodzenia Na Egzaminie!
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