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1 NAIWNA TEORIA ZBIORÓW

Cz¦±¢ I

Wiadomo±ci Wst¦pne

1 Naiwna Teoria Zbiorów

Zakªadamy, »e sªuchacz wykªadu Wst¦p do Analizy Matematycznej zna podstawy logiki matematycznej i teorii
mnogo±ci, czyli teorii zbiorów, na poziomie szkoªy ±redniej. Tematy te b¦d¡ ponadto rozwa»ane równolegle na
wykªadzie Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci.

W celu ustalenia terminologii i oznacze« przypomnimy teraz pewne wiadomo±ci z obu dziedzin.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cych oznacze« dla spójników logicznych i kwanty�katorów:

• ¬ dla negacji;

• ∧ dla koniunkcji;

• ∨ dla alternatywy;

• ⇒ dla implikacji;

• ⇔ dla równowa»no±ci;

• ∀ dla kwanty�katora ogólnego;

• ∃ dla kwanty�katora szczegóªowego.

Cz¦sto u»ywane s¡ te» nast¦puj¡ce oznaczenia:

• ∃! � �istnieje dokªadnie jeden ...�;

• ∀! � �dla prawie wszystkich ...�.

Przyjmuje si¦, »e poj¦cie zbioru jest poj¦ciem pierwotnym. Nale»y to rozumie¢ w taki sposób, »e nie ma »adnej
de�nicji okre±laj¡cej, czym jest zbiór. W zamian przyjmujemy pewne intuicyjne rozumienie tego terminu.

Zbiory b¦dziemy zwykle oznacza¢ du»ymi literami ªaci«skiego alfabetu A, B, M , X, Y , . . ., czasami b¦dziemy
wprowadza¢ zapis indeksowany A1, A2, A3, . . ., An, . . .. Z kolei elementy zbioru b¦dziemy oznacza¢ zwykle
maªymi literami a, b, m, x1, x2, . . . (z indeksami lub bez indeksów). Do wskazania, »e pewien element nale»y
(nie nale»y) do zbioru u»ywamy symbolu ∈ ( 6∈), st¡d piszemy a ∈ A (a 6∈ A). Zbiór, do którego nie nale»y
»aden element, czyli zbiór pusty, b¦dziemy oznacza¢ symbolem Ø.

Najprostsz¡ form¡ wprowadzania zbioru jest wypisanie jego elementów w nawiasach klamrowych (kolejno±¢
wypisywania jest bez znaczenia), np.:

M := {He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn} .

Jest to niezawodna metoda w przypadku zbioru o sko«czonej i niezbyt du»ej liczbie elementów. Je»eli interesuj¡
nas zbiory niesko«czone lub przynajmniej bardzo obszerne, to zapis sprawia wi¦cej kªopotów. Mo»na czasem
posªugiwa¢ si¦ zapisem domy±lnym, jednak ten sposób bywa zawodny i nieskuteczny. Dlatego w u»yciu pozostaje
zapis predykatowy, którego zadaniem jest okre±lenie cechy wyró»niaj¡cej elementy rozwa»anego zbioru, np.:

M := {a : a jest gazem szlachetnym} .

Zwykle taka notacja wykorzystuje wszelkie dost¦pne konwencje matematyczne. Bardzo cz¦sto, szczególnie w szko-
le, stosuje si¦ przedstawienie gra�czne zbiorów, np.:

M

Kr

He

Ne
Xe

Rn

Ar
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1 NAIWNA TEORIA ZBIORÓW

Uwaga Symbol �:=� u»ywany jest w de�nicjach. Dwukropek wskazuje, która strona równo±ci jest de�niowana.

Poni»ej wypiszemy kilka oznacze« podstawowych zale»no±ci i operacji na zbiorach wraz z ich wyja±nieniem.

De�nicja 1.1. Niech A i B b¦d¡ zbiorami.

a) Zbiór A nazywamy podzbiorem zbioru B, je±li ka»dy element nale»¡cy do zbioru A nale»y tak»e do zbioru B,
co zapisujemy w nast¦puj¡cy sposób:

A ⊆ B ⇐⇒ ∀a (a ∈ A ⇒ a ∈ B) .

Mówimy tak»e, »e zbiór A jest zawarty w zbiorze B, a zbiór B nazywamy nadzbiorem zbioru A. Relacj¦

�⊆� okre±lamy mianem inkluzji.

b) Zbiory A i B s¡ równe, je±li A ⊆ B i B ⊆ A:

A = B ⇐⇒ ∀a (a ∈ A ⇔ a ∈ B) .

c) Zbiór A nazywamy podzbiorem wªa±ciwym zbioru B, je±li A ⊆ B i A 6= B:

A ( B ⇐⇒ ∀a (a ∈ A ⇒ a ∈ B) ∧ (∃ a ∈ B : a 6∈ A) .

Zbiór pusty jest podzbiorem ka»dego zbioru: ∀A−zbiór Ø ⊆ A.

Uwaga W starszych pozycjach zawieranie si¦ zbiorów oznaczano symbolem ⊂, a zawieranie wªa±ciwe byªo
dodatkowo zaznaczane. Potem zacz¦to u»ywa¢ symbolu ⊆ na oznaczenie dowolnych podzbiorów (tak»e niewªa-
±ciwych), a symbolu ⊂ dla podzbiorów wªa±ciwych. Do dzi± znaczenie symbolu ⊂ nie jest standardowo okre±lone
i zale»y od autora!

Przykªad 1.2.

¶ {2, 4, 6, 8} ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
{2, 4, 6, 8} ⊆ {8, 6, 4, 2}

· {2, 4, 6, 8} = {8, 6, 4, 2, 2, 4, 6, 8}

¸ {2, 4, 6, 8} ( {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

¬
(
{2, 4, 6, 8} ( {8, 6, 4, 2}

)
Z dowolnych zbiorów A i B mo»na utworzy¢ nowe zbiory.

De�nicja 1.3. Niech A i B b¦d¡ podzbiorami pewnego zbioru U .

a) Zbiór

A ∪B := {a : a ∈ A ∨ a ∈ B}
A

B

A ∪B

zawieraj¡cy wszystkie elementy, które mo»na zaczerpn¡¢ ze zbioru A lub ze zbioru B nazywamy sum¡
mnogo±ciow¡ zbiorów A i B.
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1 NAIWNA TEORIA ZBIORÓW

b) Zbiór

A ∩B := {a : a ∈ A ∧ a ∈ B}
A

B

A ∩B

zawieraj¡cy tylko te elementy, które nale»¡ równocze±nie do zbiorów A i B nazywamy iloczynem mnogo-
±ciowym (przekrojem, cz¦±ci¡ wspóln¡) zbiorów A i B.

c) Zbiór

A \B := {a : a ∈ A ∧ a 6∈ B}
A

B

A \B

zawieraj¡cy tylko te elementy zbioru A, które nie nale»¡ do zbioru B nazywamy ró»nic¡ mnogo±ciow¡
zbiorów A i B.

Przykªad 1.4.

¶ {2, 4, 6, 8} ∪ {1, 3, 5, 7, 9} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
{2, 4, 6, 8} ∪ {8, 6, 4, 2} = {2, 4, 6, 8}

· {2, 4, 6, 8} ∩ {1, 3, 5, 7, 9} = Ø

{2, 4, 6, 8} ∩ {1, 2, 3, 4} = {2, 4}

¸ {2, 4, 6, 8} \ {1, 3, 5, 7, 9} = {2, 4, 6, 8}
{2, 4, 6, 8} \ {1, 2, 3, 4} = {6, 8}

Uwaga Cz¦sto wszystkie zbiory, które b¦dziemy rozwa»a¢, b¦d¡ podzbiorami pewnego ustalonego zbioru U .
Taki zbiór wszystkich mo»liwych elementów, jakie dopuszczamy w toku naszych rozwa»a« b¦dziemy nazywa¢
przestrzeni¡, zbiorem uniwersalnym lub uniwersum. Je±li uniwersum U jest podane, to mo»emy zde�niowa¢
dopeªnienie zbioru A ⊆ U jako zbiór wszystkich tych elementów U , które nie nale»¡ do zbioru A. Dopeªnienie
oznaczamy symbolem Ac (lub A′), tzn. Ac = U \A.

Podamy teraz najwa»niejsze wªasno±ci dziaªa« na zbiorach, które mo»na sprawdzi¢ korzystaj¡c z rachunku zda«
i z rachunku kwanty�katorów.

Wªasno±ci 1.5. Niech A, B i C b¦d¡ podzbiorami przestrzeni U . Wtedy zachodz¡:

• Prawa przemienno±ci:

A ∪B = B ∪A oraz A ∩B = B ∩A;
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1 NAIWNA TEORIA ZBIORÓW

• Prawa ª¡czno±ci:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) =: A ∪B ∪ C,
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) =: A ∩B ∩ C;

• Prawa rozdzielno±ci:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

• Prawa idempotentno±ci:

A ∪A = A oraz A ∩A = A;

• Elementy neutralne:

A ∩ U = A oraz A ∪Ø = A;

• Elementy dominuj¡ce:

A ∩Ø = Ø oraz A ∪ U = U .

• Prawa de Morgana:

(A ∪B)c = Ac ∩Bc oraz (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Zadanie Sprawdzi¢, czy

(A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) oraz A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Prawa ª¡czno±ci pozwalaj¡ na sensowne zde�niowanie operacji ∪ i ∩ tak»e dla dowolnych (niesko«czonych)
rodzin zbiorów (por. wykªad Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci). Niech T b¦dzie niepustym zbiorem indeksów,
np. T = N. Je»eli (At)t∈T jest rodzin¡ zbiorów, to sum¦ i iloczyn tej rodziny de�niujemy nast¦puj¡co:

⋃
t∈T

At :=
{
x : ∃t0∈T x ∈ At0

}
oraz

⋂
t∈T

At :=
{
x : ∀t∈T x ∈ At

}
.

Zadanie Sprawdzi¢, »e:⋃
n∈N\{0}

[
2 +

1
n
, 3 +

1
n

]
= (2, 4] i

⋃
n∈N\{0,1}

[
2 +

1
n
, 3− 1

n

]
= (2, 3).

Kolejnym wa»nym dziaªaniem na zbiorach jest iloczyn kartezja«ski. Pierwszym krokiem w zde�niowaniu poj¦cia
iloczynu kartezja«skiego jest wprowadzenie poj¦cia pary uporz¡dkowanej elementów pochodz¡cych z pewnych
zbiorów A i B (por. wykªad Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci). Tak¡ par¦ zapisujemy dla odró»nienia od
normalnego zbioru dwuelementowego w nawiasach okr¡gªych: (a, b). Nale»y pami¦ta¢, »e kolejno±¢ zapisu (ina-
czej ni» w zbiorze) ma tutaj zasadnicze znaczenie i para uporz¡dkowana (a, b) jest zwykle ró»na od pary (b, a).
Równo±¢ par (a, b) = (c, d) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = c i b = d.
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1 NAIWNA TEORIA ZBIORÓW

De�nicja 1.6. Iloczynem kartezja«skim zbiorów A i B nazywamy zbiór

A×B :=
{

(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B
}

A

B

A×B

wszystkich par uporz¡dkowanych zbudowanych z elementów zbioru A umieszczonych na pierwszym miejscu oraz
elementów zbioru B umieszczonych na drugim miejscu.

Przykªad 1.7.

¶ Iloczynem kartezja«skim zbiorów A = {a, b, c} i B = {1, 2} jest zbiór

A×B = {(a, 1) , (a, 2) , (b, 1) , (b, 2) , (c, 1) , (c, 2)}

· Dla ka»dego zbioru A zachodzi

A×Ø = Ø i Ø×A = Ø.

Podobnie dla zbiorów A1, A2, . . ., An de�niujemy ich iloczyn kartezja«ski

A1 ×A2 × . . .×An :=
{

(a1, a2, . . . , an) : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An
}
.
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2 ZBIORY LICZBOWE

2 Zbiory liczbowe

Trudno jest wytªumaczy¢, co to s¡ liczby. Jeszcze trudniej � czym s¡ liczby rzeczywiste. Z tego wªa±nie powodu
w szkole uczymy si¦ jedynie posªugiwania si¦ liczbami, a nie wyja±nianiem ich natury (st¡d zapewne bior¡ si¦
trudno±ci przy wprowadzaniu liczb zespolonych).
Na tym wykªadzie b¦dziemy post¦powa¢ podobnie jak w szkole, a trudno±¢ wprowadzania zbiorów liczbowych
pozostawimy wykªadowi ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci.

Zbiór liczb naturalnych b¦dziemy oznacza¢ symbolem

N := {0, 1, 2, 3, . . .}

Praktyczne i cz¦sto stosowane jest oznaczenie

N∗ := {1, 2, 3, . . .}.

Uwaga
Inne, cz¦sto stosowane podej±cie to

N := {1, 2, 3, . . .} i N0 := {0, 1, 2, 3, . . .}.

Zbiór liczb naturalnych ma bardzo wa»n¡ wªasno±¢ nazywan¡ zasad¡ indukcji matematycznej (por. wykªad
Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci). Zasada indukcji matematycznej znana gªównie jako metoda dowodzenia
twierdze« o liczbach naturalnych sªu»y równie» de�niowania pewnych obiektów matematycznych. De�nicje tego
typu nazywane s¡ de�nicjami indukcyjnymi lub rekurencyjnymi. Ju» w szkole mo»na si¦ z nimi zetkn¡¢, tak
mo»na zde�niowa¢ np. ci¡g arytmetyczny i geometryczny, podaj¡c warto±¢ pierwszego wyrazu a oraz

• ró»nicy r dla ci¡gu arytmetycznego:

a1 = a, an+1 := an + r;

• ilorazu q dla ci¡gu geometrycznego:

a1 = a, an+1 := an · q.

W zbiorze liczb naturalnych okre±lone s¡ dwa dziaªania: dodawanie i mno»enie. Rozszerzaj¡c zbiór liczb natural-
nych w taki sposób, by w wi¦kszym zbiorze ka»de równanie postaci n+ x = m miaªo rozwi¡zanie, otrzymujemy
zbiór liczb caªkowitych.

Zbiór liczb caªkowitych oznaczamy symbolem

Z := {. . . , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, . . .}.

Oczywi±cie zbiór liczb naturalnych jest podzbiorem wªa±ciwym zbioru liczb caªkowitych, tzn. N ( Z.

Uwaga
Zbiór liczb caªkowitych Z wraz z dodawaniem jest struktur¡ algebraiczn¡ zwan¡ grup¡ przemienn¡.

Rozszerzaj¡c z kolei zbiór liczb caªkowitych tak, by w wi¦kszym zbiorze liczbowym ka»de równanie postaci
q · x = p dla p, q ∈ Z, q 6= 0, miaªo rozwi¡zanie, otrzymujemy zbiór liczb wymiernych.

Zbiór liczb wymiernych czyli takich, które mo»na przedstawi¢ w postaci uªamka zwykªego, b¦dziemy oznacza¢
symbolem

Q :=
{
p

q
: p, q ∈ Z ∧ q 6= 0

}
.
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2.1 Zbiór liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

�atwo zauwa»y¢, »e zachodzi inkluzja Z ( Q, poniewa» ka»da liczba p ∈ Z mo»e by¢ uto»samiona z uªamkiem
p
1 ∈ Q. Ka»da liczba wymierna ma rozwini¦cie dziesi¦tne sko«czone lub niesko«czone okresowe, np. 0,4 lub
12,(3).

Uwaga
Zbiór liczb wymiernych Q wraz z dodawaniem i mno»eniem tworzy struktur¦ algebraiczn¡ zwan¡ ciaªem.

Niestety, zbiór liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest g¦sty, tzn. dla dowolnych dwu liczb wy-
miernych istnieje trzecia poªo»ona mi¦dzy nimi. Jest jednak dziurawy, przy tym jego dziury s¡ równie»
rozmieszczone w sposób g¦sty, tzn. mi¦dzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje si¦
zawsze dziura. Te dziury bior¡ si¦ nie ze staro±ci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru w wyniku
tak cz¦stego u»ywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka jest matematyczna natura tego
zbioru. Zbiór liczb wymiernych ma posta¢ bardzo g¦stego jednowymiarowego sita.

[Roman Sikorski, Delta 01/1974, http://www.wiw.pl/delta/czy_liczby.asp]

0 1
√

2 e π

Istniej¡ liczby, które nie s¡ wymierne, np.
√

2 lub 0,1 01 001 0001 00001 . . .. Nazywamy je liczbami niewymier-
nymi i b¦dziemy oznacza¢ symbolem IQ. Mo»na pokaza¢, »e liczb niewymiernych jest nawet w pewnym sensie
znacznie �wi¦cej� ni» liczb wymiernych (por. Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci). Ka»da liczba niewymierna ma
rozwini¦cie dziesi¦tne niesko«czone nieokresowe. Liczb niewymiernych nie mo»na przedstawi¢ w postaci uªamka
zwykªego.

Znane liczb niewymierne:
√

2 = 1,41421356 . . . � dªugo±¢ przek¡tnej w kwadracie o boku dªugo±ci 1,
π = 3,141592654 . . . � ludol�na, stosunek obwodu okr¦gu do dªugo±ci jego ±rednicy,

e = 2,71828182 . . . � liczba Eulera (Nepera), granica pewnego ci¡gu liczbowego.

Liczby rzeczywiste R to jeden z wa»niejszych zbiorów w caªej matematyce. Intuicyjnie ich de�nicja jest do±¢ pro-
sta. Zbiór liczb rzeczywistych otrzymujemy ze zbioru liczb wymiernych Q wypeªniaj¡c �niewymierne luki� na osi
liczbowej. Oczywi±cie nie jest to ±cisªa matematyczna de�nicja. Dokªadna konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych
zostanie podana na wykªadzie ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci.

My na razie b¦dziemy sobie wyobra»a¢ R jako zbiór wszystkich uªamków dziesi¦tnych:

R := zbiór uªamków dziesi¦tnych

Oczywi±cie Q ( R.

2.1 Zbiór liczb rzeczywistych

W zbiorze liczb rzeczywistych okre±lone s¡ dziaªania (czyli funkcje)

dodawania: + : R× R 3 (x, y) 7−→ x+ y ∈ R,
mno»enia: · : R× R 3 (x, y) 7−→ x · y ∈ R,

przy czym dziaªania te maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci (W cz¦±ci z nich nie ma kwanty�katorów, w takich przy-
padkach przyjmujemy, »e wªasno±ci zachodz¡ dla wszystkich warto±ci zmiennych):
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2.1 Zbiór liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

Wªasno±ci 2.1. Niech x, y, z ∈ R.

• ª¡czno±¢ dodawania:

(x+ y) + z = x + (y + z)

• istnienie zera � elementu neutralnego dodawania:

∀x ∈ R : x + 0 = x = 0 + x

• istnienie liczby przeciwnej (−x):

∀x ∈ R ∃! (−x) ∈ R : x + (−x) = 0 = (−x) + x

• przemienno±¢ dodawania:

x + y = y + x

• ª¡czno±¢ mno»enia:

(x · y) · z = x · (y · z)

• istnienie jedynki � elementu neutralnego mno»enia:

∀x ∈ R : x · 1 = x = 1 · x

• istnienie liczby odwrotnej 1
x :

∀x ∈ R \ {0} ∃! 1
x ∈ R : x ·

(
1
x

)
= 1 =

(
1
x

)
· x

• przemienno±¢ mno»enia:

x · y = y · x

• rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania:

x · (y + z) = x · y + x · z

Uwaga
Zbiór liczb rzeczywistych R, podobnie jak zbiór liczb wymiernych, wraz z dodawaniem i mno»eniem jest struktur¡
algebraiczn¡ zwan¡ ciaªem.

Korzystaj¡c z powy»szych reguª ªatwo mo»na chocia»by wykaza¢, »e elementy neutralne wyznaczone s¡ w sposób
jednoznaczny. Ponadto wynika z nich mnóstwo wªasno±ci dziaªa« arytmetycznych w zbiorze liczb rzeczywistych,
które powinny by¢ znane jeszcze ze szkoªy ±redniej. Szczególnie warty wspomnienia jest fakt, »e w zbiorze liczb
rzeczywistych nie ma dzielników zera.

• x · y = x · z ∧ x 6= 0 =⇒ y = z;

• x · y = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ y = 0.

Przykªad 2.2.
+ Na wykªadzie!
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2.1 Zbiór liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

2.1.1 Znak sumy i iloczynu

Sum¦ i iloczyn liczb am, am+1, am+2, . . . , an, gdzie m,n ∈ N, oznaczamy w nast¦puj¡cy sposób

n∑
i=m

ai := am + am+1 + am+2 + · · · + an,

n∏
i=m

ai := am · am+1 · am+2 · . . . · an.

Wªasno±ci 2.3. znaku sumy:

•
�
Pusta� suma: Je±li górny indeks n jest mniejszy od dolnego indeksu m (zbiór indeksów jest pusty), wtedy
z de�nicji

n∑
i=m

ai = 0 dla m > n.

• Prawo ª¡czno±ci : Je±li l jest liczb¡ caªkowit¡ mi¦dzy m i n, wtedy

n∑
i=m

ai =
l∑

i=m

ai +
n∑

i=l+1

ai.

• Prawo przemienno±ci : Je±li liczby am, am+1, am+2, . . . , an uporz¡dkujemy w innej kolejno±ci, co ozna-
czamy aim , aim+1 , aim+2 , . . . , ain , to

n∑
i=m

ai =
n∑

j=m

aij . ,

• Przesuni¦cie indeksu: Dowolny symbol (z wyj¡tkiem m i n) mo»e by¢ u»yty jako indeks sumowania:

n∑
i=m

ai
j:=i−m

=
n−m∑
j=0

aj+m.

Dolnym indeksem sumowania jest cz¦sto liczba 0 lub 1.

•

n∑
i=m

(ai + bi) =
n∑

i=m

ai +
n∑

i=m

bi.

• Prawo rozdzielno±ci :

n∑
i=m

(c · ai) = c ·
n∑

i=m

ai.

• Sumy podwójne: Skªadniki sumy mog¡ by¢ czasami indeksowane dwoma indeksami np. ai,j = 1
i+j . Wtedy

sum¦
n,m∑
i,j=1

ai,j

nazywamy sum¡ podwójn¡.
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2.1 Zbiór liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

Obliczamy j¡ sumuj¡c skªadniki najpierw wzgl¦dem pierwszego indeksu, a nast¦pnie wzgl¦dem drugiego:

n,m∑
i,j=1

ai,j :=
n∑
i=1

 m∑
j=1

ai,j

 =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

ai,j

)
.

Przykªad 2.4.

+ Na wykªadzie!

Znak iloczynu ma podobne wªasno±ci, tylko przyjmujemy, »e �pusty� iloczyn ma warto±¢ 1:

n∏
k=m

ak = 1 dla m > n.

Przykªadem zastosowania znaku iloczynu niech b¦dzie nast¦puj¡ca de�nicja.

De�nicja 2.5. Niech n ∈ N. Liczb¦

n! :=


1 dla n = 0,

n∏
i=1

i = 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n dla n ­ 1

nazywamy silni¡ liczby naturalnej n.

Uwaga 2.6.

¶ Warto±¢ n! pozwala okre±li¢ liczb¦ mo»liwych permutacji (uporz¡dkowa«) zbioru n-elementowego.

· Prawdziwe jest nast¦puj¡ce równanie funkcyjne

n! = n · (n− 1)!

dla wszystkich n > 0.

¸ Silni¡ podwójn¡ liczby naturalnej n okre±la si¦ iloczyn kolejnych liczb naturalnych z krokiem 2, przykªa-
dowo

(2n+ 1)!! :=
n∏
k=0

(2k + 1) = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n+ 1)

oznacza iloczyn kolejnych nieparzystych liczb naturalnych.
Zachodzi wtedy

(2n+ 1)!! =
(2n+ 1)!

2 · 4 · 6 · . . . · (2n)
=

(2n+ 1)!
2n · n!

.

¹ Silnia ro±nie bardzo szybko wraz ze wzrastaj¡cym n. De�nicja silni nie nadaje si¦ do szybkiego wyznaczania
jej warto±ci dla du»ych liczb, dlatego w tym celu najcz¦±ciej u»ywa si¦ przybli»onego wzoru Stirlinga

n! ≈
(n
e

)n√
2πn, n� 1,

gdzie e oznacza liczb¦ Eulera.

Kolejne przykªady znaku iloczynu i sumy mo»na zobaczy¢ w rozdziale 3.1 (de�nicja pot¦gi liczby naturalnej)
i w przykªadzie 9.3 (suma n wyrazów ci¡gu geometrycznego).

11



2.1 Zbiór liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

2.1.2 R jako ciaªo uporz¡dkowane

W zbiorze liczb rzeczywistych R okre±lona jest relacja mniejszo±ci <, przy czym dla ka»dych dwóch liczb
rzeczywistych x, y ∈ R zachodzi dokªadnie jedna z nast¦puj¡cych trzech zale»no±ci:

x < y lub x = y lub y < x.

Relacj¦ x < y nazywamy nierówno±ci¡ i mówimy, »e x jest mniejsze od y lub y jest wi¦ksze od x.
Czasami jest wygodniej zamiast relacji mniejszo±ci rozwa»a¢ relacj¦ mniejszo±ci nieostrej (niewi¦kszo±ci):

x ¬ y wtedy i tylko wtedy, gdy x < y lub x = y.

Piszemy równie» y ­ x zamiast x ¬ y i mówimy, »e x jest niewi¦ksze od y lub y jest niemniejsze od x.

Uwaga Na wykªadzie ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci b¦dzie mo»na dowiedzie¢ si¦ wi¦cej o relacjach
porz¡dku.

Wymienimy teraz najwa»niejsze wªasno±ci relacji mniejszo±ci w zbiorze liczb rzeczywistych.

Wªasno±ci 2.7. Niech x, y, z ∈ R.

• Przechodnio±¢:

x < y i y < z =⇒ x < z

• Monotoniczno±¢ dodawania:

x < y =⇒ x+ a < y + a dla wszystkich a ∈ R

• Monotoniczno±¢ mno»enia:

x < y =⇒ a · x < a · y dla wszystkich a > 0

Ciaªo wraz z relacj¡ mniejszo±ci speªniaj¡c¡ powy»sze warunki nazywamy ciaªem uporz¡dkowanym. Zbiór liczb
wymiernych i zbiór rzeczywistych z dodawaniem, mno»eniem i relacj¡ mniejszo±ci s¡ ciaªami uporz¡dkowanymi.

Z wªasno±ci 2.1 i 2.7 mo»emy uzyska¢ inne proste wªasno±ci dotycz¡ce dodawania, mno»enia i relacji mniejszo±ci,
które s¡ nam wszystkim ogólnie znane.

Wprowad¹my teraz kolejne oznaczenia, które uªatwi¡ nam zapisywanie de�nicji i twierdze«, a tak»e ich dowodów.

De�nicja 2.8.

a) Zbiór R+ = {x ∈ R : x > 0} nazywamy zbiorem liczb dodatnich.

b) Zbiór R− = {x ∈ R : x < 0} nazywamy zbiorem liczb ujemnych.

c) Zbiór R0
+ = {x ∈ R : x ­ 0} nazywamy zbiorem liczb nieujemnych.

d) Zbiór R0
− = {x ∈ R : x ¬ 0} nazywamy zbiorem liczb niedodatnich.

12



2.2 Kresy zbiorów liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

2.2 Kresy zbiorów liczb rzeczywistych

Peªny opis zbioru liczb rzeczywistych uzyskamy dodaj¡c do warunków 2.1 i 2.7 tzw. aksjomat ci¡gªo±ci. Sfor-
muªowanie go poprzedzimy wprowadzeniem pomocniczych, ale wa»nych dla nas poj¦¢.

De�nicja 2.9. Niech A ⊆ R.

a) Liczb¦ a0 ∈ A, tak¡ »e dla ka»dego a ∈ A speªniona jest nierówno±¢ a ¬ a0 nazywamy maksimum lub
elementem najwi¦kszym zbioru A i oznaczamy maxA.

b) Liczb¦ a0 ∈ A, tak¡ »e dla ka»dego a ∈ A speªniona jest nierówno±¢ a ­ a0 nazywamy minimum lub
elementem najmniejszym zbioru A i oznaczamy minA.

�atwo pokaza¢, »e je±li x, y ∈ R, to

max{x, y} =
x+ y

2
+
|x− y|

2
oraz min{x, y} =

x+ y

2
− |x− y|

2
.

Maksimum i minimum zbioru, je±li istniej¡, to s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Je±li zbiór nie ma elementu najmniejszego i/lub najwi¦kszego, to ich rol¦ w pewnym sensie mog¡ przej¡¢ tzw.
kresy.

De�nicja 2.10. Niech A ⊆ R.

a) Zbiór A nazywamy ograniczonym z góry, je±li istnieje taka liczba M ∈ R, »e dla ka»dego a ∈ A zachodzi
nierówno±¢ a ¬M . Ka»d¡ tak¡ liczb¦ M nazywamy ograniczeniem górnym zbioru A.

W przeciwnym przypadku mówimy, »e zbiór A jest nieograniczony z góry.

b) Zbiór A nazywamy ograniczonym z doªu, je±li istnieje taka liczba m ∈ R, »e dla ka»dego a ∈ A zachodzi
nierówno±¢ a ­ m. Ka»d¡ tak¡ liczb¦ m nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A.

W przeciwnym przypadku mówimy, »e zbiór A jest nieograniczony z doªu.

c) Zbiór A nazywamy ograniczonym, je±li jest ograniczony z góry i z doªu. W przeciwnym przypadku mówimy,
»e zbiór A jest nieograniczony.

W skrócie, zbiór jest ograniczony z góry (odpowiednio: z doªu), je±li jego elementy s¡ nie wi¦ksze (odpowiednio:
nie mniejsze) od pewnej ustalonej liczby.

De�nicja 2.11. Niech A ⊆ R.

a) Liczb¦ M ∈ R speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

• dla ka»dego a ∈ A zachodzi nierówno±¢ a ¬M ,

• dla ka»dego ε > 0 istnieje takie a ∈ A, »e a > M − ε

nazywamy kresem górnym (supremum) zbioru A i oznaczamy supA.

b) Liczb¦ m ∈ R speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

• dla ka»dego a ∈ A zachodzi nierówno±¢ a ­ m,

• dla ka»dego ε > 0 istnieje takie a ∈ A, »e a < m+ ε

nazywamy kresem dolnym (in�mum) zbioru A i oznaczamy inf A.

Najmniejsze z ogranicze« górnych zbioru A jest wi¦c jego kresem górnym, a najwi¦ksze z ogranicze« dolnych
jest jego kresem dolnym. Je»eli zbiór A jest ograniczony z góry, to zbiór jego ogranicze« górnych jest niepusty.
Zauwa»my jednak, »e nie jest spraw¡ oczywist¡, czy zbiór ten ma element najmniejszy. To wªa±nie gwarantuje
nam Aksjomat ci¡gªo±ci.

13



2.2 Kresy zbiorów liczb rzeczywistych 2 ZBIORY LICZBOWE

Aksjomat ci¡gªo±ci:

Je»eli zbiór A ⊆ R jest niepusty i ograniczony z góry, to istnieje najmniejsza liczba ograniczaj¡ca go z góry.

Z ci¡gªo±ci zbioru liczb rzeczywistych (por. wykªad Wst¦p do Logiki i Teorii Mnogo±ci) wynika, »e ka»dy nie-
pusty i ograniczony z góry zbiór liczb rzeczywistych ma kres górny oraz ka»dy niepusty i ograniczony z doªu
zbiór liczb rzeczywistych ma kres dolny (wystarczy rozwa»y¢ zbiór −A zde�niowany w poni»szym zadaniu 5).
Jest to podstawowa wªasno±¢ odró»niaj¡ca zbiór liczb rzeczywistych od zbioru liczb wymiernych. Rozwa»my
przykªadowo zbiór

A :=
{
w ∈ Q : w > 0 ∧ w2 > 2

}
.

+ �wiczenie: Nietrudno pokaza¢, »e zbiór ten jest ograniczony z doªu (np. przez 0), ale zbiór jego ogranicze«
dolnych nie posiada elementu najwi¦kszego.

Zadanie:

¶ Sprawdzi¢, »e inf
{

1
x : x > 0

}
= 0.

· Wyznaczy¢ kresy nast¦puj¡cych zbiorów:

A =
{

(−1)n − (−1)n

n : n ∈ N \ {0}
}
, B =

{
(−1)[

n
2 ] − (−1)n

n : n ∈ N \ {0}
}
,

C =
{
p
q : p, q ∈ N, q 6= 0, p < 2q

}
, D =

{√
2
n −

√
3
m : n,m ∈ N \ {0}

}
,

E =
{

x
x2+1 : x ∈ R

}
, F =

{
x
|x|+1 : x ∈ R

}
.

¸ Niech A,B ⊆ R. Wykaza¢, »e je±li A ⊆ B, to

inf B ¬ inf A oraz supA ¬ supB.

¹ Niech A,B ⊆ R oraz λ ∈ R. Zde�niujmy zbiory A+B i λA w nast¦puj¡cy sposób

A+B := {x+ y : x ∈ A i y ∈ B} oraz λA := {λx : x ∈ A} .

Wykaza¢, »e je±li zbiory A i B s¡ niepuste i ograniczone z góry oraz λ ­ 0, to zbiory A + B i λA te» s¡
ograniczone z góry i

sup(A+B) = supA + supB oraz sup(λA) = λ supA.

º Niech zbiór A ⊆ R b¦dzie ograniczony z góry (z doªu). Wykaza¢, »e zbiór

−A := {x : − x ∈ A}

jest ograniczony z doªu (z góry) oraz

inf(−A) = − supA lub odpowiednio sup(−A) = − inf A.

» Niech a ∈ R\{0}. Korzystaj¡c z aksjomatu ci¡gªo±ci sprawdzi¢, »e zbiór {a·n : n ∈ N} jest nieograniczony.

+ Rozwi¡zania: 1) samodzielnie, 2) zbiór zada« np. J.Bana±, S. W¦drychowicz �Zbiór Zada« z Analizy
Matematycznej�, 3) konsultacje u Prowadz¡cych ¢wiczenia!

Z de�nicji maksimum i minimum zbioru dostajemy natychmiast nast¦puj¡cy warunek:

• Je±li w zbiorze A jest element najwi¦kszy, to zbiór ma kres górny i supA = maxA.

• Je±li w zbiorze A jest element najmniejszy, to zbiór ma kres dolny i inf A = minA.
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2.3 Zbiór R 2 ZBIORY LICZBOWE

Aksjomat ci¡gªo±ci mo»na sformuªowa¢ tak»e w inny sposób.

Twierdzenie 2.12. Je»eli A i B s¡ niepustymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych speªniaj¡cymi warunki:

• A ∪B = R i A ∩B = Ø,

•
(
x ∈ A i y ∈ B

)
=⇒ x < y,

to albo zbiór A ma element najwi¦kszy albo zbiór B ma element najmniejszy.
+ Dowód � ¢wiczenie!

Powy»sze twierdzenie oznacza, »e zbiór liczb rzeczywistych jest uporz¡dkowany w sposób ci¡gªy, albo inaczej
mówi¡c (jak to mówili±my wcze±niej): w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma luk!

2.3 Zbiór R

Zakªadamy, »e istniej¡ elementy −∞ i +∞ (nie liczby!) nazywane odpowiednio minus niesko«czono±ci¡ i plus
niesko«czono±ci¡, przy czym prawdziwa jest nierówno±¢

−∞ < x < +∞

dla wszystkich x ∈ R.

Zbiór

R = R ∪ {−∞,+∞}

nazywamy rozszerzonym zbiorem liczb rzeczywistych.

Cz¦sto piszemy ∞ zamiast +∞.

Wªasno±ci 2.13. Obliczenia w zbiorze R wykonujemy wedªug nast¦puj¡cych reguª, gdzie a ∈ R:

∞+ a = a + ∞ = ∞,
∞ + ∞ = ∞,
−∞ + (−∞) = −∞,
∞ · a = a · ∞ = ∞ dla a > 0,
∞ · a = a · ∞ = −∞ dla a < 0,
∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) = ∞,
∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞,
a

∞
=

a

−∞
= 0.

Zauwa»my, »e powy»sze reguªy nie oznaczaj¡ wprowadzenia w zbiorze R dziaªa« dodawania i mno»enia. Na
przykªad nie okre±lamy nast¦puj¡cych wyra»e«:

[0 · ∞], [∞−∞],
[∞
∞

]
,

[
0
0

]
.

Takie symbole b¦dziemy nazywa¢ nieoznaczonymi.

W rozszerzonym zbiorze liczb rzeczywistych mo»na wprowadzi¢ relacj¦ ¬ w analogiczny sposób jak w R, a tak»e
zde�niowa¢ kresy.

Wtedy przyjmujemy, »e

• supA =∞, je±li A nie jest zbiorem ograniczonym z góry;

• inf A = −∞, je±li A nie jest zbiorem ograniczonym z doªu.

inf Ø =? i supØ =?
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2.4 Warto±¢ bezwzgl¦dna i znak liczby rzeczywistej

De�nicja 2.14. Warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ liczby rzeczywistej x ∈ R nazywamy liczb¦ nieujemn¡ |x| okre±lon¡
nast¦puj¡co

|x| :=

 x dla x > 0,
0 dla x = 0,
−x dla x < 0.

Przykªad 2.15.

|0| = 0, |4| = 4,
∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣ =
1
2
, |x− 1| =

{
x− 1, je±li x ­ 1

−(x− 1), je±li x < 1.

Wªasno±ci 2.16. Dla dowolnych liczb x, y ∈ R zachodzi:

•

|x| ­ 0 i
(
|x| = 0 ⇐⇒ x = 0

)
•

| − x| = |x|

•

|x · y| = |x| · |y|

• ∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =

|x|
|y|

, je±li y 6= 0

• nierówno±¢ trójk¡ta:

|x+ y| ¬ |x| + |y|

• ∣∣|x| − |y|∣∣ ¬ |x− y|
Uwaga 2.17. Warto±¢ bezwzgl¦dna |x| liczby rzeczywistej x ∈ R odpowiada odlegªo±ci tej liczby od punktu
zero na osi liczbowej.
Ogólnie

|x− y| dla wszystkich x, y ∈ R
odpowiada odlegªo±ci liczb x i y.

T¦ interpretacj¦ mo»na te» wykorzysta¢ do rozwi¡zywania równa« i nierówno±ci z warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡.

�atwo mo»na wykaza¢, »e je±li x, y ∈ R, to

max{x, y} =
x+ y

2
+
|x− y|

2
oraz min{x, y} =

x+ y

2
− |x− y|

2
.

De�nicja 2.18. Znakiem liczby rzeczywistej x ∈ R nazywamy liczb¦ sgnx okre±lon¡ nast¦puj¡co

sgnx :=

 1, je±li x > 0,
0, je±li x = 0,
−1, je±li x < 0.

Zauwa»my, »e |x| = sgnx · x.
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3 DZIA�ANIA ALGEBRAICZNE

3 Dziaªania algebraiczne

3.1 Pot¦ga o wykªadniku naturalnym

Je±li liczb¦ rzeczywist¡ a pomno»ymy przez siebie n razy, to otrzymany iloczyn
n∏
i=1

a = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n razy

mo»emy

oznaczy¢ nowym symbolem.

De�nicja 3.1. Niech a ∈ R\{0} oraz n ∈ N. Pot¦g¡ o podstawie a i wykªadniku n nazywamy liczb¦ an okre±lon¡
nast¦puj¡co:

a0 := 1,

an := an−1 · a dla n > 0.

Dodatkowo, dla a = 0 przyjmujemy, »e an := 0 dla n > 0.

Wªasno±ci 3.2. Niech a, b ∈ R oraz m,n ∈ N \ {0}. Wówczas zachodz¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki:

P1: am · an = am+n,

P2: am

an =


am−n dla m > n,

1 dla m = n,
1

an−m dla m < n

dla a 6= 0,

P3: (am)n = am·n = (an)m

P4: (a · b)n = an · bn

P5:
(
a
b

)n
= an

bn dla b 6= 0

Uwaga na ró»nice:

•
(−2)4 = (−2) · (−2) · (−2) · (−2) = 16, ale − 24 = −(2)4 = −16

•
abn = a · b · b · . . . · b︸ ︷︷ ︸

n razy

, ale (ab)n = ab · ab · . . . · ab︸ ︷︷ ︸
n razy

.

Uwaga Wa»niejsze pot¦gi:

• Pot¦ga o podstawie 2:

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32, . . . 210 = 1024.

• Pot¦ga o podstawie 10:

101 = 10, 102 = 100, 103 = 1000, 104 = 10 000, . . . 109 = 1 000 000 000.

Ogólnie
10n = 1 000 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n zer

.

Pot¦g o podstawie 10 u»ywamy do przejrzystego zapisywania du»ych liczb:

637 100 000 000 = 6,371 · 100 000 000 000 = 6,371 · 1011.
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3.1 Pot¦ga o wykªadniku naturalnym 3 DZIA�ANIA ALGEBRAICZNE

3.1.1 Przeksztaªcenia algebraiczne

Niech a, b ∈ R\{0} b¦d¡ dowolnymi liczbami oraz niech n ∈ N b¦dzie wi¦ksze od 1. Wtedy prawdziwy jest wzór

an − bn = (a− b) ·
(
an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) = (a− b) ·

n−1∑
k=0

an−1−k bk.

W szczególno±ci
a2 − b2 = (a− b) · (a+ b),

a3 − b3 = (a− b) ·
(
a2 + ab+ b2

)
,

a4 − b4 = (a− b) ·
(
a3 + a2b+ ab2 + b3

)
.

Niech teraz n ∈ N b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡ wi¦ksz¡ od 2. Wtedy prawdziwy jest wzór

an + bn = (a+ b) ·
(
an−1 − an−2b+ · · · − abn−2 + bn−1) = (a+ b) ·

n−1∑
k=0

(−1)kan−1−k bk.

W szczególno±ci
a3 + b3 = (a+ b) ·

(
a2 − ab+ b2

)
,

a5 + b5 = (a+ b) ·
(
a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4

)
.

3.1.2 Dwumian Newtona

Przedstawimy teraz cz¦sto wykorzystywany wzór na pot¦g¦ dwumianu (a + b)n, gdzie a, b ∈ R \ {0} i n ∈ N.
Znane i bardzo ªatwe do sprawdzenia s¡ nast¦puj¡ce to»samo±ci

(a+ b)1 = a+ b, (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.

Wprowadzenie analogicznych wzorów dla dowolnego n ∈ N wymaga pewnego przygotowania.

De�nicja 3.3. Niech α ∈ R i k ∈ N. Liczby

(
α

0

)
:= 1,

(
α

k

)
:=

α · (α− 1) · (α− 2) · . . . · (α− k + 1)
k!

dla k ­ 1

nazywamy symbolami Newtona.

Symbol Newtona ma nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ kombinatoryczn¡. Liczba wszystkich k-elementowych podzbiorów
(kombinacji) zbioru n-elementowego, gdzie 0 ¬ k ¬ n, jest równa

(
n
k

)
.

Przykªad 3.4. + Na wykªadzie!

Bezpo±rednio z de�nicji mo»emy wykaza¢ nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.5. Dla n, k ∈ N prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

¶

(
n

0

)
=
(
n

n

)
= 1 i

(
n

k

)
=

n!
k! · (n− k)!

=
(

n

n− k

)
, je±li 0 < k < n;

·

(
n

k

)
= 0, je±li k > n;
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3.1 Pot¦ga o wykªadniku naturalnym 3 DZIA�ANIA ALGEBRAICZNE

¸

(
n

k − 1

)
+
(
n

k

)
=
(
n+ 1
k

)
, je±li 1 ¬ k ¬ n;

¹

(
n

k

)
=

n

k
·
(
n− 1
k − 1

)
, je±li 1 ¬ k ¬ n.

Wykorzystuj¡c zasad¦ indukcji matematycznej mo»na wykaza¢ nast¦puj¡ce dwa fakty.

Twierdzenie 3.6. Dla dowolnych liczb naturalnych n i k liczba
(
n
k

)
jest naturalna.

Dowód: + na wykªadzie!

Twierdzenie 3.7. [Wzór dwumianowy Newtona]
Niech a, b b¦d¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi ró»nymi od zera oraz niech n b¦dzie dowoln¡ liczb¡ naturaln¡.
Wtedy prawdziwy jest wzór

(a+ b)n =
(
n

0

)
an · b0 +

(
n

1

)
an−1 · b1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
a1 · bn−1 +

(
n

n

)
a0 · bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k · bk.

Dowód: + na zaj¦ciach ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci !

W szczególno±ci
(a+ b)0 = 1

(a+ b)1 = a+ b

(a+ b)2 = a2 + 2 · ab+ b2

(a+ b)3 = a3 + 3 · a2b+ 3 · ab2 + b3

(a+ b)4 = a4 + 4 · a3b+ 6 · a2b2 + 4 · ab3 + b4

(a+ b)5 = a5 + 5 · a4b+ 10 · a3b2 + 10 · a2b3 + 5 · ab4 + b5

Wspóªczynniki wyst¦puj¡ce w powy»szym wzorze mo»na rekurencyjnie wyliczy¢ korzystaj¡c z tzw. trójk¡ta
Pascala (B. Pascal, 1623�1662), który tworzy si¦ w oparciu o trzeci wzór z twierdzenia 3.5.

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1

Liczby n-tego wiersza trójk¡ta Pascala s¡ kolejnymi wspóªczynnikami rozwini¦cia dwumianu (a + b)n. �atwo
zauwa»y¢, »e ka»dy element n-tego wiersza jest sum¡ dwu znajduj¡cych si¦ bezpo±rednio nad nim elementów
(n− 1)-szego wiersza.

Zadanie: Korzystaj¡c ze wzoru dwumianowego Newtona

¶ obliczy¢ sum¦
n∑
k=0

(2n+1
k

)
;

· wyznaczy¢ wspóªczynnik stoj¡cy przy a5 w rozwini¦ciu dwumianowym wyra»enia
(
a3 + 1

a2

)15
.
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3.2 Pot¦ga o wykªadniku caªkowitym 3 DZIA�ANIA ALGEBRAICZNE

3.2 Pot¦ga o wykªadniku caªkowitym

�mudne rozwa»anie przypadków w przypadku dzielenia pot¦g o tej samej podstawie (por. P2, Wªasno±ci 3.2)
zach¦ca do rozszerzenia de�nicji pot¦gi do wykªadników caªkowitych i niedodatnich.

De�nicja 3.8. Niech a ∈ R oraz n ∈ Z. Pot¦g¡ o podstawie a i wykªadniku n nazywamy liczb¦ an okre±lon¡
nast¦puj¡co:

an :=


an dla n ∈ N \ {0},
1 dla n = 0 i a 6= 0,
1

a−n dla −n ∈ N \ {0} i a 6= 0.

Pot¦ga o wykªadniku caªkowitym jest poprawnie okre±lona, gdy» dla liczb n ∈ Z mamy n ∈ N \ {0} albo n = 0
albo −n ∈ N \ {0}.

Przy tej de�nicji prawo pot¦gowania (P2) mo»na zapisa¢ w jednolity sposób:

P2: am

an = am−n dla a ∈ R \ {0} i m,n ∈ Z

Oczywi±cie, wszystkie pozostaªe prawa zachowuj¡ swoj¡ wa»no±¢.

Uwaga Pot¦g o podstawie 10 i wykªadniku ujemnym:

10−1 = 0,1, 10−2 = 0,01, 10−3 = 0,001, 10−4 = 0,0001, . . . ,

ogólnie

10−n =
1

10n
=

1
1 000 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n zer

= 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n zer

1,

u»ywamy do przejrzystego zapisywania maªych liczb:

6,3 · 10−4 = 6,3 · 0,0001 = 0,00063.

3.3 Pierwiastek

Twierdzenie 3.9. [o istnieniu pierwiastków]
Dla ka»dego a ∈ R+ oraz ka»dego n ∈ N \ {0} istnieje dokªadnie jedno x ∈ R+ takie, »e xn = a.

De�nicja 3.10. Niech a ∈ R+ oraz n ∈ N i n ­ 2.
Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby a nazywamy tak¡ liczb¦ x ∈ R+, »e xn = a i oznaczamy j¡ przez n

√
a.

Pierwiastek stopnia 2 nazywamy pierwiastkiem kwadratowym i oznaczamy symbolem
√
a zamiast 2

√
a. Dodat-

kowo przyjmujemy, »e n
√

0 = 0.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, »e dla ka»dej liczby a ∈ R0
+ istnieje dokªadnie jeden pierwiastek n-tego

stopnia z tej liczby.

Wªasno±ci 3.11. Niech a, b ∈ R+ oraz niech k, n ∈ N b¦d¡ wi¦ksze od 1. Wówczas zachodz¡ nast¦puj¡ce
zwi¡zki:

R1: n
√
a · k
√
a = nk

√
an+k

R2:
n
√
a

k
√
a

= nk
√
ak−n

R3: n
√

k
√
a = nk

√
a
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3.4 Pot¦ga o wykªadniku wymiernym 3 DZIA�ANIA ALGEBRAICZNE

R4: n
√
a · n
√
b = n

√
a · b

R5:
n
√
a

n√
b

= n
√

a
b

De�nicj¦ pierwiastka nieparzystego stopnia mo»na rozszerzy¢ na liczby ujemne.

De�nicja 3.12. Niech n ∈ N b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡ i wi¦ksz¡ od 2.
Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby ujemnej a nazywamy liczb¦ − n

√
−a i oznaczamy j¡ przez n

√
a.

Czyli: 3
√
−8 := − 3

√
−(−8) = − 3

√
8 = −2.

Twierdzenie 3.13. Niech a ∈ R oraz niech n ∈ N i n ­ 2.
Wówczas

• Je±li n jest liczb¡ nieparzyst¡, to n
√
an = a.

• Je±li n jest liczb¡ parzyst¡, to n
√
an = |a|.

3.4 Pot¦ga o wykªadniku wymiernym

De�nicja 3.14. Niech a ∈ R+ oraz n ∈ N \ {0} i m ∈ Z. Pot¦g¡ o podstawie a i wykªadniku wymiernym m
n

nazywamy nieujemne rozwi¡zanie równania xn = am, tzn.

a
m
n := n

√
am.

W pot¦dze o dowolnym wykªadniku wymiernym podstawa musi by¢ dodatnia, »eby nie powstawaªy wyra»enia
nieokre±lone, np. 00, 0−1, (−1)

1
2 =
√
−1.

Uwaga Prawa pot¦gowania P1�P2 zachowuj¡ swoj¡ wa»no±¢ tak»e dla pot¦g o wykªadniku wymiernym. Ale
wykªadniki wymierne mo»na przeksztaªca¢ tylko przy zaªo»eniu, »e podstawa pot¦gi jest dodatnia, bo

−8 = (−2)3 = (−2)
6
2 =

(
(−2)6

) 1
2

= 64
1
2 = 8 !!

Uwaga

• Wyra»enie 4
1
2 =
√

4 = 2 jest jednoznaczne i zawsze dodatnie. Faªszywa jest zatem �równo±¢�:
√

4 = ±2!

• Natomiast równanie x2 = 4 ma dwa rozwi¡zania: 2 i −2.

3.5 Pot¦ga o wykªadniku rzeczywistym (informacyjnie)

Mo»liwe jest nast¦pne rozszerzenie poj¦cia pot¦gi dla dowolnych wykªadników rzeczywistych (z pomoc¡ tzw.

�zag¦szczania przedziaªów�). Dla przykªadu liczba 3
√

2 jest poªo»ona na osi liczbowej mi¦dzy liczbami 31,41

a 31,42, wzgl¦dnie mi¦dzy liczbami 31,414 a 31,415 lub 31,4142 a 31,4143 itd. Oznacza to, »e pot¦ga o wykªadniku
rzeczywistym daje si¦ dowolnie dokªadnie ograniczy¢ przez pot¦gi o wykªadniku wymiernym:

4,70696500 = 31,41 < 3
√

2 < 31,42 = 4,75896139

4,72769503 = 31,414 < 3
√

2 < 31,415 = 4,73289179

4,72873393 = 31,4142 < 3
√

2 < 31,4143 = 4,72925346

4,72878588 = 31,41421 < 3
√

2 < 31,41422 = 4,72883783

4,72880147 = 31,414213 < 3
√

2 < 31,414214 = 4,72880666

21



4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

4 Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej

Funkcja jest jednym z najwa»niejszych poj¦¢ analizy matematycznej. Podobnie jak poj¦cie zbie»no±ci nie byªa
ona znana matematykom ±wiata antycznego. Sªowo �funkcja� zostaªo wprowadzone przez J. Bernoulli'ego (1667-
1748) w roku 1718. L. Euler (1707-1783) u»ywaª (jak to dawniej byªo w zwyczaju) ªaci«skiego sformuªowania

�functio continua�. Miaª przy tym na my±li �analityczne wyra»enie nie wymagaj¡ce dalszych obja±nie«�. Zmieniªo
si¦ to za spraw¡ L. Dirichleta (1805-1859), który wprowadziª nowoczesne poj¦cie odwzorowania i funkcji.

W tym rozdziale zajmiemy si¦ podstawowymi wªasno±ciami funkcji okre±lonych na podzbiorach zbioru liczb
rzeczywistych i o warto±ciach w zbiorze liczb rzeczywistych. Przypomnimy, znane ze szkoªy, poj¦cie funkcji oraz
takie terminy jak dziedzina funkcji, zbiór warto±ci funkcji na danym zbiorze, monotoniczno±¢, parzysto±¢ czy
okresowo±¢ funkcji.

De�nicja 4.1. Niech X i Y b¦d¡ niepustymi zbiorami. Przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi x ∈ X do-
kªadnie jednego elementu y ∈ Y nazywamy funkcj¡ ze zbioru X w zbiór Y .

Oznaczenie:

f : X → Y, wzg. f :
{
X −→ Y
x 7−→ y.

a) Element x nazywamy argumentem funkcji f .

b) Zbiór X nazywamy dziedzin¡ funkcji f i oznaczamy najcz¦±ciej symbolem D lub dokªadniej symbolem
Df .

c) Zbiór Y nazywamy przeciwdziedzin¡ funkcji f .

d) Je±li x ∈ X, to jedyny przyporz¡dkowany mu element y ∈ Y nazywany jest warto±ci¡ funkcji f w punkcie
x i piszemy y = f(x).

e) Zbiór {f(x) : x ∈ X} ⊆ Y nazywany jest zbiorem warto±ci funkcji f lub obrazem f i oznaczany jest
symbolem Wf lub f(X).

f) Zbiór Γf = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)} nazywamy wykresem funkcji f .

Uwaga 4.2.

• Je»eli X i Y s¡ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to funkcj¦ f : X → Y nazywamy funkcj¡ rzeczy-
wist¡ zmiennej rzeczywistej.

• Istotn¡ cz¦±ci¡ de�nicji funkcji jest podanie jej dziedziny, a nie tylko wzoru okre±laj¡cego przyporz¡dko-
wanie argumentowi pewnej warto±ci. Je»eli dany jest tylko wzór okre±laj¡cy funkcj¦, to zwyczajowo jako
dziedzin¦ bierzemy zbiór wszystkich tych elementów, dla których wzór ma sens, lub w zastosowaniach
ograniczamy si¦ do �sensownych� dziedzin, np. czas t ­ 0.

Przykªad 4.3.
Funkcja f : {1, 2, 3} → {a, b, c}:

X Y

1

2

3
a

b
c
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4.1 Bijekcja 4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

To nie jest funkcja:

X Y

1

2

3
a

b
c

Wprowadzone poni»ej poj¦cia obrazu i przeciwobrazu zbioru wzgl¦dem danej funkcji oraz ich wªasno±ci zostan¡
omówione dokªadniej na wykªadzie ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci.

De�nicja 4.4. Niech b¦d¡ dane zbiory X i Y oraz funkcja f : X → Y .

a) Obrazem zbioru M ⊆ X wzgl¦dem funkcji f nazywamy zbiór

f(M) := {f(x) : x ∈M} = {y ∈ Y : ∃x∈M f(x) = y} ⊆ Y.

b) Przeciwobrazem zbioru N ⊆ Y wzgl¦dem funkcji f nazywamy zbiór

f−1(N) := {x ∈ X : f(x) ∈ N} ⊆ X.

Je±li N = {y} dla pewnego y ∈ Y , to u»ywamy nast¦puj¡cego oznaczenia

f−1(y) := f−1({y}) = {x ∈ X : f(x) = y}.

Przykªad 4.5. Rozwa»my funkcj¦ z przykªadu 4.3, wtedy

¶ f ({3}) = {a}, f ({1, 2}) = {a, b}, f ({1, 2, 3}) = {a, b};

· f−1 ({a}) = {2, 3}, f−1 ({b}) = {1}, f−1 ({c}) = Ø.

+ Dalsze przykªady tylko na wykªadzie!

4.1 Bijekcja

De�nicja 4.6. Niech b¦d¡ dane niepuste zbiory X i Y . Funkcj¦ f : X → Y nazywamy

a) surjekcj¡ (lub funkcj¡
�
na� zbiór), je±li

• dla ka»dego y ∈ Y do zbioru f−1(y) nale»y przynajmniej jeden element, tzn.:

• ∀y∈Y ∃x∈X f(x) = y, tzn.:

• f(X) = Y , czyli zbiór warto±ci funkcji f jest równy przeciwdziedzinie Y .

b) injekcj¡ (lub funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡), je±li

• dla ka»dego y ∈ Y do zbioru f−1(y) nale»y co najwy»ej jeden element, tzn.:

• ∀x1,x2∈X

(
f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

)
, tzn.:

• ∀x1,x2∈X

(
x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

)
.
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c) bijekcj¡ (lub funkcj¡ wzajemnie jednoznaczn¡), je±li f jest injekcj¡ i surjekcj¡, tzn.:

• dla ka»dego y ∈ Y do zbioru f−1(y) nale»y dokªadnie jeden element, tzn.:

• ∀y∈Y ∃!x∈X f(x) = y.

Wyja±nijmy, co oznacza wªa±ciwie powy»sza de�nicja.

Je»eli funkcja f jest surjekcj¡, to ka»dy element y z przeciwdziedziny Y jest obrazem pewnego elementu x ∈ X.
Przykªadowo, funkcja kwadratowa

f : R 3 x 7−→ x2 ∈ R

nie jest surjekcj¡, poniewa» »adna liczba z dziedziny nie jest przeksztaªcana na liczb¦ ujemn¡ −2.
�atwo jednak zauwa»y¢, »e je±li zacie±nimy przeciwdziedzin¦ do zbioru warto±ci funkcji f (zbiór liczb nieujem-
nych), czyli rozwa»amy funkcj¦

f̃ : R 3 x 7−→ x2 ∈ 〈0,+∞) ,

to jest ona surjekcj¡.

Je»eli funkcja f jest injekcj¡, to ka»dy element y z przeciwdziedziny Y jest obrazem co najwy»ej jednego elementu
x ∈ X. Przykªadowo, rozwa»ana wy»ej funkcja

f : R 3 x 7−→ x2 ∈ R

nie jest te» injekcj¡, poniewa» dwie liczby z dziedziny s¡ przeksztaªcane na liczb¦ 4, a mianowicie

−2 7→ 4 i 2 7→ 4.

Ponownie ªatwo jednak zauwa»y¢, »e je±li tym razem zacie±nimy dziedzin¦ do zbioru liczb nieujemnych, czyli
rozwa»amy funkcj¦

f̂ : 〈0,+∞) 3 x 7−→ x2 ∈ R,

to jest ona injekcj¡.

Podsumowuj¡c, je»eli zacie±nimy jednocze±nie dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦

f̄ : 〈0,+∞) 3 x 7−→ x2 ∈ 〈0,+∞) ,

to otrzymamy funkcj¦, która jest bijekcj¡.

+ Pami¦tamy, »e zmieniaj¡c dziedzin¦ i/lub przeciwdziedzin¦ (przy niezmienionym wzorze) otrzymujemy ró»ne
funkcje, dlatego w powy»szym wyszczególnieniu u»ywali±my ró»nych oznacze«!

+ Standardowo, zacie±nienie funkcji f do podzbioru A ⊆ Df oznaczamy symbolem f |
A
.

Uwaga 4.7. [Test prostej poziomej]
Je»eli znany nam jest wykres funkcji f , to mo»emy bardzo ªatwo rozpozna¢, czy f ma zde�niowane powy»ej
wªasno±ci.

• Funkcja f jest surjekcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da prosta pozioma o równaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y , przecina wykres funkcji f w przynajmniej jednym punkcie.

• Funkcja f jest injekcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da prosta pozioma o równaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y , przecina wykres funkcji f w co najwy»ej jednym punkcie.

• Funkcja f jest bijekcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da prosta pozioma o równaniu y = b, gdzie b jest
dowolnym elementem przeciwdziedziny Y , przecina wykres funkcji f w dokªadnie jednym punkcie.

Przykªad 4.8.
+ Aplet Geogebry: https://www.geogebra.org/m/epyfm4c8

Uwaga
Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji wykorzystujemy rozwi¡zuj¡c równania, np. równania wykªadnicze lub logaryt-
miczne.
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Wprowadzimy (lub przypomnimy) teraz de�nicj¦ funkcji odwrotnej.

De�nicja 4.9. [Funkcje odwracalne]
Mówimy, »e funkcja f jest odwracalna, je±li istnieje funkcja g : Y → X taka, »e dla wszystkich x ∈ X i y ∈ Y
zachodzi

g(y) = x ⇐⇒ f(x) = y.

W takim przypadku funkcj¦ g nazywamy odwrotn¡ do funkcji f i oznaczamy symbolem f−1.

Przykªad 4.10.
+ Aplet Geogebry: https://www.geogebra.org/m/pb5ra5ee

Wykres funkcji odwrotnej do funkcji f otrzymujemy z wykresu tej funkcji odbijaj¡c go symetrycznie wzgl¦dem
prostej o równaniu y = x. Wzór okre±laj¡cy funkcj¦ odwrotn¡ otrzymujemy rozwi¡zuj¡c (je»eli jest to mo»liwe)
równanie y = f(x) wzgl¦dem zmiennej x. W tym wzorze zamieniamy (ze wzgl¦dów tradycyjnych) zmienne y i x
i otrzymujemy wzór okre±laj¡cy funkcj¦ odwrotn¡ y = f−1(x).

Wprost z de�nicji funkcji odwracalnej mamy

Twierdzenie 4.11.
Funkcja jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcj¡.

4.2 Dziaªania na funkcjach

Dziaªania arytmetyczne ze zbioru liczb rzeczywistych mog¡ zosta¢ przeniesione na zbiór funkcji.

De�nicja 4.12. Niech Df , Dg ⊆ R oraz niech f : Df → R i g : Dg → R b¦d¡ funkcjami rzeczywistymi.

a) Iloczynem funkcji f przez liczb¦ λ ∈ R nazywamy funkcj¦

λ · f :
{
Df −→ R
x 7−→ λ · f(x) (mno»enie w R) ,

b) Sum¡ (ró»nic¡) funkcji f i g nazywamy funkcj¦

f ± g :
{
Df ∩Dg −→ R

x 7−→ f(x)± g(x) (dodawanie w R) ,

c) Iloczynem funkcji f i g nazywamy funkcj¦

f · g :
{
Df ∩Dg −→ R

x 7−→ f(x) · g(x) (mno»enie w R) ,

d) Ilorazem funkcji f i g nazywamy funkcj¦

f

g
:


(Df ∩Dg) \ {g(x) = 0} −→ R

x 7−→ f(x)
g(x)

(dzielenie w R) ,

4.3 Zªo»enie funkcji

Nast¦pnym, bardzo wa»nym dziaªaniem na funkcjach jest ich zªo»enie.

De�nicja 4.13. Niech Df , Dg ⊆ R oraz niech f : Df → R i g : Dg → R b¦d¡ funkcjami rzeczywistymi.
Zªo»eniem funkcji g i f nazywamy funkcj¦

f ◦ g :

{
{x ∈ Dg : g(x) ∈ Df} −→ R

x 7−→ f (g(x)) .
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4.4 Funkcje monotoniczne 4 FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

Dziedzin¡ funkcji f ◦ g jest zbiór Df◦g = {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df}. Oznacza to, »e zªo»enie f ◦ g jest okre±lone
tylko dla tych x z dziedziny funkcji g, dla których g(x) nale»y do dziedziny funkcji f .

Dg

Df◦g
Df

x g(x) f(g(x))

f ◦ g

g
f

Analogicznie mo»na okre±li¢ zªo»enie wi¦kszej liczby funkcji. Dziaªanie skªadania funkcji jest ª¡czne, tzn.

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f,

natomiast nie jest przemienne, co mo»na zobaczy¢ na przykªadach.

Przykªad 4.14.

+ Na wykªadzie!

Wprost z de�nicji funkcji odwracalnej mamy

Twierdzenie 4.15. Funkcja f : X → Y jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : Y → X
taka, »e g ◦ f = idX oraz f ◦ g = idY .

Funkcj¦ idX : X 3 x 7→ x ∈ X nazywamy identyczno±ci¡ zbioruX, a funkcj¦ idY : Y 3 y 7→ y ∈ Y identyczno±ci¡
zbioru Y (zob. Przykªad 5.18).

4.4 Funkcje monotoniczne

De�nicja 4.16. Niech f : R ⊇ Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ oraz niech I ⊆ Df b¦dzie przedziaªem.
Funkcj¦ f nazywamy

a) rosn¡c¡ na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, x2 ∈ I zachodzi

x1 < x2 =⇒ f (x1) < f (x2) .

b) niemalej¡c¡ (sªabo rosn¡c¡) na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, x2 ∈ I zachodzi

x1 < x2 =⇒ f (x1) ¬ f (x2) .

c) malej¡c¡ na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, x2 ∈ I zachodzi

x1 < x2 =⇒ f (x1) > f (x2) .

d) nierosn¡c¡ (sªabo malej¡c¡) na I wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x1, x2 ∈ I zachodzi

x1 < x2 =⇒ f (x1) ­ f (x2) .

Funkcje rosn¡ce, nierosn¡ce, malej¡ce oraz niemalej¡ce b¦dziemy nazywa¢ funkcjami monotonicznymi .

Przykªad 4.17.

+ Na wykªadzie!
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Wprost z de�nicji dostajemy, »e ka»da silnie monotoniczna (rosn¡ca lub malej¡ca) funkcja jest injekcj¡, ale nie
na odwrót. Przykªadowo funkcja f : [0, 2]→ R dana wzorem

f(x) :=

{
x2 dla x ∈ [0, 1],

−(x− 1)2 dla x ∈ (1, 2]

jest ró»nowarto±ciowa, ale nie jest monotoniczna na przedziale [0, 2].

Uwaga 4.18.

• Ka»da silnie monotoniczna (rosn¡ca lub malej¡ca) funkcja jest injekcj¡ (jest ró»nowarto±ciowa).

• Ka»da silnie monotoniczna (rosn¡ca lub malej¡ca) funkcja jest bijekcj¡ na swój zbiór warto±ci, a zatem
jest odwracalna.

�atwo mo»na pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt:

Twierdzenie 4.19. Je»eli funkcja f jest rosn¡ca (malej¡ca), to funkcja odwrotna f−1 ma t¦ sam¡ wªasno±¢.

Uwaga
Monotoniczno±¢ funkcji wykorzystujemy rozwi¡zuj¡c nierówno±ci, np. nierówno±ci wykªadnicze lub logaryt-
miczne.

4.5 Funkcje parzyste i nieparzyste

De�nicja 4.20.

a) Funkcj¦ f : Df → R nazywamy parzyst¡, je»eli dla wszystkich x ∈ Df zachodzi

−x ∈ Df i f(−x) = f(x).

b) Funkcj¦ f : Df → R nazywamy nieparzyst¡, je»eli dla wszystkich x ∈ Df zachodzi:

−x ∈ Df i f(−x) = −f(x).

Uwaga 4.21.

• Funkcja f : Df → R jest parzysta, gdy o± Oy jest osi¡ symetrii jej wykresu Γf .

• Funkcja f : Df → R jest nieparzysta, gdy pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych jest ±rodkiem symetrii jej
wykresu Γf .

Przykªad 4.22.

+ Na wykªadzie!

�atwo mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce

Twierdzenie 4.23. Ka»da funkcja f : R→ R jest sum¡ funkcji parzystej i nieparzystej.

Zauwa»my bowiem, »e ka»d¡ funkcj¦ f mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
,

przy czym pierwszy skªadnik okre±la cz¦±¢ parzyst¡ funkcji, a drugi skªadnik jest jej cz¦±ci¡ nieparzyst¡.
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4.6 Funkcje okresowe

De�nicja 4.24. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡. Liczb¦ p ∈ R \ {0} nazywamy okresem funkcji
f , je»eli dla wszystich x ∈ Df zachodzi:

x± p ∈ Df i f(x± p) = f(x).

Funkcj¦ f nazywamy okresow¡, je»eli istnieje liczba b¦d¡ca jej okresem. Najmniejszy dodatni okres funkcji
nazywamy okresem podstawowym.

Przykªad 4.25.
+ Na wykªadzie!

Obrazowo mówi¡c, funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesuni¦ciu o wektor ~v = (±p, 0) naªo»y si¦ na
siebie.

Uwaga 4.26. Istniej¡ funkcje okresowe, które nie maj¡ okresu podstawowego. Przykªadem takiej funkcji jest
funkcja Dirichleta okre±lona nast¦puj¡co

f(x) =

{
1 dla x ∈ Q,
0 dla x ∈ R \Q.

4.7 Funkcje ograniczone

Poj¦cia ograniczono±ci i kresów podzbiorów zbioru liczb rzeczywistych omówione w podrozdziale 2.2 przenie-
siemy teraz w naturalny sposób na funkcje.

De�nicja 4.27. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ oraz niech zbiór I ⊆ Df b¦dzie przedziaªem.
Mówimy, »e

a) funkcja f jest ograniczona z doªu na przedziale I, je±li obraz f(I) jest ograniczony z doªu, tzn.

∃m∈R ∀x∈I f(x) ­ m;

b) funkcja f jest ograniczona z góry na przedziale I, je±li obraz f(I) jest ograniczony z góry, tzn.

∃M∈R ∀x∈I f(x) ¬ M ;

c) funkcja f jest ograniczona na przedziale I, je±li obraz f(I) jest ograniczony, tzn.

∃m,M∈R ∀x∈I m ¬ f(x) ¬ M.

Funkcj¦, która nie jest ograniczona, nazywamy nieograniczon¡.

Obrazowo mówi¡c, funkcja jest ograniczona z doªu, gdy jej wykres le»y ponad pewn¡ prost¡ poziom¡, a ogra-
niczona z góry, gdy jej wykres le»y pod pewn¡ prost¡ poziom¡. Czyli wykres funkcji ograniczonej le»y mi¦dzy
dwiema prostymi poziomymi.

De�nicja 4.28. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡.

a) Kresem górnym funkcji f nazywamy kres górny obrazu f , czyli sup f (Df ).

b) Kresem dolnym funkcji f nazywamy kres dolny obrazu f , czyli inf f (Df ).

c) Warto±ci¡ najwi¦ksz¡ (maksimum globalne/absolutne) funkcji f nazywamy warto±¢ najwi¦ksz¡ obrazu f ,
czyli max f(Df ).

d) Warto±ci¡ najmniejsz¡ (minimum globalne/absolutne) funkcji f nazywamy warto±¢ najmniejsz¡ obrazu f ,
czyli min f(Df ).

Istniej¡ funkcje, które nie maj¡ najmniejszej i najwi¦kszej warto±ci. Przykªadem takiej funkcji jest f(x) = x,
x ∈ R. Do tego tematu wrócimy jeszcze w ostatniej cz¦±ci wykªadu dotycz¡cego funkcji ci¡gªych.
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5 Funkcje elementarne

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: pot¦gowe, wykªadnicze, logarytmiczne, trygono-
metryczne i cyklometryczne. Funkcje, które mo»na otrzyma¢ z podstawowych funkcji elementarnych za pomoc¡
sko«czonej liczby dziaªa« arytmetycznych oraz operacji skªadania funkcji, nazywamy funkcjami elementarnymi.

5.1 Funkcja pot¦gowa

De�nicja 5.1. Niech α ∈ R. Funkcj¡ pot¦gow¡ o wykªadniku α nazywamy funkcj¦ okre±lon¡ wzorem

f(x) = xα,

przy czym jej dziedzina zale»y od liczby α:

x ∈ R, gdy α ∈ N∗,
x ∈ R \ {0}, gdy α ∈ Z \ N∗,

x ∈ R0
+, gdy α ∈ R+ \ Z,

x ∈ R+, gdy α ∈ R− \ Z.

Funkcja pot¦gowa jest poprawnie okre±lona (por. de�nicja pot¦gi o wykªadniku naturalnym, caªkowitym i rze-
czywistym).

Przykªadowe wykresy funkcji pot¦gowych:

x

α = 2
y

1

1

x

α = 3
y

1

1

x

α = −1
y

1

1

Wªasno±ci 5.2. Niech α ∈ R oraz f(x) = xα, x ∈ R+.

a) Jesli α > 0, to f jest funkcj¡ rosn¡c¡.

b) Jesli α = 0, to f jest funkcj¡ staª¡.

c) Jesli α < 0, to f jest funkcj¡ malej¡c¡.

Wniosek 5.3. Niech α ∈ R, α 6= 0 oraz f(x) = xα, x ∈ R+. Wówczas

a) Funkcja f jest ró»nowarto±ciowa (injekcj¡).

b) Zbiorem warto±ci funkcji f jest zbiór R+.

Szczególnym przypadkiem funkcji pot¦gowej jest funkcja pierwiastkowa okre±lona poni»ej.

De�nicja 5.4. Niech n ∈ N i n ­ 2. Funkcj¡ pierwiastkow¡ n-tego stopnia nazywamy funkcj¦ okre±lon¡ wzorem

f(x) = n
√
x,

przy czym x ∈ R, gdy n jest liczb¡ nieparzyst¡ lub x ∈ R0
+, gdy n jest liczb¡ parzyst¡.
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Z de�nicji pierwiastka liczby rzeczywistej dostajemy, »e funkcja pierwiastkowa jest poprawnie okre±lona. W zbio-
rze R+ funkcja pierwiastkowa n

√
x pokrywa si¦ z funkcj¡ pot¦gow¡ x

1
n .

Przykªad 5.5.

f :

{
[0,∞) −→ [0,∞)

x 7−→
√
x = x

1
2

Γf :

x

α = 12
y

1

1

f :

{
R −→ R

x 7−→ 3
√
x = x

1
3

Γf :

x

α = 13
y

1

1

5.2 Funkcje wielomianowe

W trakcie nauki w szkole wielokrotnie wykorzystywali±my tzw. wyra»enia algebraiczne. Pozwalaªy one w sposób
±cisªy wyrazi¢ zwi¡zki mi¦dzy ró»nymi wielko±ciami matematycznymi lub �zycznymi, przykªadowo zapisa¢ wzór
na pole czy obj¦to±¢ �gur geometrycznych. Zapoznali±my si¦ tak»e z reguªami przeksztaªce« wyra»e« algebra-
icznych oraz operacjami na nich.
Wielomiany, o których teraz b¦dziemy mówili, s¡ przykªadem wyra»e« algebraicznych.

Niech a0, . . . , an, gdzie n ∈ N, b¦d¡ wybranymi liczbami rzeczywistymi. Wyra»enie algebraiczne

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0,

gdzie an 6= 0, nazywamy wielomianem jednej zmiennej stopnia n a liczby a0, . . . , an jego wspóªczynnikami.
Wspóªczynnik an nazywamy wspóªczynnikiem wiod¡cym wielomianu, a wspóªczynnik a0 wyrazem wolnym.

Wielomianem jest równie» wyra»enie, którego wszystkie wspóªczynniki sa zerami. Ten wielomian nazywamy
wielomianem zerowym i przyjmujemy, »e jego stopie« jest równy −∞. Wielomianu zerowego nie nale»y myli¢
z wielomianem stopnia zerowego, czyli wyra»eniem a0, gdzie a0 6= 0.

De�nicja 5.6. Funkcj¦ postaci

f :

 R −→ R

x 7−→ f(x) := a0 + a1 · x + a2 · x2 + . . . + an · xn =
n∑
i=0

aix
i

gdzie ai ∈ R, nazywamy funkcj¡ wielomianow¡ jednej zmiennej stopnia n, je±li an 6= 0.

W dalszym ci¡gu, dla prostoty, poj¦cia i odpowiadaj¡ce im oznaczenia: funkcja wielomianowa f i wielomian
f(x) b¦dziemy u»ywali wymiennie.

Dziedzina i zbiór warto±ci

Dziedzin¡ Df i przeciwdziedzin¡ funkcji wielomianowych jest zbiór liczb rzeczywistych. O takich funkcjach
mówimy, »e s¡ funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej.
Trudno natomiast w sposób ogólny opisa¢ zbiór warto±ci funkcji wielomianowych. Najlepiej robi¢ to w ka»dym
przypadku osobno.
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Wykres

Podobnie trudno jest dokªadnie opisa¢ krzywe b¦d¡ce wykresami funkcji wielomianowych, s¡ one bardzo zró»-
nicowane i maj¡ rozmaite ksztaªty.

�¡czy je natomiast fakt, »e krzywe te mo»na narysowa¢ jednym poci¡gni¦ciem oªówka. Wynika to z faktu,
»e funkcje wielomianowe s¡ tzw. funkcjami ci¡gªymi (zob. rozdziaª 16), a ich dziedzin¡ jest caªy zbiór liczb
rzeczywistych, czyli zbiór spójny .

Poni»ej przedstawiono przykªadowe wykresy czterech funkcji wielomianowych. Po wprowadzeniu poj¦cia granicy
funkcji omówimy dokªadniej zachowanie funkcji wielomianowych w minus i w plus niesko«czono±ci, a teraz
jedynie zapiszmy to, co mo»emy zaobserowowa¢ na poni»szych rysunkach.

Niech f b¦dzie wielomianem stopnia n, gdzie n jest liczb¡ nieparzyst¡.

Je±li an > 0, to

lim
x→−∞

f(x) = −∞ i lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Je±li an < 0, to

lim
x→−∞

f(x) = +∞ i lim
x→+∞

f(x) = −∞.

Niech teraz f b¦dzie wielomianem stopnia n, gdzie n jest liczb¡ parzyst¡.

Je±li an > 0, to

lim
x→−∞

f(x) = +∞ i lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Je±li an < 0, to

lim
x→−∞

f(x) = −∞ i lim
x→+∞

f(x) = −∞.

+ Wi¦cej eksperymentów dotycz¡cych zachowania funkcji wielomianowych w niesko«czono±ci mo»na prze-
prowadzi¢ korzystaj¡c z materiaªów zawartych w e-kursie lub bezpo±rednio korzystaj¡c z apletu GeoGebry:
https://www.geogebra.org/m/UTZkaY2g.

Wniosek 5.8 pozwala ponadto dokªadniej okre±li¢ liczb¦ punktów wspólnych wykresu funkcji wielomianowych
z osi¡ Ox, czyli liczb¦ miejsc zerowych tych funkcji. Punkt przeci¦cia wykresu funkcji wielomianowej z osi¡ Oy
to oczywi±cie punkt o wspóªrz¦dnych (0, a0), gdzie a0 jest wyrazem wolnym wielomianu.
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Po wprowadzeniu poj¦cia pochodnej funkcji nauczymy si¦ dokªadnie okre±la¢ przebieg wykresu funkcji wielo-
mianowej. Na razie wystarczy nam szkic jej wykresu uwzgl¦dniaj¡cy wªa±nie granice w niesko«czono±ci oraz
zachowanie w miejscach zerowych, co omówimy poni»ej.

Miejsca zerowe

Liczb¦ a nazywamy pierwiastkiem wielomianu, je±li wielomian ten jest podzielny przez dwumian x− a.
Natomiast miejscem zerowym funkcji wielomianowej nazywamy taki jej argument, dla którego funkcja ta przyj-
muje warto±¢ zero.
Okazuje si¦, »e te dwa poj¦cia mo»emy uto»samia¢, o czym mówi kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 5.7. [Bézouta]
Niech f b¦dzie funkcj¡ wielomianow¡ oraz niech a ∈ R. Liczba a jest miejscem zerowym funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian f(x) jest podzielny przez dwumian x− a.

Inaczej mówi¡c:
f(a) = 0 ⇐⇒ f(x) = (x− a) · g(x)

dla pewnego wielomianu g(x).

Opieraj¡c si¦ na powy»szym twierdzeniu, poj¦cia �pierwiastek wielomianu� i �miejsce zerowe funkcji wielomia-
nowej� zde�niowanej za pomoc¡ tego wielomianu b¦dziemy u»ywali wymiennie.

Wniosek 5.8. Ka»dy wielomian stopnia n ma co najwy»ej n pierwiastków rzeczywistych.

Ze wzgl¦du na rozwi¡zywanie nierówno±ci wielomianowych korzystna jest pewna klasy�kacja pierwiastków wie-
lomianu.

De�nicja 5.9. [Krotno±¢ pierwiastka]
Krotno±ci¡ pierwiastka a ∈ R wielomianu f(x) nazywamy najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ k ­ 1 tak¡, »e wielomian
ten dzieli si¦ bez reszty przez wielomian (x− a)k.
Mówimy wtedy, »e a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu.

Innymi sªowy, liczba a ∈ R jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielomian g(x) taki, »e

f(x) = (x− a)k · g(x) oraz g(a) 6= 0.

Geometrycznie oznacza to, »e je±li liczba a jest pierwiastkiem wielomanu f(x), to punkt (a, 0) jest punktem
wspólnym wykresu funkcji wielomianowej f i osi Ox. Dodatkowo, je±li a jest pierwiastkiem o krotno±ci niepa-
rzystej, to wykres przecina o± Ox. W przeciwnym przypadku (krotno±¢ parzysta) wykres funkcji f jedynie styka
si¦ z osi¡ odci¦tych.
Na poni»szym rysunku x1 = −4 i x2 = −1 s¡ pierwiastkami o krotno±ci nieparzystej, a x3 = 4 jest pierwiastkiem
o krotno±ci parzystej i w tym miejscu wykres nie przecina osi Ox tylko �odbija si¦� od niej.

+ Wi¦cej eksperymentów zwi¡zanych z t¡ obserwacj¡ mo»na przeprowadzi¢ korzystaj¡c z materiaªów zawartych
w e-kursie lub bezpo±rednio korzystaj¡c z apletu GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/s4mM6fC5.
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Równania i nierówno±ci wielomianowe

Równaniem wielomianowym stopnia n nazywamy równanie postaci

f(x) = 0,

gdzie f jest funkcj¡ wielomianow¡ stopnia n.
Przykªadami równa« wielomianowych byªy rozwa»ane ju» przez nas równania liniowe i kwadratowe.

Rozwi¡zanie równania wielomianowego stopnia n sprowadza si¦ zatem do wyznaczania pierwiastków wielomianu
stopnia n. Zgodnie z Wnioskiem 5.8 równanie wielomianowe stopnia n nie mo»e mie¢ wi¦cej ni» n rozwi¡za«
rzeczywistych.

Sposoby wyznaczania pierwiastków wielomianu:

• rozkªadanie wielomianu na czynniki (liniowe i kwadratowe) za pomoc¡ przeksztaªce« algebraicznych (gru-
powanie wyrazów, wzory skróconego mno»enia, itp.);

• wykorzystanie twierdze« o pierwiastkach caªkowitych i wymiernych wielomianu.

Twierdzenie 5.10. [o pierwiastkach caªkowitych wielomianu]
Je»eli liczba caªkowita jest pierwiastkiem wielomianu o wspóªczynnikach caªkowitych i o niezerowym wyrazie
wolnym, to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego.

Twierdzenie 5.11. [o pierwiastkach wymiernych wielomianu]
Je»eli uªamek nieskracalny p

q ∈ Q jest pierwiastkiem wielomianu o wspóªczynnikach caªkowitych i o niezerowym
wyrazie wolnym, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a q jest dzielnikiem wspóªczynnika wiod¡cego.

Przykªad 5.12. Rozwi¡za¢ równanie wielomianowe stopnia pi¡tego

x5 − 4x3 + x2 − 4 = 0.

Rozwi¡zanie: Wielomian po lewej stronie równo±ci rozªo»ymy ma nierozkªadalne czynniki za pomoc¡ prostych
przeksztaªce« algebraicznych (wyª¡czanie przed nawias wspólnego czynnika i wzory skróconego mno»enia):

x5 − 4x3 + x2 − 4 = x3 (x2 − 4
)

+
(
x2 − 4

)
=
(
x3 + 1

)
·
(
x2 − 4

)
= (x+ 1) ·

(
x2 − x+ 1

)
· (x+ 2) · (x− 2).

Wynika st¡d, »e

x5 − 4x3 + x2 − 4 = 0 ⇐⇒ (x+ 2) · (x+ 1) · (x− 2) ·
(
x2 − x+ 1

)
= 0.

Wielomian przyjmuje warto±¢ zero wtedy i tylko
wtedy, gdy zeruje si¦ jeden czynników w powstaªym
iloczynie.
Trójmian kwadratowy x2−x+1 nie ma pierwiastków
rzeczywistych (∆ < 0), zatem zerowa¢ mog¡ si¦ tylko
czynniki liniowe.
Równanie wielomianowe ma wi¦c trzy rozwi¡zania
rzeczywiste

x1 = −2, x2 = −1 i x3 = 2.

Nierówno±ci¡ wielomianow¡ stopnia n nazywamy nierówno±¢ postaci

f(x) < 0, f(x) ¬ 0, f(x) > 0, f(x) ­ 0.

gdzie f jest funkcj¡ wielomianow¡ stopnia n.
Przykªadami nierówno±ci wielomianowych byªy rozwa»ane ju» przez nas nierówno±ci liniowe i kwadratowe.

Rozwi¡zuj¡c nierówno±¢ wielomianow¡ stopnia n rozpoczynamy podobnie, jak przy rozwi¡zywaniu równa« wie-
lomianowych, tzn. wyznaczamy pierwiastki wielomianu stopnia n, ale tym razem wraz z krotno±ciami. Nast¦p-
nie szkicujemy wykres funkcji wielomianowej uwzgl¦dniaj¡c opisane powy»ej wpªyw wspóªczynnika wiod¡cego
i wpªyw krotno±ci pierwiastków na przebieg krzywej wielomianowej.
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Przykªad 5.13. Rozwi¡za¢ nierówno±¢ wielomianow¡ stopnia czwartego

x4 − 9x2 + 4x + 12 ¬ 0.

Rozwi¡zanie: Wielomian f(x) = x4 − 9x2 + 4x + 12 po lewej stronie równo±ci rozªo»ymy ma nierozkªadalne
czynniki korzystaj¡c z twierdzenia 5.10 o pierwiastkach caªkowitych wielomianu o wspóªczynnikach caªkowitych.
Wyraz wolny wielomianu a0 = 12 jest podzielny przez

−1, 1, −2, 2, −3, 3, −4, 4, −6, 6, −12, 12.

�atwo sprawdzi¢, »e pierwszy dzielnik −1 jest pierwiastkiem wielomianu. Dziel¡c wielomian x4 − 9x2 + 4x+ 12
przez dwumian x+ 1 (np. u»ywaj¡c schemat Hornera) dostajemy

x4 − 9x2 + 4x + 12 = (x+ 1) ·
(
x3 − x2 − 8x+ 12

)
.

Post¦puj¡c analogicznie dostajemy rozkªad wielomianu na czynniki

x4 − 9x2 + 4x + 12 = (x+ 3) · (x+ 1) · (x− 2)2.

Wynika st¡d, »e
x1 = −3, x2 = −1 i x3 = 2

s¡ pierwiastkami wielomianu, przy czym dwa pierwsze s¡ pierwiastkami jednokrotnymi, a trzeci � pierwiastkiem
dwukrotnym.

Szkicujemy teraz przybli»ony wykres funkcji wielomianowej.

• Na osi Ox zaznaczamy wszystkie pierwiastki
wielomianu.

• Wspóªczynnik wiod¡cy wielomianu a4 = 1 jest
dodatni, zatem rysowanie krzywej wielomiano-
wej rozpoczynamy od góry z prawej strony, po-
niewa» lim

x→+∞
f(x) = +∞ niezale»nie od stopnia

wielomianu.

• Krzywa dochodzi do pierwiastka dwukrotnego
x3 = 2 i odbija si¦ pozostaj¡c nad osi¡ Ox.

• Nast¦pnie w punkcie x2 = −1 krzywa przecina
o± Ox i przechodzi na drug¡ stron¦, a potem
ponownie w punkcie x1 = −3.

Na podstawie wykresu okre±lamy zbiór rozwi¡za« nierówno±ci wielomianowej pami¦taj¡c przy tym, »e nierów-
no±¢ jest sªaba, zatem jest speªniona tak»e dla pierwiastków wielomianu:

f(x) ¬ 0 ⇐⇒ x ∈ 〈−3,−1〉 ∪ {2}.

Wªasno±ci

Dziaªania arytmetyczne dodawania, odejmowania i mno»enia wielomianów oraz mno»enia wielomianu przez
liczb¦ przeprowadzamy tak samo, jak analogiczne operacje na wyra»eniach algebraicznych. Ponadto zbiór wie-
lomianów jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na te operacje, co sprecyzujemy w kolejnym twierdzeniu.

Wªasno±ci 5.14. Je±li f i g s¡ wielomianami i λ ∈ R, to λ · f , f + g oraz f · g sa wielomianami.

Lemat 5.15. Niech f b¦dzie wielomianem postaci f(x) = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + . . .+ an · xn. Je±li f(x) = 0 dla
ka»dego x ∈ R, to a0 = . . . = an = 0.

Wniosek 5.16. Je±li dwie funkcje wielomianowe s¡ równe, to maj¡ równe wspóªczynniki przy odpowiednich
pot¦gach.
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5.2.1 Funkcja liniowa

Funkcja liniowa jest przewa»nie zde�niowana za pomoc¡ wielomianu stopnia pierwszego, ale dla pewnych wspóª-
czynników tak»e wielomianu stopnia zerowego (funkcja staªa i ró»na od zera) lub wielomianu zerowego (funkcja
to»samo±ciowo równa zeru). Funkcja liniowa jest zatem funkcj¡ wielomianow¡ stopnia co najwy»ej pierwszego.

De�nicja 5.17. Niech liczby a, b ∈ R b¦d¡ ustalone. Funkcj¦ postaci

f :

{
R −→ R
x 7−→ f(x) = a · x+ b.

nazywamy funkcj¡ liniow¡.

Przykªad 5.18. Jedn¡ z najprostszych funkcji liniowych jest funkcja, która liczbie x ∈ R przypisuje t¦ sam¡
liczb¦ x, czyli

f(x) = x.

Funkcja taka nazywana jest identyczno±ci¡ (funkcj¡ identyczno±ciow¡) zbioru liczby rzeczywistych i cz¦sto
oznaczana symbole idR.

Dziedzina i zbiór warto±ci

Dziedzin¡ Df i przeciwdziedzin¡ funkcji liniowej jest zbiór liczb rzeczywistych. O takich funkcjach mówimy, »e
s¡ funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej.
Zbiór warto±ci jest natomiast zale»ny od parametru a i mamy dwie mo»liwo±ci:

Wf =

{
R dla a 6= 0,

{b} dla a = 0,

co ªatwo mo»na zaobserwowa¢ na rysunkach poni»ej.

Wykres

Nazwa �funkcja liniowa� wywodzi si¦ z nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 5.19. Wykresem funkcji liniowej jest linia prosta.

Inaczej mówi¡c, wykresem funkcji danej wzorem f(x) = ax + b jest prosta o równaniu y = ax + b. Poni»ej
znajduj¡ si¦ wykresy przykªadowych funkcji liniowych:

x

y

-2 -1 1 2 3

-1

1

2

y = − 12 · x+
3
2

y = x

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

f(x) = aa

Zauwa»my, »e wykresem funkcji identyczno±ciowej jest prosta o równaniu y = x skªadaj¡ca si¦ z punktów
o równych wspóªrz¦dnych.

Wykresem funkcji liniowej f jest prosta, zatem do narysowania go wystarczy obliczy¢ warto±ci funkcji f dla
dwóch dowolnie wybranych argumentów x1 i x2. Punkty o wspóªrz¦dnych

(
x1, f (x1)

)
i
(
x2, f (x2)

)
wyznaczaj¡

jednoznacznie prost¡ b¦d¡c¡ wykresem danej funkcji.
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Parametry a i b wyst¦puj¡ce we wzorze funkcji liniowej maj¡ naturaln¡ interpretacj¦ geometryczn¡ i okre±laj¡
poªo»enie wykresu funkcji liniowej w ukªadzie wspóªrz¦dnych.

De�nicja 5.20. Parametr a nazywany jest wspóªczynnikiem kierunkowym, natomiast parametr b to wspóªczyn-
nik przesuni¦cia lub wyraz wolny funkcji liniowej.

x

y

-2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

α2

y = a2 · x+ b2

α1

y = a1 · x

Wspóªczynnik kierunkowy a okre±la nachylenie prostej b¦d¡cej wykresem funkcji liniowej w stosunku do osi
Ox.

Twierdzenie 5.21. Je»eli k¡t skierowany mi¦dzy prost¡ o równaniu y = ax+ b a dodatni¡ cz¦±ci¡ osi Ox ma
miar¦ α, to jego tangens równy jest parametrowi a, tzn.

tgα = a.

Z powy»szego twierdzenia wynika mi¦dzy innymi, »e

• Je±li a > 0, to α ∈
(
0, π2

)
,

czyli k¡t α mi¦dzy wykresem funkcji a dodatni¡ cz¦±ci¡ osi Ox jest ostry.

• Je±li a < 0, to α ∈
(
π
2 , π

)
,

czyli k¡t α mi¦dzy wykresem funkcji a dodatni¡ cz¦±ci¡ osi Ox jest rozwarty.

• Je±li a = 0, to α = 0, czyli wykres funkcji jest prost¡ poziom¡.

Dodatkowo mo»emy powiedzie¢, »e wykres funkcji liniowej o wspóªczynniku kierunkowym a = 1 jest nachylony
pod k¡tem α = π

4 w stosunku do dodatniej cz¦±ci osi Ox, natomiast dla a = −1 pod k¡tem α = 3
4 π.

Wspóªczynnik przesuni¦cia b okre±la natomiast przesuni¦cie wykresu funkcji liniowej wzdªu» osi Oy.
Przesuni¦cie to jest równolegªe wzgl¦dem wykresu funkcji f(x) = ax w gór¦ (dla b > 0) lub w dóª (dla b < 0).
Inaczej mówi¡c proste o równaniach y = ax i y = ax+ b s¡ równolegªe dla ka»dego parametru b ∈ R.

Punkt o wspóªrz¦dnych (0, b) jest miejscem przeci¦cia wykresu funkcji liniowej z osi¡ Oy.

Punkt przeci¦cia wykresu funkcji liniowej z osi¡ Ox ma wspóªrz¦dne
(
− b
a , 0
)
dla a 6= 0.

Je±li natomiast a = 0, to mamy dwie mo»liwo±ci. Dla b 6= 0 wykres funkcji liniowej nie przecina osi Ox (jest do
niej równolegªy), a dla b = 0 wykres ten pokrywa si¦ z osi¡ Ox.

Wªasno±ci funkcji liniowej

Wªasno±¢ 5.22. Je±li wspóªczynnik kierunkowy a 6= 0, to funkcja liniowa jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡
(injekcj¡).
Oznacza to, »e dla wszystkich liczb rzeczywistych x1, x2 ∈ R speªniony jest jeden z dwóch równowa»nych
warunków:

a) x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2);

b) f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

gdzie f(x1) = ax1 + b oraz f(x2) = ax2 + b.
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W tym przypadku (a 6= 0) funkcja liniowa jest tak»e funkcj¡ wzajemnie jednoznaczn¡ (bijekcj¡). Jest wi¦c
funkcj¡ odwracaln¡, a jej funkcja odwrotna jest tak»e funkcj¡ liniow¡ dan¡ wzorem

f−1(x) = 1
a x−

b
a

Wykresy funkcji liniowej i jej funkcji odwrotnej s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem prostej o równaniu y = x.

+ Zach¦camy do eksperymentów z apletem GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/rjvxpgz7.

Przykªad 5.23. Wyznaczy¢, o ile istnieje, funkcj¦ odwrotn¡ funkcji liniowej danej wzorem

f(x) = 2x + 4.

Rozwi¡zanie:

¶ Wspóªczynnik kierunkowy a = 2 jest ró»ny od zera, zatem funkcja f jest odwracalna.

· Zapiszmy wzór funkcji w wygodniejszej dla nas postaci oznaczaj¡c symbolem y warto±¢ funkcji:

y = 2x + 4.

¸ Przeksztaª¢my teraz powy»sz¡ równo±¢ wyznaczaj¡c z niej zmienn¡ x:

y = 2x + 4 ⇐⇒ 2x = y − 4 ⇐⇒ x =
1
2
y − 2.

¹ Wªa±ciwie zadanie wyznaczenia funkcji odwrotnej zostaªo ju» wykonane. Jeste±my jednak przyzwyczajeni
do tego, »eby argumenty funkcji oznacza¢ symbolem x, a warto±ci funkcji symbolem y. Z tego powodu
zamie«my oznaczenia w ostatniej równo±ci

y =
1
2
x − 2.

º Funkcj¡ odwrotn¡ funkcji f jest zatem funkcja liniowa dana wzorem

f−1(x) =
1
2
x − 2.

Wªasno±¢ 5.24. Niech f(x) = ax+ b b¦dzie funkcj¡ liniow¡.

a) Je±li a < 0, to f jest funkcj¡ malej¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ ax1 + b > ax2 + b

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.
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b) Je±li a > 0, to f jest funkcj¡ rosn¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ ax1 + b < ax2 + b.

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.

c) Je±li a = 0, to f jest funkcj¡ staª¡, tzn.

f(x) = b

dla wszystkich liczb x ∈ R.

+ Zach¦camy do eksperymentów z apletem GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/eakapb7g

Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji liniowej oznacza, »e równania liniowe, czyli równania postaci

ax+ b = 0,

gdzie a ∈ R \ {0}, b ∈ R, a x jest niewiadom¡, maj¡ dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
Równaniami liniowymi s¡ przykªadowo równania

5x− 3 = 0, −x+ 4 = 0, 3x+ 17 = 0.

Rozwi¡zanie x0 ∈ R równania liniowego ax + b = 0 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f(x) = ax + b.
Funkcja liniowa ma zatem dokªadnie jedno miejsce zerowe x0 = − b

a , je±li a 6= 0.
Natomiast dla a = 0 funkcja liniowa nie ma miejsc zerowych, o ile b 6= 0. W przeciwnym przypadku ma ich
niesko«czenie wiele (funkcja równa to»samo±ciowo zeru).

Nierówno±ci¡ liniow¡ nazywamy nierówno±¢ jednej z postaci

ax+ b < 0, ax+ b > 0, ax+ b ¬ 0, ax+ b ­ 0,

gdzie a ∈ R \ {0}, b ∈ R, a x jest niewiadom¡. Przykªadowo

x− 3 > 0, −2x+ 7 ­ 0,
1
3
x− 5 < 0, 3x+ 4 ¬ 0.

Jak ªatwo zauwa»y¢ na posta¢ rozwi¡zania nierówno±ci liniowej ma wpªyw monotoniczno±¢ odpowiadaj¡cej
funkcji liniowej, a zatem wspóªczynnik kierunkowy a.

Uwaga 5.25. Jak ju» mówili±my nazwa funkcji liniowej wywodzi si¦ z faktu, »e jej wykresem jest linia prosta.
Warto jednak wiedzie¢, »e w dziale matematyki nazywanym algebr¡ liniow¡ wªasno±¢ zwan¡ liniowo±ci¡ de�niuje
nie w oparciu o wªasno±ci geometryczne, lecz o wªasno±ci algebraiczne zachowuj¡ce struktur¦ tzw. przestrzeni
liniowych. Funkcje maj¡ce t¦ wªasno±¢ nazywa si¦ odwzorowaniami liniowymi. Okazuje si¦, »e omawiana wy»ej
funkcja liniowa jest odwzorowaniem liniowym tylko wtedy, gdy b = 0, czyli gdy jest tzw. funkcj¡ jednorodn¡.

5.2.2 Funkcja kwadratowa

Funkcja kwadratowa zwi¡zana jest z wielomianem stopnia drugiego (trójmian kwadratowy), jest zatem funkcj¡
wielomianow¡ stopnia drugiego.

De�nicja 5.26. Niech a ∈ R \ {0} i b, c ∈ R. Funkcj¦ postaci

f :
{

R −→ R
x 7−→ f(x) := ax2 + bx+ c.

nazywamy funkcj¡ kwadratow¡.
Wyra»enie ax2 + bx+ c nazywamy trójmianem kwadratowym, a liczby a, b i c wspóªczynnikami funkcji kwadra-
towej lub trójmianu kwadratowego.
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Dziedzina i zbiór warto±ci

Dziedzin¡ Df i przeciwdziedzin¡ funkcji liniowej jest zbiór liczb rzeczywistych. O takich funkcjach mówimy, »e
s¡ funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej.
Zbiór warto±ci jest natomiast zale»ny od wspóªczynników, w±ród których szczególn¡ rol¦ odgrywa wspóªczyn-
nik a:

Wf =


〈
− ∆

4a , +∞
)

dla a > 0,(
−∞, − ∆

4a

〉
dla a < 0,

gdzie tak zwany wyró»nik trójmianu kwadratowego ∆ zde�niowany jest wzorem

∆ := b2 − 4ac.

Liczba q := − ∆
4a okre±laj¡ca zbiór warto±ci jest w istotny sposób zwi¡zana z wykresem funkcji kwadratowej, do

czego wrócimy w nast¦pnym punkcie.

Wykres

Wykresem funkcji kwadratowej jest krzywa zwana parabol¡. Poni»ej znajduj¡ si¦ wykresy przykªadowych funkcji
kwadratowych:

x

y

f(x) = x2

1

1

2

4

x

y

-2

-1

1

2

-1 1 2 3

f(x) = −(x− 1)2 + 2

Punktem charakterystycznym paraboli jest jej wierzchoªek o wspóªrz¦dnych (p, q), gdzie

p = − b

2a
i q = −∆

4a
.

Prosta o równaniu x = − b
2a jest osi¡ symetrii paraboli.

Wspóªczynnik a ze wzoru funkcji kwadratowej ma istotny wpªyw na wygl¡d paraboli:

a > 0 =⇒ ramiona paraboli skierowane ku górze,

a < 0 =⇒ ramiona paraboli skierowane ku doªowi.

Ponadto warto±¢ wspóªczynnika a zmienia rozwarto±¢ ramion.

Poªo»enie wierzchoªka paraboli, a dokªadnie jego rz¦dn¡ q = − ∆
4a , oraz skierowanie ramion paraboli uzasadnia

zbiór warto±ci funkcji kwadratowej podany w poprzednim punkcie.

+ Zale»no±¢ paraboli od wspóªczynników funkcji kwadratowej mo»na bada¢ korzystaj¡c z materiaªów dodatko-
wych e-kursu!

Posta¢ ogólna funkcji kwadratowej

Przewa»nie spotykamy si¦ z funkcj¡ kwadratow¡ w postaci zde�niowanej na wst¦pie, czyli

f(x) = ax2 + bx + c,

która wydaje si¦ by¢ najªatwiejsza do zapami¦tania.
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Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

Jednak przykªadowo do odczytywania zbioru warto±ci funkcji kwadratowej, wspóªrz¦dnych wierzchoªka paraboli
oraz narysowania wykresu wygodniejsza jest tzw. posta¢ kanoniczna

f(x) = a(x− p)2 + q,

gdzie a ∈ R \ {0} oraz p, q ∈ R.

Z postaci tej wynika, »e wykres funkcji f powsta-
je przez przesuni¦cie równolegªe paraboli o równa-
niu y = ax2 o wektor ~v = [p, q], gdzie p = − b

2a
i q = − ∆

4a .

x

y

− b
2a

− ∆
4a

f(x) = ax2

f(x) = ax2 + bx+ c

~v

Ka»d¡ funkcj¦ kwadratow¡ w postaci ogólnej mo»emy zapisa¢ w postaci kanonicznej korzystaj¡c z prostych
operacji algebraicznych, tzw. metod¡ dopeªniania do kwadratu.

Przykªad 5.27. Wyznaczy¢ posta¢ kanoniczn¡ funkcji kwadratowej danej wzorem

f(x) = 2x2 − 8x − 10.

Rozwi¡zanie:
f(x) = 2x2 − 8x − 10 = 2

(
x2 − 4x− 5

)
= 2

(
x2 − 4x+ 4− 9

)
=

= 2
(
x2 − 4x+ 4

)
− 18 = 2(x− 2)2 − 18.

Wynika st¡d, »e zbiór warto±ci funkcji f to przedziaª Wf = 〈−18,+∞), a parabola b¦d¡ca wykresem funkcji f
ma wierzchoªek w punkcie o wspóªrz¦dnych (2,−18) i powstaªa z paraboli o równaniu y = 2x2 przez przesuni¦cie
równolegªe.

Czasami wyznaczaj¡c posta¢ kanoniczn¡ wygodniej jest zapami¦ta¢ gotowy wzór

f(x) = a

(
x−

(
− b

2a

))2

+
−∆
4a

.

Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

Niektóre funkcje kwadratowe mo»na zapisa¢ w jeszcze jednej postaci zwanej postaci¡ iloczynow¡:

f(x) = a (x− x1) · (x− x2)

gdzie a ∈ R \ {0} oraz x1, x2 ∈ R.

To, czy dana funkcja kwadratowa da si¦ zapisa¢ w postaci iloczynowej i jak ona dokªadnie wygl¡da, zale»y od
znaku wyró»nika ∆.

• ∆ > 0.
Wtedy funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe

x1 =
−b−

√
∆

2a
i x2 =

−b+
√

∆
2a

i to one wªa±nie wyst¦puj¡ w jej postaci iloczynowej:
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f(x) = a (x− x1) · (x− x2) = a

(
x− −b−

√
∆

2a

)
·

(
x− −b+

√
∆

2a

)
,

co mo»na wykaza¢ korzystaj¡c ze wzorów skróconego mno»enia.

Parabola b¦d¡ca wykresem takiej funkcji kwadratowej ma zatem dwa punkty wspólne z osi¡ Ox, a mia-
nowicie (x1, 0) i (x2, 0). Ponadto

a > 0 =⇒ f(x) > 0 dla x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞) ;

f(x) < 0 dla x ∈ (x1, x2) ;

a < 0 =⇒ f(x) < 0 dla x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞) ;

f(x) > 0 dla x ∈ (x1, x2) .

Powy»sze zale»no±ci wykorzystujemy przy rozwi¡zywaniu nierówno±ci kwadratowych.

x

y

a < 0

x1 x2

a > 0

x1 x2

• ∆ = 0.
Wtedy funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe

x0 = − b

2a
,

a jej posta¢ iloczynowa to

f(x) = a (x− x0)2 = a

(
x+

b

2a

)2

.

Ponadto

a > 0 =⇒ f(x) ­ 0 dla ka»dego x ∈ R;

a < 0 =⇒ f(x) ¬ 0 dla ka»dego x ∈ R.

Inaczej mówi¡c, parabola, która jest wykresem funkcji
f , ma tylko jeden punkt wspólny z osi¡ Ox!

Przy czym, gdy a > 0, to parabola le»y powy»ej osi Ox,
a gdy a < 0, to parabola le»y poni»ej osi Ox .

x

y

a < 0

x0

a > 0

x0

• ∆ < 0.
Wtedy funkcja kwadratowa nie ma rzeczywistych miejsc zerowych ani postaci iloczynowej.
Parabola b¦d¡ca wykresem tej funkcji nie przecina osi Ox i le»y caªkowicie powy»ej (a > 0) lub poni»ej
(a < 0) tej osi.
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Przykªad 5.28. Wyznaczy¢ posta¢ iloczynow¡ funkcji kwadratowej danej wzorem

f(x) = 2x2 − 8x − 10.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z oblicze« z przykªadu 5.27 i ze wzoru skróconego mno»enia a2 − b2 = (a+ b)(a− b):

f(x) = 2(x− 2)2 − 18 = 2
(
(x− 2)2 − 32) = 2 ((x− 2) + 3) · ((x− 2)− 3) = 2(x+ 1) · (x− 5).

Z postaci iloczynowej wynika, »e funkcja f ma dwa miejsca zerowe x1 = −1 i x2 = 5.

Wzory Viéte'a

Cz¦sto zamiast znajomo±ci pierwiastków trójmianu kwadratowego wystarczy nam okre±lenie ich znaków. Wtedy
z pomoc¡ przychodz¡ wzory Viéte'a:

∆ > 0 =⇒

{
x1 + x2 = − b

a ,

x1 · x2 = c
a ;

∆ = 0 =⇒

{
2x0 = − b

a ,

x2
0 = c

a .

Wzory Viéte'a maj¡ zastosowanie przy badaniu równa« i nierówno±ci kwadratowych z parametrem.

+ Wzory te s¡ tak»e prawdziwe dla ∆ < 0, czyli dla pierwiastków zespolonych trójmianu kwadratowego!

Wªasno±ci funkcji kwadratowej

Przy okre±laniu podstawowych wªasno±ci funkcji kwadratowej szczególn¡ rol¦ ponownie odgrywa wierzchoªek
paraboli b¦d¡cej wykresem tej funkcji, a dokªadniej jego odci¦ta p = − b

2a .

Funkcja kwadratowa nie jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡! Nie dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R speªniony jest
bowiem warunek

x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2).

Przykªadowo, dla funkcji f(x) = x2 mamy

−2 6= 2 ∧ f(−2) = 4 = f(2).

Je±li jednak zmniejszymy odpowiednio dziedzin¦ funkcji kwadratowej, to mo»emy z niej zrobi¢ funkcj¦ ró»no-
warto±ciow¡.

Przykªadowo, funkcja

f̃ :

{ 〈
− b

2a ,+∞
)
−→ R

x 7−→ f̃(x) = ax2 + bx+ c,

jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡.
Wykresem funkcji f̃ jest cz¦±¢ paraboli narysowana lini¡
ciagª¡!

x

y

p = − b
2a

(p, q)

p = − b
2a

(p, q)
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Wªasno±¢ 5.29. Niech f(x) = ax2 + bx+ c b¦dzie funkcj¡ kwadratow¡.

a) Je±li a < 0, to f jest funkcj¡

• rosn¡c¡ w przedziale
(
−∞, − b

2a

〉
;

• malej¡c¡ w przedziale
〈
− b

2a , +∞
)
.

b) Je±li a > 0, to to f jest funkcj¡

• malej¡c¡ w przedziale
(
−∞, − b

2a

〉
;

• rosn¡c¡ w przedziale
〈
− b

2a , +∞
)
.

x

y

a < 0

p = − b
2a

(p, q)
a > 0

p = − b
2a

(p, q)

5.3 Funkcje wymierne

Rozwa»ymy teraz kolejny typ funkcji elementarnych, czyli tak zwane funkcje wymierne. S¡ one zde�niowane za
pomoc¡ funkcji wielomianowych, dlatego przed rozpocz¦ciem pracy z tym dziaªem warto powtórzy¢ wiadomo±ci
dotycz¡ce wielomianów.

De�nicja 5.30. Niech f i g b¦d¡ funkcjami wielomianowymi oraz niech g(x) b¦dzie wielomianem niezerowym.
Funkcj¦ postaci

r :


R ⊇ Dr −→ R

x 7−→ f(x)
g(x)

.

nazywamy funkcj¡ wymiern¡, przy czym jej dziedzin¡ jest zbiór

Dr = {x ∈ R : g(x) 6= 0} ⊆ R.

Iloraz f(x)
g(x) nazywamy wyra»eniem wymiernym.

Funkcje wymierne mo»emy, podobnie jak uªamki, podzieli¢ na dwa rodzaje: na funkcje wymierne wªa±ciwe i nie-
wªa±ciwe.
Funkcj¦ wymiern¡ nazywamy funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡, je»eli stopie« wielomianu w liczniku jest mniejszy
ni» stopie« wielomianu w mianowniku. W przeciwnym przypadku mówimy, »e funkcja jest funkcj¡ wymiern¡
niewªa±ciw¡.

Twierdzenie 5.31. [o funkcji wymiernej niewªa±ciwej]
Ka»d¡ niewªa±ciw¡ funkcj¦ wymiern¡ mo»na przedstawi¢ jako sum¦ pewnej niezerowej funkcji wielomianowej
oraz wªa±ciwej funkcji wymiernej.

Przedstawienie niewªa±ciwej funkcji wymiernej w postaci sumy funkcji wielomianowej i wymiernej wªa±ciwej
otrzymuje si¦ dziel¡c wielomian w liczniku przez wielomian w mianowniku.

Przykªad 5.32. Funkcj¦ wymiern¡ niewªa±ciw¡ (równowa»nie: wyra»enie wymierne niewªa±ciwe)

r(x) =
f(x)
g(x)

=
x4 + 5x3 + 4x2 + 4x+ 4

x2 + x− 1

mo»na przedstawi¢ w postaci

r(x) = x2 + 4x+ 1 +
7x+ 5

x2 + x− 1
,

gdzie wielomian x2 + 4x + 1 jest wynikiem a wielomian 7x + 5 jest reszt¡ z dzielania wielomianu f(x) przez
wielomian g(x).

Równowa»nie oznacza to, »e

f(x) = x4 + 5x3 + 4x2 + 4x+ 4 =
(
x2 + 4x+ 1

)
·
(
x2 + x− 1

)
+ 7x+ 5.
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Przedstawienie niewªa±ciwej funkcji wymiernej w postaci sumy funkcji wielomianowej i wymiernej wªa±ciwej
b¦dziemy mi¦dzy innymi wykorzystywa¢ przy obliczaniu caªek z funkcji wymiernych (wykªad: Analizy Matema-
tycznej 1 ). Z tego powodu warto opanowa¢ umiej¦tno±¢ dzielenia wielomianów.
Ponadto okazuje si¦, »e ka»d¡ wªa±ciw¡ funkcj¦ wymiern¡ mo»na przedstawi¢ w postaci sumy tzw. uªamków
prostych, czyli funkcji postaci

A

(ax+ b)n
i

Bx+ C

(ax2 + bx+ c)n
,

gdzie trójmian ax2 + bx+ c jest nierozkªadalny.
T¦ wªasno±¢ równie» wykorzystuje si¦ podczas caªkowania funkcji wymiernych.

Najprostszym przykªadem funkcji wymiernej jest funkcja zde�niowana poni»ej. Krzyw¡ b¦d¡c¡ jej wykresem
nazywamy hiperbol¡.

Przykªad 5.33.
Niech

r :

 R \ {0} −→ R

x 7−→ 1
x
.

Dziedzina: Dr = R\{0} = (−∞, 0)∪ (0,+∞);

Zbiór warto±ci: Wr = R \ {0}.

Γr: hiperbola

x

y

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1

1 2 3 4

y = 1
x

5.3.1 Dziedzina, zbiór warto±ci i wykres

Funkcje wymierne s¡, podobnie jak funkcje wielomianowe, funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej, co
oznacza, »e jej argumenty i warto±ci s¡ liczbami rzeczywistymi. Jednak dziedzin¡ funkcji wymiernej nie musi
by¢ caªy zbiór liczb rzeczywistych, jak to miaªo miejsce w przypadku funkcji wielomianowych, poniewa» musimy
z niego usun¡¢ liczby b¦d¡ce miejscami zerowymi mianownika. Oznacza to, »e dziedzina nie musi by¢ zbiorem
spójnym (�w jednym kawaªku�), a mo»e by¢ sum¡ rozª¡cznych przedziaªów (zob. przykªad 5.33).

Z tego powodu, mimo, »e funkcje wymierne s¡ równie» funkcjami ci¡gªymi , to niekoniecznie ich wykres da si¦
narysowa¢ jednym poci¡gni¦ciem oªówka.
Trudno jest w ogólny sposób opisa¢ dokªadnie krzywe b¦d¡ce wykresami funkcji wymiernych, s¡ one bardzo
zró»nicowane i maj¡ rozmaite ksztaªty. Najlepiej robi¢ to w ka»dym przypadku osobno, wykonuj¡c tzw. przebieg
zmienno±ci funkcji , czym b¦dziemy si¦ zajmowa¢ w pó¹niejszym terminie. Procedura ta pomo»e nam tak»e
okre±li¢ zbiór warto±ci rozpatrywanej funkcji wymiernej.

Wykres funkcji wymiernej mo»e mie¢ asymptoty. Asymptotami nazywamy takie proste, »e odlegªo±¢ mi¦dzy
nimi a wykresem funkcji robi si¦ dowolnie maªa. W przykªadzie 5.33 asymptotami s¡ proste o równaniach x = 0
i y = 0, nazywamy je odpowiednio asymptot¡ pionow¡ i poziom¡.

Tematem asymptot, w szczególno±ci metodami ich wyznaczania, b¦dziemy si¦ zajmowa¢ dokªadniej w dziale
dotycz¡cym granic funkcji (podrozdziaª 15.5) i badania zmienno±ci przebiegu funkcji (wykªad: Analiza Mate-
matyczna 1 ), a tymczasem
+ zach¦camy do eksperymentów z apletem GeoGebry https://www.geogebra.org/m/eekycczu.

5.3.2 Równania i nierówno±ci wymierne

Równaniem wymiernym nazywamy równanie postaci

f(x)
g(x)

= 0,
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gdzie f(x) i g(x) s¡ wielomianami (lub ka»de równanie, które mo»na sprowadzi¢ do takiej postaci).

+ Rozwi¡zanie równania wymiernego mo»na zatem sprowadzi¢ do nast¦puj¡cych trzech punktów.

• Wyznaczenie dziedziny równania, czyli dziedziny wyra»enia wymiernego f(x)
g(x) .

Jak pami¦tamy, jest to zbiór liczb rzeczywistych, z którego usuwamy pierwiastki wielomianu g(x):

D = {x ∈ R : g(x) 6= 0} .

• Rozwi¡zanie równania wielomianowego
f(x) = 0.

Metody wyznaczania pierwiastków wielomianów zostaªy opisane w poprzednim rozdziale.

• Sprawdzenie, czy wyznaczone pierwiastki wielomianu f(x) nale»¡ do dziedziny równania.
Je±li tak, to s¡ one rozwi¡zaniami równania wymiernego.

Równanie wymierne nie mo»e mie¢ wi¦cej rozwi¡za« ni» wynosi stopie« wielomianu w liczniku!

Przykªad 5.34. Rozwi¡za¢ równanie wymierne

19x− 57
x2 + x− 12

+
5x
x+ 4

= 6.

Rozwi¡zanie:

• Wyznaczamy dziedzin¦ równania

D =
{
x ∈ R : x2 + x− 12 6= 0 i x+ 4 6= 0

}
.

Zauwa»my, »e
x2 + x− 12 = (x+ 4) · (x− 3) 6= 0 ⇐⇒ x 6= −4 i x 6= 3,

zatem
D = R \ {−4, 3}.

• Przeksztaªcamy równanie do postaci podanej w de�nicji równania wymiernego

19x− 57
x2 + x− 12

+
5x
x+ 4

= 6 ⇐⇒ 19x− 57
(x+ 4) · (x− 3)

+
5x(x− 3)

(x+ 4) · (x− 3)
− 6(x2 + x− 12)

(x+ 4) · (x− 3)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ 19x− 57 + 5x2 − 15x− 6x2 − 6x+ 72
(x+ 4) · (x− 3)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ −x2 − 2x+ 15
(x+ 4) · (x− 3)

= 0.

• Zapisujemy wielomian w liczniku w postaci iloczynowej i rozwi¡zujemy równanie wielomianowe

−x2 − 2x+ 15 = 0 ⇐⇒ −(x+ 5)(x− 3) = 0 ⇐⇒ x = −5 lub x = 3.

• Sprawdzamy, czy otrzymane rozwi¡zania równania wielomianowego nale»¡ do dziedziny

x = −5 ∈ D i x = 3 6∈ D,

zatem równanie wymierne ma tylko jedno rozwi¡zanie

x = −5.
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Nierówno±ci¡ wymiern¡ nazywamy nierówno±¢ postaci

f(x)
g(x)

< 0,
f(x)
g(x)

¬ 0,
f(x)
g(x)

> 0,
f(x)
g(x)

­ 0.

gdzie f(x) i g(x) s¡ wielomianami (lub ka»d¡ nierówno±¢, któr¡ mo»na sprowadzi¢ do takiej postaci).

Zanim rozpoczniemy omawianie nierówno±ci wymiernych, zauwa»my nast¦puj¡cy fakt:

f(x)
g(x) < 0 ⇐⇒ f(x) · g(x) < 0,

f(x)
g(x) ¬ 0 ⇐⇒ f(x) · g(x) ¬ 0 i g(x) 6= 0,

f(x)
g(x) > 0 ⇐⇒ f(x) · g(x) > 0,

f(x)
g(x) ­ 0 ⇐⇒ f(x) · g(x) ­ 0 i g(x) 6= 0.

Wynika st¡d, »e nierówno±ci wymierne mo»na sprowadzi¢ do nierówno±ci wielomianowych, poniewa» iloczyn
f(x) · g(x) jest wielomianem. Musimy tylko uzwgl¦dni¢ dziedzin¦ nierówno±ci.

Przykªad 5.35. Rozwi¡za¢ nierówno±¢ wymiern¡

19x− 57
x2 + x− 12

+
5x
x+ 4

¬ 6.

Rozwi¡zanie:

• Dziedzin¦ wyra»enia wymiernego po lewej stronie nierówno±ci wyznaczyli±my w przykªadzie 5.34:

D = R \ {−4, 3}.

• Wykorzystuj¡c równie» przeksztaªcenia z tego przykªadu zapisujemy nierówno±¢ w postaci podanej w de-
�nicji nierówno±ci wymiernych

19x− 57
x2 + x− 12

+
5x
x+ 4

¬ 6 ⇐⇒ −x2 − 2x+ 15
(x+ 4) · (x− 3)

¬ 0.

• Nast¦pnie zamieniamy nierówno±¢ wymiern¡ na równowa»n¡ posta¢ wielomianow¡

−x2 − 2x+ 15
(x+ 4) · (x− 3)

¬ 0 ⇐⇒
(
−x2 − 2x+ 15

)
· (x+ 4) · (x− 3) ¬ 0, x ∈ D.

• Rozwi¡zujemy teraz w znany ju» sposób nierówno±¢ wielomianow¡(
−x2 − 2x+ 15

)
· (x+4) · (x−3) ¬ 0 ⇐⇒ −(x+5)(x+4)(x−3)2 ¬ 0 ⇐⇒ x ∈ 〈−5,−4〉∪{3}.

• Porównujemy otrzymany zbiór rozwi¡za« nierówno±ci wielomianowej z dziedzin¡ i jako zbiór rozwi¡za«
rozwa»anej nierówno±ci wymiernej otrzymujemy przedziaª

〈−5,−4) .
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5.4 Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

Rozwa»my dowolny k¡t oraz okr¡g o ±rodku w wierzchoªku k¡ta. Miar¡ ªukow¡ k¡ta nazywamy stosunek dªu-
go±ci l ªuku okr¦gu, na którym oparty jest k¡t, do promienia r okr¦gu.
Jednostk¡ miary ªukowej k¡ta jest radian. Jest to miara k¡ta opartego na ªuku okr¦gu o dªugo±ci równej promie-
niowi. Jeden radian to w przybli»eniu 57,3◦. Mi¦dzy miar¡ stopniow¡ a miar¡ ªukow¡ k¡ta zachodz¡ zale»no±ci

α [rad] =
α◦ · π
180◦

i α◦ =
α [rad] · 180◦

π

Mówimy, »e k¡t jest w poªo»eniu standardowym, je»eli jego wierzchoªek le»y w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦d-
nych, a rami¦ pocz¡tkowe na dodatniej cz¦±ci osi Ox. K¡ty mierzone od osi Ox w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara nazywamy k¡tami dodatnimi, a w kierunku zgodnym � ujemnymi. Znane de�nicje
funkcji trygonometrycznych k¡ta ostrego w trójk¡cie prostok¡tnym mo»emy uogólni¢ na dowolne k¡ty skierowane
(rozwarte, ujemne).

De�nicja 5.36. Niech α b¦dzie miar¡ dowolnego k¡ta skierowanego w poªo»eniu standardowym w okr¦gu o pro-
mieniu r i niech (x, y) oznaczaj¡ wspóªrz¦dne punktu przeci¦cia okr¦gu z ramieniem ko«cowym k¡ta. Funkcje
trygonometryczne k¡ta o mierze α s¡ okre±lone wzorami:

sinα =
y

r
, cosα =

x

r
, tgα =

y

x
dla x 6= 0, ctgα =

x

y
dla y 6= 0.

Z twierdzenia Talesa wynika, »e warto±ci tych funkcji nie zale»¡ od promienia r.

Funkcje sinus i cosinus s¡ okre±lone dla dowolnego k¡ta skierowanego α. Wprost z de�nicji tych funkcji wynikaj¡
nast¦puj¡ce nierówno±ci

−1 ¬ sinα ¬ 1 i − 1 ¬ cosα ¬ 1.

Natomiast funkcja tangens jest okre±lona je±li x 6= 0, czyli dla k¡tów α 6= π
2 +kπ, gdzie k ∈ Z. Podobnie, funkcja

cotangens jest okre±lona je±li y 6= 0, czyli dla k¡tów α 6= kπ, gdzie k ∈ Z.

Z de�nicji funkcji trygonometrycznych wynika, »e funkcja cosinus jest parzysta, natomiast pozostaªe funkcje s¡
nieparzyste.

Podobnie, oczywistym wnioskiem z de�nicji funkcji trygonometrycznych jest ich okresowo±¢, przy czym funkcje
sinus i cosinus maj¡ okres 2π, a funkcje tangens i cotanges okres π.

�atwo uzasadniamy, »e funkcje trygonometryczne s¡ monotoniczne w przedziaªach
(
k · π2 , (k + 1) · π2

)
, gdzie

k ∈ Z. Przykªadowo funkcje sinus i tangens s¡ rosn¡ce, a funkcje cosinus i cotangens malej¡ce na przedziale(
0, π2

)
. Rozwa»aj¡c kolejne przedziaªy tego typu i uwzgl¦dniaj¡c okresowo±¢ funkcji trygonometrycznych mo»emy

okre±li¢ ich monotoniczno±¢.

+ Zach¦camy do eksperymentowania z przeksztaªceniami wykresów funkcji sinus i cosinus przy u»yciu apletu
GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/Gqwvwqka.

Zadanie: Jako zadanie zostawiam Pa«stwu przypomnienie sobie:

• warto±ci funkcji trygonometrycznych dla podstawowych k¡tów;

• wzorów redukcyjnych;

• funkcji sumy i ró»nicy k¡tów;

• funkcji podwojonego k¡ta;

• sumy i ró»nicy funkcji trugonometrycznych.

+ Do powtórki polecamy podr¦cznik M. Gewerta i Z. Skoczylasa Wst¦p do Analizy i Algebry : https://gis.
wroc.pl/pdf/wwa_03www.pdf.
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Równaniem trygonometrycznym nazywamy równanie, w którym niewiadoma wyst¦puje tylko w wyra»eniach
b¦d¡cych argumentami funkcji trygonometrycznych. Rozwi¡zywanie równania rozpoczynamy od okre±lenia jego
dziedziny. Nast¦pnie najcz¦±ciej sprowadza si¦ je do postaci podstawowej, tzn.

sinx = a, cosx = a, tg x = a, ctg x = a.

+ Zach¦camy do zapoznania si¦ z gra�czn¡ interpretacj¡ podstawowych równa« trygonometrycznych przy u»y-
ciu apletu GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/PzPmpSun.

Podobnie post¦pujemy w przypadku nierówno±ci trygonometrycznych. Istotn¡ rol¦ odgrywa przy tym okresowo±¢
i monotoniczno±¢ funkcji trygonometrycznych.

5.4.1 Funkcje cyklometryczne

Z Uwagi 4.18 i wªasno±ci funkcji trygonometrycznych otrzymujemy natychmiast nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 5.37.

a) Funkcja sinus jest rosn¡ca na przedziale
〈
−π2 ,

π
2

〉
oraz obrazem tego przedziaªu jest przedziaª 〈−1, 1〉, co

zapisujemy: sin
(〈
−π2 ,

π
2

〉)
= 〈−1, 1〉.

Funkcja

sin :
〈
−π

2
,
π

2

〉
−→ 〈−1, 1〉

jest zatem odwracalna.

b) Funkcja cosinus jest malej¡ca na przedziale 〈0, π〉 oraz obrazem tego przedziaªu jest przedziaª 〈−1, 1〉, co
zapisujemy: cos

(
〈0, π〉

)
= 〈−1, 1〉.

Funkcja
cos : 〈0, π〉 −→ 〈−1, 1〉

jest zatem odwracalna.

c) Funkcja tangens jest rosn¡ca na przedziale
(
−π2 ,

π
2

)
oraz obrazem tego przedziaªu jest zbiór liczb rzeczy-

wistych, co zapisujemy: tg
((
−π2 ,

π
2

) )
= R.

Funkcja

tg :
(
−π

2
,
π

2

)
−→ R

jest zatem odwracalna.

d) Funkcja cotangens jest malej¡ca na przedziale (0, π) oraz obrazem tego przedziaªu jest zbiór liczb rzeczy-

wistych, co zapisujemy: ctg
(

(0, π)
)

= R.
Funkcja

ctg : (0, π) −→ R

jest zatem odwracalna.

Podsumowuj¡c, powy»sze zacie±nienia (restrykcje) funkcji trygonometrycznych s¡ bijekcjami, zatem s¡ odwra-
calne i maj¡ funkcje odwrotne. Funkcje odwrotne odpowiednich restrykcji funkcji trygonometrycznych nazy-
wamy funkcjami cyklometrycznymi lub koªowymi.

Podstawowe wªasno±ci funkcji cyklometrycznych, przedstawione poni»ej, wynikaj¡ z ogólnych zale»no±ci mi¦dzy
funkcjami wzajemnie odwrotnymi (np. zob. twierdzenie 4.19) oraz z wªasno±ci restrykcji odpowiedniej funkcji
trygonometrycznej.

De�nicja 5.38. [Funkcja arcus sinus]
Funkcj¦ odwrotn¡ funkcji sin :

〈
−π2 ,

π
2

〉
→ 〈−1, 1〉 nazywamy arcusem sinusem:

arc sin :
{
〈−1, 1〉 −→ R

x 7−→ arc sin(x).
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Dziedzin¡ funkcji arcus sinus jest zatem przedziaª Darc sin = 〈−1, 1〉, a zbiór warto±ci to Warc sin =
〈
−π2 ,

π
2

〉
.

Wykres funkcji arcus sinus (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgl¦dem prostej y = x wykresu
zacie±nionej funkcji sinus (zielony).

x

y

−3 −2 −π2 −1 π
21 2

−1

π
2

1

−π2

y = sin(x)

y = arc sin(x)

Bezpo±rednio z de�nicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢

arc sinx = y ⇐⇒ sin y = x dla x ∈ 〈−1, 1〉 , y ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉
.

Wynika st¡d przykªadowo, »e

arc sin
(

1
2

)
=
π

6
, poniewa» sin

(π
6

)
=

1
2

i
π

6
∈
〈
−π

2
,
π

2

〉
.

Ponadto z faktu, »e zªo»enie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identyczno±ci¡ (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy (

sin ◦ arc sin
)
(x) = sin

(
arc sinx

)
= x dla x ∈ 〈−1, 1〉

oraz (
arc sin ◦ sin

)
(x) = arc sin

(
sinx

)
= x dla x ∈

〈
−π

2
,
π

2

〉
.

Lemat 5.39. [Wªasno±ci funkcji arcus sinus]

• Funkcja arcus sinus jest bijekcj¡, czyli w szczególno±ci jest ró»nowarto±ciowa.

• Funkcja arcus sinus jest funkcj¡ rosn¡c¡ jako funkcja odwrotna rosn¡cego zacie±nienia sinusa.

• Funkcja arcus sinus jest funkcj¡ nieparzyst¡, tzn.

arc sin(−x) = − arc sin(x) dla ka»dego x ∈ 〈−1, 1〉 .

• Funkcja arcus sinus jest funkcj¡ ograniczon¡, tzn.

| arc sin(x)| ¬ π

2
dla ka»dego x ∈ 〈−1, 1〉 .
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De�nicja 5.40. [Funkcja arcus cosinus]
Funkcj¦ odwrotn¡ funkcji cos : 〈0, π〉 → 〈−1, 1〉 nazywamy arcusem cosinusem:

arc cos :
{
〈−1, 1〉 −→ R

x 7−→ arc cos(x).

Dziedzin¡ funkcji arcus cosinus jest zatem przedziaª Darc cos = 〈−1, 1〉, a zbiór warto±ci to Warc cos = 〈0, π〉.

Wykres funkcji arcus cosinus (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgl¦dem prostej y = x wykresu
zacie±nionej funkcji cosinus (zielony).

x

y

−3 −2 −1 π
21 2 3 π

−1

1

π
2

2

3

π

y = cos(x)

y = arc cos(x)

Bezpo±rednio z de�nicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢

arc cosx = y ⇐⇒ cos y = x dla x ∈ 〈−1, 1〉 , y ∈ 〈0, π〉 .

Wynika st¡d przykªadowo, »e

arc cos
(
−1

2

)
=

2π
3
, poniewa» cos

(
2π
3

)
= −1

2
i

2π
3
∈ 〈0, π〉 .

Ponadto z faktu, »e zªo»enie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identyczno±ci¡ (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy (

cos ◦ arc cos
)
(x) = cos

(
arc cosx

)
= x dla x ∈ 〈−1, 1〉

oraz (
arc cos ◦ cos

)
(x) = arc cos

(
cosx

)
= x dla x ∈ 〈0, π〉 .

Lemat 5.41. [Wªasno±ci funkcji arcus cosinus]

• Funkcja arcus cosinus jest bijekcj¡, czyli w szczególno±ci jest ró»nowarto±ciowa.

• Funkcja arcus cosinus jest funkcj¡ malej¡c¡ jako funkcja odwrotna malej¡cego zacie±nienia cosinusa.

• Funkcja arcus cosinus jest funkcj¡ ograniczon¡, tzn.

0 ¬ arc cos(x) ¬ π dla ka»dego x ∈ 〈−1, 1〉 .

Funkcja arcus cosinus nie jest funkcj¡ parzyst¡ ani nieparzyst¡, jej wykres nie jest symetryczny ani wzgl¦dem
osi Oy, ani wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych!
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De�nicja 5.42. [Funkcja arcus tangens]
Funkcj¦ odwrotn¡ funkcji tg :

(
−π2 ,

π
2

)
→ R nazywamy arcusem tangensem:

arctg :
{

R −→ R
x 7−→ arctg(x).

Dziedzin¡ funkcji arcus tangens jest zbiór liczb rzeczywistych Darctg = R, a zbiór warto±ci toWarctg =
(
−π2 ,

π
2

)
.

Wykres funkcji arcus tangens (niebieski) powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgl¦dem prostej y = x wykresu
zacie±nionej funkcji tangens (zielony).

x

y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

−π2−π− 3
2π

π
2 π

3
2π

π
2

−π2

−π

π

−5

−4

−3

−2

−1

y = tg(x)

y = arctg(x)

Bezpo±rednio z de�nicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢

arctg x = y ⇐⇒ tg y = x dla x ∈ R, y ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Wynika st¡d przykªadowo, »e

arctg
(√

3
)

=
π

3
, poniewa» tg

(π
3

)
=
√

3 i
π

3
∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Ponadto z faktu, »e zªo»enie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identyczno±ci¡ (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy (

tg ◦ arctg
)
(x) = tg

(
arctg x

)
= x dla x ∈ R

oraz (
arctg ◦ tg

)
(x) = arctg

(
tg x

)
= x dla x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
.

Wynika st¡d przykªadowo, »e(
arctg ◦ tg

)
(3) = arctg

(
tg 3
)

= arctg
(

tg(3− π)
)

= 3− π,

poniewa»

tg(3− π) = tg 3 i 3− π ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.
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Lemat 5.43. [Wªasno±ci funkcji arcus tangens]

• Funkcja arcus tangens jest bijekcj¡, czyli w szczególno±ci jest ró»nowarto±ciowa.

• Funkcja arcus tangens jest funkcj¡ rosn¡c¡ jako funkcja odwrotna rosn¡cego zacie±nienia tangensa.

• Funkcja arcus tangens jest funkcj¡ nieparzyst¡, tzn.

arctg(−x) = − arctg(x) dla ka»dego x ∈ R.

• Funkcja arcus tangens jest funkcj¡ ograniczon¡, tzn.

| arctg(x)| < π

2
dla ka»dego x ∈ R.

De�nicja 5.44. [Funkcja arcus cotangens]
Funkcj¦ odwrotn¡ funkcji ctg : (0, π)→ R nazywamy arcusem cotangensem:

arcctg :
{

R −→ R
x 7−→ arcctg(x).

Dziedzin¡ funkcji arcus cotangens jest zbiór liczb rzeczywistychDarcctg = R, a zbiór warto±ci toWarcctg = (0, π).

Wykres funkcji arcus cotangens powstaje poprzez odbicie symetryczne wzgl¦dem prostej y = x wykresu zacie-
±nionej funkcji cotangens.

Zadanie: Narysowa¢ wykres funkcji cotangens i arcus cotangens wykorzystuj¡c program GeoGebra.

Bezpo±rednio z de�nicji funkcji odwrotnej otrzymujemy nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢

arcctg x = y ⇐⇒ ctg y = x dla x ∈ R, y ∈ (0, π) .

Wynika st¡d przykªadowo, »e

arcctg
(
−
√

3
)

=
5π
6
, poniewa» ctg

(
5π
6

)
= −
√

3 i
5π
6
∈ (0, π).

Ponadto z faktu, »e zªo»enie funkcji wzajemnie odwrotnych jest identyczno±ci¡ (zob. twierdzenie 4.15) otrzy-
mujemy (

ctg ◦ arcctg
)
(x) = ctg

(
arcctg x

)
= x dla x ∈ R

oraz (
arcctg ◦ ctg

)
(x) = arcctg

(
ctg x

)
= x dla x ∈ (0, π) .

Wynika st¡d przykªadowo, »e

arcctg
(

ctg
(
−π

6

))
= arcctg

(
ctg
(
π − π

6

))
= arcctg

(
ctg

5π
6

)
=

5π
6
,

poniewa»

ctg
5π
6

= ctg
(
π − π

6

)
= ctg

(
−π

6

)
i

5π
6
∈ (0, π).

Lemat 5.45. [Wªasno±ci funkcji arcus cotangens]

• Funkcja arcus cotangens jest bijekcj¡, zatem w szczególno±ci jest ró»nowarto±ciowa.

• Funkcja arcus cotangens jest funkcj¡malej¡c¡ jako funkcja odwrotna malej¡cego zacie±nienia cotangensa.
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• Funkcja arcus cotangens jest funkcj¡ ograniczon¡, tzn.

0 < arcctg(x) < π dla ka»dego x ∈ R.

Funkcja arcus cotangens nie jest funkcj¡ parzyst¡ ani nieparzyst¡, jej wykres nie jest symetryczny ani wzgl¦dem
osi Oy, ani wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych!

Wykresy funkcji cyklometrycznych otrzymujemy odbijaj¡c wykres rozwa»anej funkcji trygonometrycznej w od-
powiednich przedziaªach wzgl¦dem prostej o równaniu y = x. Oczywi±cie mo»na odbi¢ wykres caªej funkcji
trygonometrycznej rozwa»anej na R, a nie tylko jej zacie±nienia. Otrzymamy wtedy krzywe, które �wij¡ si¦�
(sinus i cosinus) wokóª osi Oy, ale nie b¦d¡ to wykresy funkcji. �atwo jednak zauwa»y¢, »e mo»na tak»e odwra-
ca¢ funkcje trygonometryczne na innych, ni» podane, przedziaªach, np. funkcj¦ cosinus rozwa»an¡ na przedziale
〈π, 2π〉. Tak otrzymane funkcje odwrotne ró»ni¡ si¦ od powy»ej zde�niowanych o staª¡ i/lub znak. W zwi¡zku
z tym faktem, aby szczególnie wyró»ni¢ powy»ej zde�niowane funkcje cyklometryczne nazywamy je czasami
warto±ciami gªównymi funkcji cyklometrycznych.

+ Zach¦camy do eksperymentowania z funkcj¡ sinus i jej zacie±nieniami do ró»nych przedziaªów wykorzystuj¡c
aplet GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/dzj4dqfj.
Nale»y ustawi¢ maksymalny przedziaª, na którym zacie±nienie sinusa jest injekcj¡!

To»samo±ci cyklometryczne

Mi¦dzy funkcjami cyklometrycznymi (podobnie jak mi¦dzy funkcjami trygonometrycznymi) zachodzi wiele
zwi¡zków, które przez analogi¦ mo»emy nazwa¢ wzorami cyklometrycznymi.
Niektóre z nich, jak dwie pierwsze to»samo±ci cyklometryczne podane poni»ej, mo»na bardzo ªatwo uzasadni¢
gra�cznie. Przykªadowo, przesuwaj¡c �do góry� wykres funkcji arcus sinus o wektor ~v =

[
0, π2

]
, a nast¦pnie

przeksztaªcaj¡c go przez symetri¦ osiow¡ wzgl¦dem osi Oy otrzymujemy wykres funkcji arcus cosinus. Podobnie
post¦puj¡c z wykresem funkcji arcus tangens otrzymujemy wykres funkcji arcus cotangens.
Ale te» w uzasadnieniu mo»na wykorzysta¢ wzory redukcyjne

sin
(π

2
− x
)

= cosx oraz tg
(π

2
− x
)

= ctg x.

Bardziej skomplikowane to»samo±ci cyklometryczne mo»na uzasadnia¢ wykorzystuj¡c rachunek ró»niczkowy
(zob. wykªad z Analizy Matematycznej 1 ).

Podstawowe to»samo±ci dotycz¡ce funkcji cyklometrycznych:

¶ arc sinx+ arc cosx = π
2 dla x ∈ 〈−1, 1〉.

· arctg x+ arcctg x = π
2 dla x ∈ R.

¸ arc sinx = arc cos
√

1− x2 dla x ∈ 〈0, 1〉.

¹ arc sinx = − arc cos
√

1− x2 dla x ∈ 〈−1, 0〉.

º arctg x = arc cos 1√
1+x2 dla x ∈ (0,+∞).

» arctg x = arcctg 1
x dla x ∈ (0,+∞).
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5.5 Funkcje wykªadnicze

De�nicja 5.46. Niech a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞). Funkcj¡ wykªadnicz¡ o podstawie a nazywamy funkcj¦ okre±lon¡
wzorem

f :

{
R −→ (0,+∞)

x 7−→ ax.

Szczególnym przypadkiem funkcji wykªadniczej jest funkcja eksponencjalna, czyli funkcja wykªadnicza o pod-
stawie równej liczbie Eulera (Nepera) e = 2,71828182 . . . � jednej z najbardziej znanych liczb niewymiernych.
Funkcja eksponencjalna ma swoje wªasne specjalne oznaczenie ex = exp(x).

x

y

1

2

3

4

5

6

7

8

-3 -2 -1 1 2 3

(
1
2

)x
10x ex

2x

Zauwa»my, »e wykresy funkcji y = ax i y =
(

1
a

)x
s¡ symetryczne wzgl¦dem osi Oy. Wynika to z zale»no±ci(

1
a

)x
= a−x.

Przedstawimy teraz kilka podstawowych wªasno±ci funkcji wykªadniczej o szczególnym, praktycznym znaczeniu.
B¦dziemy je cz¦sto wykorzystywa¢, mi¦dzy innymi przy rozwi¡zywaniu równa« i nierówno±ci wykªadni-
czych.

Wªasno±¢ 5.47. Dziedzin¡ funkcji wykªadniczej jest zatem zbiór liczb rzeczywistych (Dexp = R), natomiast
jej zbiorem warto±ci jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich (Wexp = R+).

Innymi sªowy, funkcja wykªadnicza nigdy nie przyjmuje warto±ci zero i warto±ci ujemnych

∀x∈R ax > 0.

Zbiór warto±ci funkcji wykªadniczej mo»na opisa¢ jeszcze dokªadniej.

Wªasno±¢ 5.48. Niech f(x) = ax b¦dzie funkcj¡ wykªadnicz¡.

a) Je±li 0 < a < 1, to

ax > 1 ⇐⇒ x < 0 oraz 0 < ax < 1 ⇐⇒ x > 0.

b) Je±li a > 1, to

ax > 1 ⇐⇒ x > 0 oraz 0 < ax < 1 ⇐⇒ x < 0.
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Wªasno±¢ 5.49. Funkcja wykªadnicza jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡ (injekcj¡).
Oznacza to, »e dla wszystkich liczb rzeczywistych x1, x2 ∈ R speªniony jest jeden z dwóch równowa»nych
warunków:

a) x1 6= x2 =⇒ ax1 6= ax2 ;

b) ax1 = ax2 =⇒ x1 = x2.

Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji wykªadniczej wykorzystujemy do rozwi¡zywania równa« wykªadniczych, czyli
równa«, w których niewiadoma wyst¦puje tylko w wykªadnikach pot¦g. Rozwi¡zywanie równania rozpoczy-
namy od okre±lenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla których wszystkie wyra»enia maj¡ sens.
Nast¦pnie najcz¦±ciej doprowadzamy obie strony równania do postaci funkcji wykªadniczej o tej samej podsta-
wie, a potem korzystamy z warunku b) we Wªasno±ci 5.49.

Przykªad 5.50. Rozwi¡za¢ równanie
5

8
x

125
= 25

x
2−x · 5

x+5
3−x .

Rozwi¡zanie:

¶ Okre±lamy dziedzin¦ równania:
D = R \ {0, 2, 3}.

· Przeksztaªcamy równanie w sposób równowa»ny korzystaj¡c z Wªasno±ci 3.2 operacji pot¦gowania:

5
8
x

125
= 25

x
2−x · 5

x+5
3−x ⇐⇒ 5

8
x

53 = 5
2x

2−x · 5
x+5
3−x ⇐⇒ 5

8
x−3 = 5

2x
2−x+ x+5

3−x .

¸ Korzystamy teraz z ró»nowarto±ciowo±ci funkcji wykªadniczej f(x) = 5x (zob. Wªasno±¢ 5.49, warunek b),
czyli porównujemy wykªadniki pot¦g po obu stronach powy»szego równania:

8
x
− 3 =

2x
2− x

+
x+ 5
3− x

.

¹ Rozwi¡zujemy powy»sze równanie wymierne. Jego rozwi¡zania

x1 = 1 i x2 =
12
5

nale»¡ do wyznaczonej dziedziny i s¡ równie» rozwi¡zaniami pocz¡tkowego równania wykªadniczego.

Wªasno±¢ 5.51. Niech f(x) = ax b¦dzie funkcj¡ wykªadnicz¡.

a) Je±li 0 < a < 1, to f jest funkcj¡ malej¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ ax1 > ax2

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.

b) Je±li a > 1, to f jest funkcj¡ rosn¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ ax1 < ax2 .

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.

+ Zach¦camy do sprawdzenia wpªywu podstawy funkcji wykªadniczej na jej monotoniczno±¢ i przebieg wykresu
za pomoc¡ apletu GeoGebry: https://www.geogebra.org/m/Gd3FCGq9.
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Monotoniczno±¢ funkcji wykªadniczej wykorzystujemy do rozwi¡zywania nierówno±ci wykªadniczych, czyli
nierówno±ci, w których niewiadoma pojawia si¦ tylko w wykªadnikach pot¦g. Rozwi¡zywanie nierówno±ci, po-
dobnie jak równania, rozpoczynamy od okre±lenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla których
wszystkie wyra»enia maj¡ sens. Nast¦pnie najcz¦±ciej doprowadzamy obie strony nierówno±ci do postaci funkcji
wykªadniczej o tej samej podstawie, a potem korzystamy z odpowiednich warunków w Wªasno±ci 5.51.

Przykªad 5.52. Rozwi¡za¢ nierówno±¢(
1
64

)x−1

· 16x−4 <

(
1
4

)4x+8

.

Rozwi¡zanie:

¶ Okre±lamy dziedzin¦ nierówno±ci:
D = R.

· Przeksztaªcamy nierówno±¢ w sposób równowa»ny korzystaj¡c z Wªasno±ci 3.2 operacji pot¦gowania:(
1
64

)x−1 · 16x−4 <
(

1
4

)4x+8 ⇐⇒
(

1
43

)x−1 ·
(
42
)x−4

<
(

1
4

)4x+8 ⇐⇒

⇐⇒
(

1
4

)3x−3 ·
(

1
4

)−2x+8
<
(

1
4

)4x+8 ⇐⇒

⇐⇒
(

1
4

)3x−3−2x+8
<
(

1
4

)4x+8 ⇐⇒
(

1
4

)x+5
<
(

1
4

)4x+8
.

¸ Korzystamy teraz z faktu, »e funkcja wykªadnicza f(x) =
(

1
4

)x
jest malej¡ca (zob. Wªasno±¢ 5.51, waru-

nek a), czyli porównujemy wykªadniki pot¦g po obu stronach powy»szej nierówno±ci pami¦taj¡c o zmianie
nierówno±ci na przeciwn¡:

x+ 5 > 4x+ 8

¹ Rozwi¡zujemy powy»sz¡ nierówno±¢ liniow¡

x+ 5 > 4x+ 8 ⇐⇒ −3x > 3 ⇐⇒ x < −1.

Zbiorem rozwi¡za« nierówno±ci jest przedziaª

(−∞,−1) ⊆ R.

Uwaga 5.53. Przeksztaªcenia w podpunkcie · mo»na wykona¢ tak»e w inny sposób:(
1
64

)x−1 · 16x−4 <
(

1
4

)4x+8 ⇐⇒
(
4−3
)x−1 ·

(
42
)x−4

<
(
4−1
)4x+8 ⇐⇒

⇐⇒ 4−3x+3 · 42x−8 < 4−4x−8 ⇐⇒ 4−x−5 < 4−4x−8,

a nast¦pnie skorzysta¢ z faktu, »e funkcja wykªadnicza f(x) = 4x jest rosn¡ca (zob. Wªasno±¢ 5.51, warunek b).

Uwaga 5.54. Funkcja wykªadnicza dla a > 1 ro±nie bardzo szybko, szybciej ni» jakakolwiek funkcja pot¦gowa.
Poni»sze rysunki porównuj¡ funkcj¦ wykªadnicz¡ y = 2x z funkcj¡ kwadratow¡ y = x2. Prosz¦ zwróci¢ uwag¦
jak zmienia si¦ zakres argumentów i warto±ci na kolejnych rysunkach (na ostatnim rysunku wykres funkcji
kwadratowej praktycznie pokrywa si¦ z osi¡ Ox!).
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5.5.1 Zastosowania funkcji wykªadniczej

Dlaczego tyle czasu po±wi¦camy badaniu funkcji wykªadniczej? Odpowied¹ jest prosta. Z jej pomoc¡ modelujemy
wiele zjawisk zachodz¡cych w »yciu codziennym, cho¢ nie zawsze zdajemy sobie z tego spraw¦.
Funkcj¦ wykªadnicz¡ wykorzystujemy do opisu wielko±ci, które zmieniaj¡ si¦ w staªym tempie. Oznacza to, »e
w kolejnych odcinkach czasu zwi¦kszaj¡ si¦ lub zmniejszaj¡ tyle samo razy lub o ten sam procent. Przyrost
w tempie wykªadniczym od pewnego momentu jest zdecydowanie szybszy ni» wzrost liniowy, natomiast spadek
wykªadniczy jest wolniejszy ni» spadek w tempie liniowym. Z wzrostem i spadkiem wykªadniczym mamy do
czynienia przede wszyskim w biologii, chemii, demogra�i, ekonomii i socjologii.

Przykªad 5.55. [Liczebno±¢ populacji przecinkowca cholery]
Cholera, zaka¹na choroba przewodu pokarmowego, spowodowana jest najcz¦±ciej bakteriami przecinkowca cho-
lery. Bakterie te rozmna»aj¡ si¦ wegetatywnie poprzez podziaª komórki w tempie wykªadniczym, który mo»emy
opisa¢ w sposób przybli»ony wzorem

N(t) = N0 · e1,386·t,

gdzie N0 to pocz¡tkowa liczba bakterii w obserwowanej kolonii, N(t) oznacza liczebno±¢ populacji bakterii
w chwili t, a staªa 1,386 jest charakterystyczna dla bakterii przecinkowca cholery.

Zaªó»my, »e badana przez nas kolonia przecinkowca cholery na pocz¡tku obserwacji skªada si¦ z 50 bakterii.
Oznacza to, »e po 0,6 godzinach kolonia przecinkowca b¦dzie skªadaªa si¦ z

N(0,6) = 50 · e1,386·0,6 = 50 · e0,8316 = 50 · 2,2969 ≈ 115 bakterii,

Natomiast po 3,5 godzinach w badanej kolonii b¦dzie

N(3,5) = 50 · e1,386·3,5 = 50 · e4,851 = 50 · 127,868 ≈ 6393 bakterii.

+ Zach¦camy do samodzielnych eksperymentów z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://www.geogebra.
org/m/gYJPgU6R.

Oczywi±cie, od razu nasuwa si¦ pytanie, sk¡d wiadomo, ile równa jest staªa charakteryzuj¡c¡ rozmna»anie danego
szczepu bakterii. Otó» najcz¦±ciej otrzymujemy j¡ w sposób eksperymentalny, poprzez obserwacj¦. Fachowo
nazywa si¦ to wyznaczaniem wykªadniczej krzywej regresji N(t) = N0 ·ea·t. Zaªó»my przykªadowo, »e co godzin¦
liczba bakterii w kolonii wzrasta o 20%. Wtedy liczebno±¢ populacji w chwili t obliczymy ze wzoru

N(t) = N0 · 1,2t = N0 · et·ln(1,2) ≈ N0 · e0.1823·t.

Do tego tematu jeszcze wrócimy.

Oczywi±cie, musimy pami¦ta¢, »e model opisany powy»szym wzorem nie oddaje w peªni realnej sytuacji. Bakterie
rzeczywi±cie namna»aj¡ si¦ bardzo szybko. W sprzyjaj¡cych warunkach, niektóre mog¡ si¦ dzieli¢ nawet co 20
minut. Na szcz¦±cie dla nas rozmna»anie w tempie wykªadniczym nie trwa w niesko«czono±¢. Po jakim± czasie
dochodzi do stanu wzgl¦dnej równowagi, poniewa» najcz¦±ciej pojawiaj¡ si¦ czynniki ograniczaj¡ce, takie jak
du»e nagromadzenie produktów rozkªadu lub wyczerpanie si¦ po»ywienia.
To samo dotyczy innych zjawisk zmieniaj¡cych si¦ tempie wykªadniczym, jak przebieg epidemii czy zasi¦g sieci
spoªeczno±ciowych w internecie. Nie mog¡ one wzrasta¢ nieprzerwanie, bowiem zawsze istniej¡ ograniczenia
±rodowiska czy przestrzeni, w której zachodz¡ badane procesy.
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Przykªad 5.56. [Prawo rozpadu naturalnego]
Wprzyrodzie naturalnie wyst¦puj¡ trzy izotopy w¦gla: 12C i 13C s¡ stabilne, natomiast izotop 14C jest promienio-
twórczy. W¦giel 14C jest efektem przemiany azotu 14N pod wpªywem neutronów promieniowania kosmicznego.
Izotop ten jest nast¦pnie utleniany do dwutlenku w¦gla, który wchodzi poprzez fotosyntez¦ do organicznego
obiegu w¦gla w przyrodzie. Organizm, dopóki »yje, wymienia materi¦ z otoczeniem i stosunek w¦gla radio-
aktywnego do stabilnego jest podobny do tego w atmosferze. Po ±mierci organizmu wymiana materii ustaje
i sytuacja zmienia si¦. Zawarto±¢ izotopu stabilnego 12C pozostaje staªa, natomiast izotop radioaktywny 14C
ulega rozpadowi zgodnie z prawem rozpadu naturalnego

m(t) = m0 ·
(

1
2

) t
5730

= m0 · e−
ln 2
5730 ·t = m0 · e−0,000121·t,

gdzie m0 oznacza zawarto±¢ (mas¦ lub liczb¦ atomów) izotopu w próbce pobranej w chwili (t = 0) ±mierci
organizmu, a m(t) to zawarto±¢ izotopu po t latach.
Staªa T 1

2
= 5730± 40 to czas poªowicznego rozpadu izotopu 14C, czyli czas, po którym m(t) = 1

2 m0. Natomiast
staªa λ = 0,000121 nazywana jest eksponencjaln¡ staª¡ rozpadu.
Wzór z czasem rozpadu poªowicznego, czyli w postaci funkcji wykªadniczej o podstawie 1

2 , jest bardziej intuicyjn¡
charakterystyk¡ prawa rozpadu naturalnego.

Zaªó»my teraz, »e w chwili ±mierci organizmu w badanej jego próbce byªo m0 = 500mg izotopu 14C.
Oznacza to, »e po 15 000 lat w próbce tej b¦dzie

m(15 000) = 500 · e−0,000121·15 000 = 500 · e−1,815 ≈ 81,42mg

izotopu 14C, a po 45 000 lat:

m(45 000) = 500 · e−0,000121·45 000 = 500 · e−5,445 ≈ 2,16mg.

+ Zach¦camy do samodzielnych eksperymentów z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://www.geogebra.
org/m/T8KwWEAx.

Wzór opisuj¡cy prawo rozpadu naturalnego obowi¡zuje przy zaªo»eniu, »e prawdopodobie«stwo rozpadu cz¡stek
tworz¡cych izotop jest dla ka»dej z nich jednakowe i niezale»ne oraz nie zmienia si¦ w czasie trwania procesu.

Oczywi±cie, czas rozpadu poªowicznego, a zatem tak»e staªa rozpadu jest dla ka»dego izotopu inna. Przykªadowo,
czas poªowicznego rozpadu dla polonium 210Po wynosi okoªo 138 dni.

Prawo rozpadu naturalnego jest u»ywane w tak zwanym datowaniu radiow¦glowym, czyli metodzie badania
wieku wykorzystuj¡cej pomiar stosunku izotopu promieniotwórczego 14C do izotopu stabilnego 12C zawartych
w próbce. Prosz¦ zastanowi¢ si¦, jak przeprowadza si¦ obliczenia w tej metodzie i dlaczego u»ywa si¦ izotopu
w¦gla, a nie na przykªad polonium.

Przykªad 5.57. [Regresja wykªadnicza]
W latach 90-tych XX wieku nast¡piª gwaªtowny rozwój internetu i dost¦pu do niego. Poni»sza tabela przedstawia
liczb¦ hostów komputerowych (w milionach):

1994 2,4
1997 16,1
2000 72,4
2003 171,6
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Je±li zaªo»ymy, »e wzrost jest wykªadniczy, to jak wyznaczy¢ funkcj¦, która najlepiej go opisuje?
Z pomoc¡ przychodz¡ nam programy komputerowe. Na poni»szym rysunku mo»na zobaczy¢ efekt dziaªania
programu GeoGebra i polecenia: RegresjaWykªadnicza(<ListaPunktów>). Rok 1994 jest pocz¡tkiem obserwacji,
a argument x oznacza liczb¦ lat, które upªyn¦ªy od tego roku.

Co, na podstawie tej funkcji, mo»na powiedzie¢ o obecnej liczbie hostów komputerowych? Czy zgadza si¦ ona
z rzeczywisto±ci¡?

+ Zach¦camy do samodzielnych eksperymentów z wykorzystaniem apletu GeoGebry: https://www.geogebra.
org/m/wTTQT4Ya.

5.6 Funkcje logarytmiczne

5.6.1 Logarytmy

Okre±limy najpierw poj¦cie logarytmu. Nasze rozwa»ania rozpoczniemy od twierdzenia:

Twierdzenie 5.58. [o istnieniu logarytmów]
Niech x, a ∈ R. Je±li a > 0, a 6= 1 i x > 0, to istnieje dokªadnie jedna liczba y ∈ R taka, »e ay = x.

Wynika z niego poprawno±¢ poni»szej de�nicji.

De�nicja 5.59. Niech x, a ∈ R oraz x > 0 i a > 0, a 6= 1. Logarytmem przy podstawie a z liczby x nazywamy
tak¡ liczb¦ y ∈ R, »e ay = x i oznaczamy j¡ symbolem loga x, czyli

ay = x ⇐⇒ y = loga x.

Bezpo±rednio z de�nicji otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 5.60. Dla dowolnej podstawy a > 0, a 6= 1 i dowolnej liczby x > 0 mamy:

L1: loga 1 = 0, poniewa» a0 = 1;

L2: loga a = 1, poniewa» a1 = a;
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L3: loga
1
a = −1, poniewa» a−1 = 1

a ;

L4: aloga x = x oraz loga a
x = x wprost z de�nicji logarytmu.

Przykªad 5.61. Zgodnie z poprzednim wnioskiem mamy:

log5 1 = 0, log 1
5

5 = −1, log3 3
√

10 =
√

10, 4log4 π = π.

Logarytmowanie jest operacj¡ odwrotn¡ do pot¦gowania ze wzgl¦du na wykªadnik pot¦gi. Obliczenie logarytmu
oznacza, kolokwialnie mówi¡c, ustalenie, do której pot¦gi trzeba podnie±¢ podstaw¦ logarytmu a, aby w wyniku
otrzyma¢ liczb¦ x.

Logarytm, którego podstaw¡ jest liczba 10, nazywamy logarytmem dziesi¦tnym i oznaczamy symbolem log.
Natomiast logarytm, którego podstaw¡ jest liczba e, nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy symbolem
ln:

log x := log10 x i lnx := loge x.

Wynika st¡d przykªadowo, »e

log 1000 = log 103 = 3 oraz eln 2 = 2.

Z wªasno±ci operacji pot¦gowania mo»na wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce prawa dziaªa« na logarytmach.

Wªasno±ci 5.62. Niech x, y, a, b ∈ R oraz a > 0, a 6= 1.

L5: Logarytm iloczynu:

Je±li x > 0, y > 0, to

loga(xy) = loga x + loga y.

L6: Logarytm ilorazu:

Je±li x > 0, y > 0, to

loga
x

y
= loga x − loga y.

L7: Logarytm pot¦gi:

Je±li x > 0, to

loga x
y = y loga x.

L8: Je±li x > 0 i y 6= 0, to

logay x =
1
y
· loga x.

L9: Je±li b > 0, b 6= 1, to

loga b =
1

logb a
.
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L10: Zamiana podstawy logarytmu:

Jesli b > 0, b 6= 1 i x > 0, to

loga x =
logb x
logb a

.

Przykªad 5.63. Korzystaj¡c z podanych wy»ej wªasno±ci obliczamy:

¶ log5
1

125
= log5 5−3 L7= −3 · log5 5 L2= −3.

· log 1
7

49
√

7 = log 1
7

72 · 7 1
2 = log 1

7
7

5
2 = log7−1 7

5
2
L8= −1 · log7 7

5
2
L7= −1 · 5

2
· log7 7 L2= −5

2
.

¸ 5 log3 6− 2 log3 4− log3 18 L7= log3 65 −
(
log3 42 + log3 18

) L5= log3 65 − log3

(
42 · 18

) L6=
= log3

65

42 · 18
= log3

25 · 35

24 · 2 · 32 = log3 33 L4= 3.

¹
log5 256− log5 16

log5 8− log5 2
L6=

log5
256
16

log5
8
2

=
log5 16
log5 4

L10= log4 16 = log4 42 L4= 2.

5.7 De�nicja i wªasno±ci funkcji logarytmicznej

Funkcja logarytmiczna (a wªa±ciwie rodzina funkcji logarytmicznych o ró»nych podstawach) jest jedn¡ z pod-
stawowych funkcji elementarnych.

De�nicja 5.64. Niech a ∈ (0, 1)∪ (1,+∞). Funkcj¡ logarytmiczn¡ o podstawie a nazywamy funkcj¦ okre±lon¡
wzorem

f :

{
(0,+∞) −→ R

x 7−→ loga x.

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8

-3

-2

-1

1

2

3

log2 x

ln x

log10 x

log 1
2
x

Zauwa»my, »e wykresy funkcji f(x) = loga x i f(x) = log 1
a
x s¡ symetryczne wzgl¦dem osi Ox. Wynika to

z zale»no±ci (L8) log 1
a
x = − loga x we Wªasno±ciach 5.62.
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Bezpo±rednio z de�nicji funkcji logarytmicznej dostajemy

Wniosek 5.65. Niech a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞). Je±li f(x) = loga x jest funkcj¡ logarytmiczn¡ o podstawie a oraz
g(x) = ax jest funkcj¡ wykªadnicz¡ o tej samej podstawie a, to f = g−1.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7 y = x
y = ex

y = lnx

Inaczej mówi¡c, funkcja logarytmiczna jest funkcj¡ odwrotn¡ funkcji wykªadniczej o tej samej podstawie i na
odwrót, a ich wykresy s¡ symetryczne wzgl¦dem prostej o równaniu y = x.
+ Zach¦camy do sprawdzenia tego faktu dla ró»nych podstaw wykorzystuj¡c aplet GeoGebry: https://www.
geogebra.org/m/aFUeCC9y.

Zªo»enie funkcji logarytmicznej z funkcj¡ wykªadnicz¡ o tej samej podstawie jest zatem identyczno±ci¡, czyli

f ◦ g = idR oraz g ◦ f = idR+ .

Zapisuj¡c powy»sze równo±ci z zastosowaniem argumentów dostajemy znane nam ju» to»samo±ci (L4) we Wnio-
sku 5.60.

Przedstawimy teraz kilka podstawowych wªasno±ci funkcji logarytmicznej o szczególnym, praktycznym znacze-
niu. B¦dziemy je cz¦sto wykorzystywa¢, mi¦dzy innymi przy rozwi¡zywaniu równa« i nierówno±ci logarytmicz-
nych.

Wªasno±¢ 5.66. Dziedzin¡ funkcji logarytmicznej jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich (Dlog = (0,+∞)),
natomiast jej zbiorem warto±ci jest caªy zbiór liczb rzeczywistych (Wlog = R).

Funkcja logarytmiczna ma dokªadnie jedno miejsce zerowe x = 1 dla ka»dej podstawy a:

f(x) = loga x = 0 ⇐⇒ x = 1.

Zbiór warto±ci funkcji logarytmicznej mo»na opisa¢ jeszcze dokªadniej.

Wªasno±¢ 5.67. Niech f(x) = loga x b¦dzie funkcj¡ logarytmiczn¡.

a) Je±li 0 < a < 1, to

loga x > 0 ⇐⇒ 0 < x < 1 oraz loga x < 0 ⇐⇒ x > 1.

b) Je±li a > 1, to

loga x < 0 ⇐⇒ 0 < x < 1 oraz loga x > 0 ⇐⇒ x > 1.
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Wªasno±¢ 5.68. Funkcja logarytmiczna jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡ (injekcj¡).
Oznacza to, »e dla wszystkich liczb rzeczywistych x1, x2 ∈ (0,+∞) speªniony jest jeden z dwóch równowa»nych
warunków:

a) x1 6= x2 =⇒ loga x1 6= loga x2;

b) loga x1 = loga x2 =⇒ x1 = x2.

Ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji logarytmicznej wykorzystujemy do rozwi¡zywania równa« logarytmicznych, czyli
równa«, w których niewiadoma wyst¦puje tylko jako argument logarytmu lub w jego podstawie. Rozwi¡zywanie
równania rozpoczynamy od okre±lenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb rzeczywistych, dla których wszystkie wy-
ra»enia maj¡ sens. Nast¦pnie najcz¦±ciej doprowadzamy obie strony równania do postaci funkcji logarytmicznej
o tej samej podstawie, a potem korzystamy z warunku b) we Wªasno±ci 5.68. Przykªadowo, je±li log2 x = log2

1
8 ,

to x = 1
8 .

Przykªad 5.69. Rozwi¡za¢ równanie

log3(x+ 3) + 1 = log3(x+ 2).

Rozwi¡zanie:

¶ Okre±lamy dziedzin¦ równania:
D = (−2,+∞)

uwzgl¦dniaj¡c warunki: x+ 2 > 0 i x+ 3 > 0.

· Przeksztaªcamy równanie w sposób równowa»ny korzystaj¡c z Wniosku 5.60 i Wªasno±ci 5.62 operacji
logarytmowania:

log3(x+3)+1 = log3(x+2) ⇐⇒ log3(x+3)+log3 3 = log3(x+2) ⇐⇒ log3 3(x+3) = log3(x+2).

¸ Korzystamy teraz z ró»nowarto±ciowo±ci funkcji logarytmicznej f(x) = log3 x (zob. Wªasno±¢ 5.68, waru-
nek b), czyli porównujemy argumenty logarytmów po obu stronach powy»szego równania:

3(x+ 3) = x+ 2.

¹ Rozwi¡zujemy powy»sze równanie liniowe. Jego rozwi¡zanie

x = −7
2

nie nale»y jednak do wyznaczonej dziedziny. Wynika st¡d, »e pocz¡tkowe równanie logarytmiczne jest
sprzeczne.

Wªasno±¢ 5.70. Niech f(x) = loga x b¦dzie funkcj¡ logarytmiczn¡ o podstawie a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞).

a) Je±li 0 < a < 1, to f jest funkcj¡ malej¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ loga x1 > loga x2

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.

b) Je±li a > 1, to f jest funkcj¡ rosn¡c¡, tzn.

x1 < x2 =⇒ loga x1 < loga x2.

dla wszystkich liczb x1, x2 ∈ R.
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5.7 De�nicja i wªasno±ci 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

Monotoniczno±¢ funkcji logarytmicznej wykorzystujemy do rozwi¡zywania nierówno±ci logarytmicznych, czyli
nierówno±ci, w których niewiadoma pojawia si¦ tylko jako argument logarytmu lub w jego podstawie. Rozwi¡-
zywanie nierówno±ci, podobnie jak równania, rozpoczynamy od okre±lenia jego dziedziny, czyli zbioru liczb
rzeczywistych, dla których wszystkie wyra»enia maj¡ sens. Nast¦pnie najcz¦±ciej doprowadzamy obie strony
nierówno±ci do postaci funkcji logarytmicznej o tej samej podstawie, a potem korzystamy z odpowiednich wa-
runków w Wªasno±ci 5.70. Przykªadowo, je±li log2 x > log2 8, to x > 8 lub je±li log 1

2
x ¬ log 1

2
16, to x ­ 16.

Przykªad 5.71. Rozwi¡za¢ nierówno±¢

log 1
4
(x+ 1) + 2 log4 x > −1

2
.

Rozwi¡zanie:

¶ Okre±lamy dziedzin¦ nierówno±ci:
D = R+ = (0,+∞)

uwzgl¦dniaj¡c warunki x+ 1 > 0 i x > 0.

· Przeksztaªcamy nierówno±¢ w sposób równowa»ny korzystaj¡c z Wniosku 5.60 i Wªasno±ci 5.62 operacji
logarytmowania:

log 1
4
(x+ 1) + 2 log4 x > − 1

2 ⇐⇒ log 1
4
(x+ 1) − 2 log 1

4
x > log 1

4

(
1
4

)− 1
2 ⇐⇒

⇐⇒ log 1
4
(x+ 1) − log 1

4
x2 > log 1

4
2 ⇐⇒

⇐⇒ log 1
4

x+1
x2 > log 1

4
2.

¸ Korzystamy teraz z faktu, »e funkcja logarytmiczna f(x) = log 1
4
x jest malej¡ca (zob. Wªasno±¢ 5.70, wa-

runek a), czyli porównujemy argumenty logarytmów po obu stronach powy»szej nierówno±ci pami¦taj¡c
o zmianie nierówno±ci na przeciwn¡:

x+ 1
x2 < 2

¹ Rozwi¡zujemy powy»sz¡ nierówno±¢ wymiern¡

x+ 1
x2 < 2 ⇐⇒ 2x2−x−1 > 0 ⇐⇒ 2

(
x+

1
2

)
·(x−1) > 0 ⇐⇒ x ∈

((
−∞,−1

2

)
∪ (1,+∞)

)
.

Uwzgl¦dniaj¡c wcze±niej wyznaczon¡ dziedzin¦ otrzymujemy, »e zbiorem rozwi¡za« nierówno±ci logaryt-
micznej jest przedziaª

(1,+∞).

Uwaga 5.72. Funkcja logarytmiczna o podstawie a > 1 jest rosn¡ca. Ro±nie jednak bardzo powoli, co mo»na
zaobserwowa¢ na poni»szych rysunkach porównuj¡cych j¡ z funkcj¡ y = x i y =

√
x.
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5.8 Pewne funkcje nieelementarne 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

5.8 Pewne funkcje nieelementarne

Przykªad 5.73. Przedstawione poni»ej funkcje s¡ zde�niowane dla wszystkich liczb rzeczywistych.

¶ Warto±¢ bezwzgl¦dna

| · | :
{

R −→ R
x 7−→ |x|,

przy czym liczba |x| zde�niowana zostaªa w Def. 2.14.

Zbiór warto±ci: W|·| = [0,∞). x

y

-2 -1 1 2

1

2

· Funkcja signum

sgn :
{

R −→ R
x 7−→ sgn(x),

przy czym liczba sgn(x) zostaªa zde�niowana w Def. 2.18.

Zbiór warto±ci: Wsgn = {−1, 0, 1}

x

y

-2 -1 1 2

-1

1

¸ Funkcja skokowa Heaviside'a

H :


R −→ R

x 7−→
{

0 dla x < 0
1 dla x ­ 0.

Zbiór warto±ci: WH = {0, 1}
Funkcja ta jest u»ywana w przetwarzaniu sygna-
ªów, w elektrotechnice i elektronice, w automatyce,
a tak»e w mechanice.

x

y

-2 -1 1 2

1

¹ Cz¦±¢ caªkowita (cecha)

E :
{

R −→ R
x 7−→ [x],

gdzie [x] := m ∈ Z dla x ∈ [m,m+ 1).

Inaczej mówi¡c [x] = max{m ∈ Z : m ¬ x} jest
najwi¦ksz¡ liczb¡ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ ni» x.

Zbiór warto±ci: WE = Z.

x

y

-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2
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5.8 Pewne funkcje nieelementarne 5 FUNKCJE ELEMENTARNE

º Cz¦±¢ uªamkowa (mantysa)

f :
{

R −→ R
x 7−→ x− [x],

Zbiór warto±ci: Wf = [0, 1).

x

y

-2 -1 1 2 3

1

2

» Funkcja Dirichleta to funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych

D :


R −→ R

x 7−→
{

1 dla x ∈ Q
0 dla x ∈ R \Q.

Zbiór warto±ci: WD = {0, 1}.

¼ Funkcja Riemanna

R :


R −→ R

x 7−→


1 dla x = 0,
1
q dla x = p

q (uªamek nieskracalny), gdzie p ∈ Z, q ∈ N∗,
0 dla x ∈ R \Q.

W szczególno±ci R(x) = 1 dla wszystkich argumentów caªkowitych, poniewa» dla ka»dej liczby caªkowitej

x skrócon¡ postaci¡ uªamka p
q jest x

1 .

Zbiór warto±ci: WR = {0} ∪ { 1
q : q ∈ N∗}.
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Cz¦±¢ II

Ci¡gi liczbowe

6 De�nicja ci¡gu liczbowego i przykªady

De�nicja 6.1. Funkcj¦ okre±lon¡ na zbiorze liczb naturalnych o warto±ciach w zbiorze liczb rzeczywistych

a :
{

N −→ R
n 7−→ a(n) = an

nazywamy ci¡giem liczbowym lub po prostu ci¡giem.

Oznaczenia:
(an) , (an)n∈N , (an)n­0 , (an)∞n=0 , (a0, a1, a2, . . .) .

• Par¦ uporz¡dkowan¡ (n, a(n)), n ∈ N, nazywamy n-tym wyrazem ci¡gu (an), liczb¦ n wska¹nikiem, a a(n)
warto±ci¡ tego wyrazu. Krótko piszemy an zamiast a(n).

• Pierwszy wyraz ci¡gu b¦dziemy nazywa¢ wyrazem pocz¡tkowym.

Ci¡g, jak ka»da funkcja, mo»e zosta¢ zilustrowany w ukªadzie wspóªrz¦dnych, w którym poziom¡ o± argumentów
(indeksów) oznaczymy symbolem n, a pionow¡ o± warto±ci symbolem an. Wykres ci¡gu nie jest lini¡, ale skªada
si¦ z punktów b¦d¡cych wyrazami ci¡gu, czyli o wspóªrz¦dnych (n, an) dla n ∈ N.
Na podstawie wykresu ci¡gu mo»na wyrobi¢ sobie intuicj¦ na temat jego wªasno±ci.

Czasami ci¡g ilustruje si¦ tylko z wykorzystaniem jego warto±ci, czyli jako indeksowane punkty an na osi
rzeczywistej.

Bardzo cz¦sto wygodniej nam b¦dzie numerowa¢ wyrazy ci¡gu zaczynaj¡c nie od n = 0, ale od n = 1: (an)n­1,
czyli rozwa»a¢ funkcj¦ okre±lon¡ na zbiorze N \ {0}. Czasami ze wzgl¦dów praktycznych numeracj¦ b¦dziemy
zaczyna¢ od innej liczby naturalnej k: (an)n­k.
Wska¹nik n mo»e te» by¢ oznaczany innymi literami, np. m, k, l, . . ..



6 DEFINICJA CI�GU LICZBOWEGO I PRZYK�ADY

Ci¡g (an)n∈N = (a0, a1, a2, . . .) musimy odró»nia¢ od zbioru {an : n ∈ N} = {a0, a1, a1, . . .}. Najlepiej
mo»na to uzasadni¢ rozpatruj¡c ci¡g staªy , zde�niowany wzorem an := a ∈ R dla wszystkich n ∈ N. Ci¡g
(an)n∈N = (a, a, a, . . .) ma niesko«czenie wiele wyrazów, natomiast do zbioru {an : n ∈ N} = {a} nale»y tylko
jeden element.
W ci¡gu wa»na jest kolejno±¢ wyrazów ci¡gu, natomiast elementy zbioru mo»emy wypisywa¢ w dowolnej kolej-
no±ci.

Ci¡gi liczbowe mo»na zde�niowa¢ na ró»norodne sposoby. Najwa»niejsze z nich omówimy na przykªadach.

Przykªad 6.2.

• Ci¡g liczbowy mo»na zde�niowa¢ explicit, tzn. okre±laj¡c jawnym wzorem posta¢ funkcji a(n), np.:

¶ Ci¡g staªy: an = a dla wszystkich n ∈ N, czyli

(an)n∈N = (a, a, a, . . .)

· Ci¡g harmoniczny: an = 1
n dla wszystkich n ∈ N \ {0}:

(an)n>0 =
(

1,
1
2
,

1
3
,

1
4
, . . .

)

¸ Ci¡g geometryczny: an =
(

1
2

)n
dla wszystkich n ∈ N, czyli

(an)n∈N =
(

1,
1
2
,

1
4
,

1
8
,

1
16
, . . .

)

¹ Ci¡g naprzemienny: an = (−1)n dla wszystkich n ∈ N, czyli

(an)n∈N = (1, −1, 1, −1, 1, . . .)
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6 DEFINICJA CI�GU LICZBOWEGO I PRZYK�ADY

º Ci¡g naprzemienny harmoniczny: an = (−1)n

n dla wszystkich n ∈ N \ {0}, czyli

(an)n∈N =
(
−1,

1
2
, −1

3
,

1
4
, . . .

)

» Ci¡g (an), gdzie an =
(
1 + 1

n

)n
dla wszystkich n ∈ N \ {0}, czyli, czyli

(an)n>0 =
(

2,
9
4
,

64
27
,

625
256

, . . .

)

¼ Ci¡g Fibonacciego:1 an = 1√
5

((
1+
√

5
2

)n
−
(

1−
√

5
2

)n)
dla wszystkich n ∈ N, czyli

(an)n∈N = (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .)

• Ci¡g mo»e te» by¢ zde�niowany rekurencyjnie, tzn. musimy zna¢ pewne wyrazy ci¡gu a» do an−1, aby za
pomoc¡ wzoru rekurencyjnego obliczy¢ wyraz an, np.:

¶ Ci¡g Fibonacciego (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .) jest równie» okre±lony wzorem

a0 = 0, a1 = 1, an = an−1 + an−2 dla n ­ 2.

· Ci¡g
(
2, 3

2 ,
17
12 ,

577
408 , . . .

)
jest zde�niowany wzorem

a0 = 2, an =
1
2

(
an−1 +

2
an−1

)
dla n ­ 1.

¸ Ci¡g geometryczny (1, 2, 4, 8, 16, . . .) o ilorazie q = 2 jest zde�niowany wzorem

a1 = 1, an+1 = 2 · an dla n ­ 1.

¹ Ci¡g arytmetyczny (1, 4, 7, 10, 13, . . .) o ró»nicy r = 3 jest zde�niowany wzorem

a1 = 1, an+1 = an + 3 dla n ­ 1.

1Leonardo z Pizy zwany Fibonaccim (ok. 1175 � po 1240), matematyk wªoski, wprowadziª do Europy cyfry arabskie.
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6.1 Ci¡g arytmetyczny 6 DEFINICJA CI�GU LICZBOWEGO I PRZYK�ADY

• Czasami nie mo»na lub bardzo trudno jest okre±li¢ ci¡g wzorami matematycznymi, wtedy mo»na zde�-
niowa¢ ci¡g opisowo, tzn. poda¢ �przepis� wyznaczania jego wyrazów, np.:

¶ an jest n-t¡ liczb¡ pierwsz¡;

· an jest n-t¡ cyfr¡ po przecinku w rozwini¦ciu dziesi¦tnym liczby
√

2;

¸ an jest sum¡ wszystkich liczb pierwszych mniejszych od n, gdzie przyjmujemy a1 = a2 = 0.

• Je»eli wyrazy ci¡gu otrzymujemy poprzez obserwacj¦ lub pomiary np. notowania na gieªdzie lub tempe-
ratura powietrza o danej godzinie, to podanie jakiegokolwiek wzoru lub przepisu nie jest mo»liwe. W tym
przypadku musimy wypisywa¢ wszystkie wyrazy danego ci¡gu. Z wiadomych wzgl¦dów takich ci¡gów nie
b¦dziemy rozwa»a¢ w tych notatkach.

Omówimy teraz dokªadniej dwa rodzaje ci¡gów, które cz¦±ciej b¦d¡ si¦ pojawia¢ podczas zaj¦¢ z matematyki.

6.1 Ci¡g arytmetyczny

De�nicja 6.3. [Ci¡g arytmetyczny]
Niech a, r ∈ R b¦d¡ ustalonymi liczbami. Ci¡g (an)n>0 zde�niowany nast¦puj¡cym wzorem rekurencyjnym

{
a1 = a,

an+1 = an + r dla n ∈ N \ {0}

nazywamy ci¡giem arytmetycznym.
Liczb¦ r nazywamy ró»nic¡ ci¡gu arytmetycznego, natomiast a jest jego pierwszym wyrazem.

Powy»sza de�nicja oznacza, »e po ustaleniu pierwszego wyrazu a, kolejny wyraz powstaje przez dodanie do
poprzedniego staªej liczby r.

De�nicja rekurencyjna najlepiej ilustruje ide¦ ci¡gu arytmetycznego, ale mo»na poda¢ te» wzór jawny na n-ty
wyraz tego ci¡gu.

Twierdzenie 6.4. Niech (an)n>0 b¦dzie ci¡giem arytmetycznym o ró»nicy r. Wtedy

an = a1 + (n− 1) · r

dla n ­ 1.

Ci¡g arytmetyczny mo»na te» scharakteryzowa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cej zale»no±ci mi¦dzy jego trzema kolejnymi
wyrazami.

Twierdzenie 6.5. Ci¡g (an)n>0 jest ci¡giem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

an =
an−1 + an+1

2

dla wszystkich indeksów n > 1.

Oznacza to, »e w ciagu arytmetycznym ka»dy wyraz oprócz pierwszego (i ewentualnie ostatniego, je±li ci¡g jest
sko«czony) jest ±redni¡ arytmetyczn¡ wyrazów s¡siednich.
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6.2 Ci¡g geometryczny 6 DEFINICJA CI�GU LICZBOWEGO I PRZYK�ADY

6.1.1 Suma pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu

Niech (an)n>0 b¦dzie dowolnym ci¡giem. Symbolem

Sn :=
n∑
i=1

ai = a1 + a2 + a3 + · · · + an

b¦dziemy oznacza¢ sum¦ n pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu, czyli

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

S4 = a1 + a2 + a3 + a4,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn = a1 + a2 + a3 + · · · + an

W ten sposób z wyrazów ci¡gu (an) zbudowali±my nowy ci¡g (Sn), który nazywamy ci¡giem sum cz¦±ciowych,
a jego n-ty wyraz Sn � n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡.

Ci¡g sum cz¦±ciowych mo»na zde�niowa¢ tak»e w sposób rekurencyjny:

{
S1 = a1,

Sn+1 = Sn + an+1 dla n ∈ N \ {0}

dla danego ci¡gu (an)n>0.

Wyprowadzenie jawnego wzoru na n-t¡ sum¦ cz¦±ciow¡ Sn (bez u»ycia �wielokropka�) przewa»nie jest bardzo
trudne, a wr¦cz niemo»liwe. Na szcz¦±cie sytuacja zmienia si¦, je±li (an) jest ci¡giem arytmetycznym.

Twierdzenie 6.6. Niech (an)n>0 b¦dzie ci¡giem arytmetycznym. Wtedy suma n pocz¡tkowych wyrazów tego
ci¡gu wyra»a si¦ wzorem

Sn =
a1 + an

2
· n

dla wszystkich indeksów n > 0.

Oznacza to, »e suma Sn dla ci¡gu arytmetycznego jest równa ±redniej arytmetycznej pierwszego i n-tego wyrazu
ci¡gu (an) pomno»onej przez liczb¦ wyrazów n w tej sumie.

6.2 Ci¡g geometryczny

De�nicja 6.7. [Ci¡g geometryczny]
Niech a, q ∈ R b¦d¡ ustalonymi liczbami. Ci¡g (an)n>0 zde�niowany nast¦puj¡cym wzorem rekurencyjnym

{
a1 = a,

an+1 = an · q dla n ∈ N \ {0}

nazywamy ci¡giem geometrycznym.
Liczb¦ q nazywamy ilorazem ci¡gu geometrycznego, natomiast a jest jego pierwszym wyrazem.

Powy»sza de�nicja oznacza, »e po ustaleniu pierwszego wyrazu a, kolejny wyraz powstaje przez pomno»enie
poprzedniego przez staª¡ liczb¦ q.

De�nicja rekurencyjna najlepiej ilustruje ide¦ ci¡gu geometrycznego, ale mo»na poda¢ równie» wzór jawny na
n-ty wyraz tego ci¡gu.
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7 CI�GI MONOTONICZNE I OGRANICZONE

Twierdzenie 6.8. Niech (an)n>0 b¦dzie ci¡giem geometrycznym o ilorazie q 6= 0. Wtedy

an = a1 · qn−1 dla n ­ 1.

Ci¡g geometryczny mo»na te» scharakteryzowa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cej zale»no±ci mi¦dzy jego trzema kolej-
nymi wyrazami.

Twierdzenie 6.9. Ci¡g (an)n>0 jest ci¡giem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

a2
n = an−1 · an+1

dla wszystkich indeksów n > 1.

Oznacza to, »e w ciagu geometrycznym warto±¢ bezwzgl¦dna ka»dego wyrazu oprócz pierwszego (i ewentualnie
ostatniego, je±li ci¡g jest sko«czony) jest ±redni¡ geometryczn¡ wyrazów s¡siednich.

Dla ci¡gu geometrycznego, podobnie jak to byªo w przypadku ci¡gu arytmetycznego, mo»na wyprowadzi¢ wzór
na sum¦ jego n pocz¡tkowych wyrazów.

Twierdzenie 6.10. Niech (an)n>0 b¦dzie ci¡giem geometrycznym. Wtedy suma n pocz¡tkowych wyrazów tego
ci¡gu wyra»a si¦ wzorem

Sn =
n∑
i=1

ai =


a1 ·

1− qn

1− q
dla q 6= 1;

n · a1 dla q = 1

dla wszystkich indeksów n > 0.

7 Ci¡gi monotoniczne i ograniczone

Ci¡gi s¡ funkcjami, zatem wszystkie de�nicje dotycz¡ce funkcji przenosz¡ si¦ na ci¡gi, w szczególno±ci poj¦cie
ró»nowarto±ciowo±ci ci¡gu i zbioru warto±ci, a tak»e poj¦cia sumy i ró»nicy ci¡gów, iloczynu ci¡gu przez liczb¦.
Dla ci¡gów liczbowych mamy okre±lone poj¦cia ograniczono±ci ci¡gu, kresu górnego i dolnego, najmniejszej
i najwi¦kszej warto±ci, jak równie» poj¦cie monotoniczno±ci ci¡gu, w szczególno±ci poj¦cia ci¡gu rosn¡cego,
malejacego, niemalej¡cego i nierosn¡cego.

De�nicja 7.1. Ci¡g (an)n∈N ⊆ R nazywamy

a) ograniczonym z góry, je±li istnieje S ∈ R takie, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi nierówno±¢

an ¬ S,

liczb¦ S nazywamy liczb¡ ograniczaj¡c¡ ci¡g z góry (ograniczeniem górnym). Ci¡g, który nie jest ograni-
czony z góry nazywamy nieograniczonym z góry.

b) ograniczonym z doªu, je±li istnieje s ∈ R takie, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi nierówno±¢

an ­ s

liczb¦ s nazywamy liczb¡ ograniczaj¡c¡ ci¡g z doªu (ograniczeniem dolnym). Ci¡g, który nie jest ograni-
czony z doªu nazywamy nieograniczonym z doªu.

c) ograniczonym, je±li jest ograniczony zarówno z góry jak i z doªu. Ci¡g, który nie jest ograniczony nazywamy
nieograniczonym.
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Je±li zilustrujemy ci¡g w ukªadzie wspóªrz¦dnych, to wszystkie wyrazy ci¡gu ograniczonego z góry le»¡ pod
pewn¡ prost¡ poziom¡, a wyrazy ci¡gu ograniczonego z doªu le»¡ nad pewn¡ prost¡ poziom¡. Ci¡g jest ogra-
niczony, je»eli jego wszystkie wyrazy le»¡ mi¦dzy dwiema prostymi poziomymi.

Uwaga Oczywi±cie, de�nicja ci¡gu ograniczonego jest równowa»na istnieniu takiegoM ∈ R, »e dla wszystkich
liczb naturalnych n zachodzi nierówno±¢

|an| ¬ M.

De�nicja 7.2. Niech (an)n∈N ⊆ R b¦dzie ci¡giem ograniczonym.

a) Kresem górnym ci¡gu (an) nazywamy kres górny zbioru
{
an : n ∈ N

}
.

b) Kresem dolnym ci¡gu (an) nazywamy kres dolny zbioru
{
an : n ∈ N

}
.

c) Wyraz an0 nazywamy wyrazem najwi¦kszym ci¡gu (an), je±li an0 = max
{
an : n ∈ N

}
.

d) Wyraz an0 nazywamy wyrazem najmniejszym ci¡gu (an), je±li an0 = min
{
an : n ∈ N

}
.

De�nicja 7.3. Ci¡g (an)n∈N nazywamy

a) rosn¡cym (odpowiednio niemalej¡cym (sªabo rosn¡cym)), je±li

an < an+1, (odpowiednio an ¬ an+1)

dla wszystkich n ∈ N;

b) malej¡cym (odpowiednio nierosn¡cym (sªabo malej¡cym)), je±li

an > an+1, (odpowiednio an ­ an+1)

dla wszystkich n ∈ N;

c) monotonicznym, je±li jest (sªabo) malej¡cy lub (sªabo) rosn¡cy.

Uwaga Zauwa»my, »e je±li
• ci¡g jest rosn¡cy, to wyrazy ci¡gu zwi¦kszaj¡ si¦ wraz ze wzrostem indeksu n:

a0 < a1 < a2 < a3 < a4 < . . .

73



7 CI�GI MONOTONICZNE I OGRANICZONE

• ci¡g jest niemalej¡cy (sªabo rosn¡cy), to wyrazy ci¡gu zwi¦kszaj¡ si¦ lub nie zmieniaj¡ si¦ wraz ze wzrostem
indeksu n:

a0 ¬ a1 ¬ a2 ¬ a3 ¬ a4 ¬ . . .

• ci¡g jest malej¡cy, to wyrazy ci¡gu zmniejszaj¡ si¦ wraz ze wzrostem indeksu n:

a0 > a1 > a2 > a3 > a4 > . . .

• ci¡g jest nierosn¡cy (sªabo malej¡cy), to wyrazy ci¡gu zmniejszaj¡ si¦ lub nie zmieniaj¡ si¦ wraz ze
wzrostem indeksu n:

a0 ­ a1 ­ a2 ­ a3 ­ a4 ­ . . .

Istnieje zwi¡zek mi¦dzy monotoniczno±ci¡ a ograniczono±ci¡ ci¡gów, który mo»na zaobserwowa¢ na powy»szych
rysunkach. Ci¡gi rosn¡ce i niemalej¡ce s¡ zawsze ograniczone z doªu, a ci¡gi malej¡ce i nierosn¡ce s¡ ograniczone
z góry. To stwierdzenie zostaªo doprecyzowane w poni»szej uwadze.

Uwaga

• Je±li ci¡g (an) jest (sªabo) rosn¡cy, to pierwszy wyraz a0 jest jego ograniczeniem dolnym, a nawet wyrazem
najmniejszym tego ci¡gu:

∀n ∈ N a0 ¬ an.

• Je±li ci¡g (an) jest (sªabo) malej¡cy, to pierwszy wyraz a0 jest jego ograniczeniem górnym, a nawet
wyrazem najwi¦kszym tego ci¡gu:

∀n ∈ N an ¬ a0.

Mówimy, »e ci¡g (an) jest rosn¡cy (sªabo rosn¡cy, malej¡cy, sªabo malej¡cy) od pewnego miejsca pocz¡wszy,
je»eli istnieje indeks n0 ∈ N taki, »e nierówno±¢

an < an+1 (an ¬ an+1, an > an+1, an ­ an+1)

zachodzi dla wszystkich n ­ n0.

Zadanie: Jak wyznaczy¢ ograniczenie dolne ci¡gu, który jest (sªabo) rosn¡cy pocz¡wszy od indeksu n0 ∈ N
lub odpowiednio ograniczenie górne ci¡gu, który jest (sªabo) malej¡cy pocz¡wszy od tego indeksu?
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Przykªad 7.4. + Na wykªadzie!

Badaj¡c monotoniczno±¢ ci¡gów warto czasami skorzysta¢ z poni»szej uwagi i przedstawi¢ ró»nic¦ dwóch kolej-
nych wyrazów ci¡gu w mo»liwie najprostszej postaci, a nast¦pnie okre±li¢ jej znak.

Uwaga

• Dla dowolnego ci¡gu (an) warunki

an ¬ an+1, an < an+1, an ­ an+1, an > an+1

s¡ równowa»ne odpowiednio warunkom

an+1 − an ­ 0, an+1 − an > 0, an+1 − an ¬ 0, an+1 − an < 0.

• Dla ci¡gu (an) o wyrazach dodatnich warunki

an ¬ an+1, an < an+1, an ­ an+1, an > an+1

s¡ równowa»ne odpowiednio warunkom

an+1

an
­ 1,

an+1

an
> 1,

an+1

an
¬ 1,

an+1

an
< 1,

za± dla ci¡gu o wyrazach ujemnych � warunkom

an+1

an
¬ 1,

an+1

an
< 1,

an+1

an
­ 1,

an+1

an
> 1.

Przykªad 7.5. Dla dowolnych liczb α > 0 oraz a > 1 ci¡g (xn) o wyrazach

xn =
nα

an
, gdzie n ∈ N,

jest ograniczony i malej¡cy od pewnego miejsca.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!

Lemat 7.6. [Nierówno±¢ Bernoulliego]
Niech x ­ −1 b¦dzie dowolnie ustalon¡ liczb¡ rzeczywist¡. Wówczas dla ka»dej dodatniej liczby naturalnej n
zachodzi nierówno±¢

(1 + x)n ­ 1 + nx.

Dowód: + Na ¢wiczeniach ze Wst¦pu do Logiki i Teorii Mnogo±ci!

Przykªad 7.7. Ci¡g (an) o wyrazach

an =
(

1 +
1
n

)n
, gdzie n ∈ N∗,

jest rosn¡cy i ograniczony z góry, natomiast ci¡g (bn) o wyrazach

bn =
(

1 +
1
n

)n+1

, gdzie n ∈ N∗,

jest malej¡cy i ograniczony z doªu.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!

Przykªad 7.8. Ci¡g (an) o wyrazach

an = n
√
n, gdzie n ∈ N∗,

jest ograniczony i malej¡cy pocz¡wszy od n = 3.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!
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8 Granica ci¡gu liczbowego

Przejdziemy teraz do pierwszego wa»nego poj¦cia analizy matematycznej, a mianowicie do poj¦cia zbie»no±ci
ci¡gu.

De�nicja 8.1. [Granica ci¡gu liczbowego]
Mówimy, »e ci¡g (an)n∈N jest zbie»ny do granicy wªa±ciwej a ∈ R, gdy dla dowolnego ε > 0 istnieje liczba nε ∈ N
taka, »e

|an − a| < ε dla wszystkich n > nε.

Fakt ten zapisujemy w nast¦puj¡cy sposób:

∀ ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε : |an − a| < ε

i oznaczamy:
a = lim

n→∞
an lub an

n→∞−→ a lub an → a dla n→∞.

Interpretacja gra�czna granicy ci¡gu liczbowego:

n

an

a

a − ε

a + ε

nε

Uwaga W de�nicji granicy ci¡gu mo»na zmieni¢ nierówno±ci ostre �<�, �>� odpowiednio na nierówno±ci
nieostre �¬�, �­�, z wyj¡tkiem jednej nierówno±ci �ε > 0� i uzyskany warunek b¦dzie równowa»ny de�nicji.
W szczególno±ci de�nicja granicy ci¡gu jest równowa»na nastepuj¡cej:

∀ ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n ­ nε : |an − a| ¬ ε.

Ponadto, powy»sza de�nicja granicy oznacza, »e

• ci¡g (an) aproksymuje liczb¦ a, tzn. dla prawie wszystkich wyrazów ci¡gu an odlegªo±¢ |an − a| jest
mniejsza od dowolnie zadanej liczby ε;

• w dowolnym otoczeniu (a− ε, a+ ε) liczby a o promieniu ε le»¡ prawie wszystkie wyrazy an ci¡gu (an).

Wyra»enie �prawie wszystkie� oznacza: wszystkie, poza sko«czon¡ liczb¡.

Przykªad 8.2.

¶ Rozwa»my ci¡g harmoniczny (an)n>0, gdzie an = 1
n dla ka»dego n ∈ N \ {0}, tzn.

(an)n>0 =
(

1,
1
2
,

1
3
,

1
4
,

1
5
, . . .

)
.

Tw.: lim
n→∞

an = 0.

Dowód: Niech ε > 0 b¦dzie dowolnie ustalone. Wtedy dla wszystkich liczb n > nε :=
[

1
ε

]
+ 1 zachodzi∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ =
1
n
<

1
nε

<
1
1
ε

= ε.
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· Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem danym wzorem an := n
n+1 dla ka»dego n ∈ N, tzn.

(an)n∈N =
(

0,
1
2
,

2
3
,

3
4
,

4
5
, . . .

)
.

Tw.: lim
n→∞

an = 1.

Dowód: Niech ε > 0 b¦dzie dowolnie ustalone. Wtedy dla wszystkich n > nε :=
[

1
ε

]
zachodzi

|an − 1| =
∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1
∣∣∣∣ =

1
n+ 1

<
1

nε + 1
<

1
1
ε

= ε.

¸ + Wi¦cej przykªadów na wykªadzie!

8.1 Podstawowe wªasno±ci granicy ci¡gu

Zajmiemy si¦ teraz podstawowymi wªasno±ciami ci¡gów zbie»nych.

Zmiana, usuni¦cie lub doª¡czenie sko«czenie wielu wyrazów ci¡gu (an) nie ma wpªywu na jego zbie»no±¢ i warto±¢
granicy. Oznacza to, »e prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

Wªasno±¢ 8.3. Je±li dla prawie wszystkich n ∈ N zachodzi równo±¢ an = bn, to ci¡g (bn) jest zbie»ny wtedy
i tylko wtedy, gdy ci¡g (an) jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an.

Dowód: + �wiczenie!

Wªasno±¢ 8.4. Je±li istnieje k ∈ N takie, »e bn = an+k dla prawie wszystkich n ∈ N, to ci¡g (bn) jest zbie»ny
wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g (an) jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an.

Dowód: + �wiczenie!

W przykªadzie 8.2 wykazali±my, »e ci¡g harmoniczny (an) o wyrazach an = 1
n jest zbie»ny do 0. Powy»sze

wªasno±ci zapewniaj¡ zbie»no±¢ np. ci¡gu (bn) o wyrazach bn = 1
n+2 i dodatkowo wiemy, »e lim

n→∞
bn = 0.

Zmiana kolejno±ci wyrazów ci¡gu równie» nie wpªywa na zbie»no±¢ ci¡gu:

Wªasno±¢ 8.5. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczbowym oraz niech f : N→ N b¦dzie bijekcj¡. Wówczas ci¡g (an)
jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g

(
af(n)

)
jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

an = lim
n→∞

af(n).

Dowód: + �wiczenie!

Bardzo istotne jest nast¦puj¡ce twierdzenie o jednoznaczno±ci granicy.

Twierdzenie 8.6. Ka»dy ci¡g zbie»ny ma dokªadnie jedn¡ granic¦.

Dowód: + Na wykªadzie!

Twierdzenie 8.7. Ka»dy ci¡g zbie»ny do granicy wªa±ciwej jest ograniczony.

Dowód: + Na wykªadzie!

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Dla przykªadu rozwa»my ci¡g naprzemienny (an), gdzie an = (−1)n

dla n ∈ N. Ci¡g ten jest ograniczony, poniewa» |an| ¬ 1 dla wszystkich n ∈ N, ale nie jest zbie»ny (por.
przykªad 8.13).

Nietrudno jest pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt:

Twierdzenie 8.8. Je»eli ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne oraz dla prawie wszystkich n ∈ N zachodzi nierówno±¢
an ¬ bn, to

lim
n→∞

an ¬ lim
n→∞

bn.

Dowód: + �wiczenie!
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W powy»szym twierdzeniu nierówno±ci nieostrej �¬� nie mo»na zast¡pi¢ nierówno±ci¡ ostr¡ �<�! Dla przykªadu
rozwa»my ci¡g (an) o wyrazach an = 1

n+2 i ci¡g (bn) o wyrazach bn = 1
n . Wtedy an < bn dla wszystkich n ∈ N∗,

ale
lim
n→∞

an = 0 = lim
n→∞

bn,

a nie lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn.

Je»eli ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy a, to ci¡g (|an|) jest zbie»ny do granicy |a|, co wynika natychmiast
z nierówno±ci ∣∣|an| − |a|∣∣ ¬ ∣∣an − a∣∣ .
Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, o czym ±wiadczy przykªad ci¡gu o wyrazach an = (−1)n. Zachodzi
jednak nast¦puj¡ca

Wªasno±¢ 8.9. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczbowym, wtedy prawdziwa jest nast¦puj¡ca równowa»no±¢

lim
n→∞

an = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

|an| = 0.

Dowód tej równowa»no±ci wynika natychmiast z równo±ci
∣∣|an|∣∣ = |an|.

Kolejn¡ wªasno±¢ wykorzystuje si¦ bardzo cz¦sto wyznaczaj¡c efektywnie granice ci¡gów.

Wªasno±¢ 8.10. Je»eli ci¡g (an) jest ograniczony oraz ci¡g (bn) jest ci¡giem zmierzaj¡cym do zera, to

lim
n→∞

an · bn = 0.

Dowód: + Na wykªadzie!

Przykªad 8.11. Rozwa»my ci¡g (an) o wyrazach an = sin
(
n2 · 2n

)
dla n ∈ N i ci¡g (bn) o wyrazach bn = 1

n+2
dla n ∈ N. Wtedy ci¡g (cn) o wyrazach

cn =
sin
(
n2 · 2n

)
n+ 2

dla n ∈ N

jest zbie»ny do 0.

8.2 Granice niewªa±ciwe ci¡gu liczbowego

De�nicja 8.12.

a) Ci¡g (an), który nie jest zbie»ny, nazywamy rozbie»nym.

b) Mówimy, »e ci¡g (an) ma granic¦ niewªa±ciw¡ +∞ lub jest rozbie»ny do +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnie wybranej liczby p ∈ R istnieje taka liczba np ∈ N, »e

an > p dla ka»dego n > np.

Fakt ten zapisujemy i oznaczamy w nast¦puj¡cy sposób

lim
n→∞

an = +∞ ⇐⇒ ∀ p ∈ R ∃np ∈ N ∀n > np : an > p.

c) Mówimy, »e ci¡g (an) ma granic¦ niewªa±ciw¡ −∞ lub jest rozbie»ny do −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnie wybranej liczby m ∈ R istnieje taka liczba nm ∈ N, »e

an < m dla ka»dego n > nm.

Fakt ten zapisujemy i oznaczamy w nast¦puj¡cy sposób

lim
n→∞

an = −∞ ⇐⇒ ∀m ∈ R ∃nm ∈ N ∀n > nm : an < m.
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Przykªad 8.13.

¶ Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem naprzemiennym, danym wzorem an := (−1)n dla n ∈ N, tzn.

(an)n∈N = (1, −1, 1, −1, 1, −1, . . .) .

Tw.: Ci¡g (an)n∈N jest rozbie»ny.

Dowód: Zaªó»my nie wprost, »e ci¡g (an)n∈N jest zbie»ny do a ∈ R. We¹my ε = 0,5. Z de�nicji granicy
wynika, »e istnieje n0,5 ∈ N takie, »e |an − a| < 1

2 dla wszystkich n > n0,5. Zatem

|an+1 − an| ¬ |an+1 − a| + |an − a| <
1
2

+
1
2

= 1 dla n > n0,5.

Z drugiej strony |an+1 − an| = |(−1)n+1 − (−1)n| = 2 dla wszystkich n ∈ N. Otrzymana sprzeczno±¢
ko«czy dowód.
�atwo zauwa»y¢, »e ci¡g (an) nie mo»e mie¢ te» granicy niewªa±ciwej.

· Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem danym wzorem an = 2n dla wszystkich n ∈ N, tzn.

(an)n∈N = (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, . . .) .

Tw.: lim
n→∞

an = +∞.

Dowód: Niech M ∈ R b¦dzie dowolnie wybran¡ liczb¡. �atwo zauwa»y¢, »e dla wszystkich n > nM :=
[log2M ] + 1 zachodzi nierówno±¢

an = 2n > 2nM > 2log2 M = M.

Dla ci¡gów o granicach niewªa±ciwych zachodz¡ twierdzenia analogiczne do twierdze« dla ci¡gów o granicach
wªa±ciwych (por. wªasno±ci 8.3, 8.4, 8.5).

Wªasno±ci 8.14. Niech (an) i (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi.

a) Je±li dla prawie wszystkich n ∈ N zachodzi równo±¢ an = bn, to

lim
n→∞

an = +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

bn = +∞

lub odpowiednio
lim
n→∞

an = −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

bn = −∞.

b) Je±li istnieje k ∈ N takie, »e bn = an+k dla prawie wszystkich n ∈ N, to

lim
n→∞

an = +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

bn = +∞

lub odpowiednio
lim
n→∞

an = −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

bn = −∞.

c) Niech f : N→ N b¦dzie bijekcj¡. Wówczas

lim
n→∞

an = +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

af(n) = +∞

lub odpowiednio

lim
n→∞

an = −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

af(n) = −∞.

Podobnie jak twierdzenie 8.6 dowodzimy

Twierdzenie 8.15. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczbowym.

a) Je±li lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

an = +∞, to a = +∞.

b) Je±li lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

an = −∞, to a = −∞.
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Zachodzi tak»e odpowiednik twierdzenia 8.8:

Twierdzenie 8.16. Niech (an) i (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi takimi, »e dla prawie wszystkich n ∈ N zachodzi
nierówno±¢ an ¬ bn.

a) Je±li lim
n→∞

an = +∞, to lim
n→∞

bn = +∞.

b) Je±li lim
n→∞

bn = −∞, to lim
n→∞

an = −∞.

8.3 Podci¡g ci¡gu liczbowego

De�nicja 8.17. Niech (an)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem liczbowym i niech (nk)k∈N b¦dzie silnie rosn¡cym
ci¡giem liczb naturalnych. Ci¡g (bk)k∈N okre±lony wzorem

bk := ank dla k ∈ N

nazywamy podci¡giem lub ci¡giem cz¦±ciowym ci¡gu (an)n∈N.

Obrazowo mówi¡c podci¡giem nazywamy ci¡g pozostaªy po skre±leniu pewnej liczby (by¢ mo»e niesko«czonej
ilo±ci) wyrazów ci¡gu wyj±ciowego.

Uwaga

Je±li (nk)k∈N jest silnie rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych, to nk ­ k dla wszystkich k ∈ N.

Twierdzenie 8.18. Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczbowym, (ank)k∈N jego podci¡giem oraz niech
a ∈ R ∪ {−∞,+∞}. Je±li ci¡g (an)n∈N jest zbie»ny do granicy a, to lim

k→∞
ank = a.

Dowód: + na wykªadzie!

Je±li wszystkie podci¡gi ci¡gu (an) s¡ zbie»ne do tej samej granicy a, to oczywi±cie sam ci¡g (an) jest zbie»ny do
a. Ci¡gi, które nie s¡ zbie»ne, maj¡ zatem podci¡gi zbie»ne do ró»nych granic. Na przykªad ci¡g (an) o wyrazach

an = (−1)n +
(−1)n

n
dla n ∈ N \ {0}

ma dwa podci¡gi zbie»ne do ró»nych granic. �atwo mo»na pokaza¢, »e podci¡g (ank) dla nk = 2k ma granic¦ 1,
a podci¡g (ank) dla nk = 2k + 1 jest zbie»ny do −1.

Lemat 8.19. Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczbowym oraz niech a ∈ R. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:

a) Istnieje podci¡g (ank)k∈N ci¡gu (an)n∈N taki, »e lim
k→∞

ank = a.

b) Dla ka»dego ε > 0 zbiór Xε = {n ∈ N : |an − a| < ε} jest niesko«czony.

Podpunkt b) mo»na te» sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób: W ka»dym otoczeniu liczby a znajduje si¦ niesko«-
czenie wiele wyrazów ci¡gu (an). Ale nie prawie wszystkie!

Dokªadniej poj¦ciem podci¡gu b¦dziemy zajmowa¢ si¦ w rozdziale 8.5.

8.4 Podstawowe twierdzenia o granicach ci¡gów

W poprzednich rozdziaªach zajmowali±my si¦ poj¦ciem granicy, a tak»e teoretycznymi rozwa»aniami na te-
mat zbie»no±ci. W tym rozdziale naszym gªównym celem b¦dzie efektywne obliczanie granic ci¡gów. Przede
wszystkim b¦dziemy przy tym wykorzystywa¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.
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Twierdzenie 8.20. [o arytmetyce granic ci¡gów]
Niech (an)n∈N i (bn)n∈N b¦d¡ ci¡gami zbie»nymi oraz niech lim

n→∞
an = a ∈ R i lim

n→∞
bn = b ∈ R.

Wówczas

a) ci¡g (an ± bn)n∈N jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

(an ± bn) = a± b.

b) ci¡g (an · bn)n∈N jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

(an · bn) = a · b,

w szczególno±ci

lim
n→∞

(a · bn) = a · lim
n→∞

bn.

c) ci¡g
(
an
bn

)
n­n0

jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

an
bn

=
a

b
,

je±li b = lim
n→∞

bn 6= 0.

Dowód: + jednego z podpunktów na wykªadzie, reszta � ¢wiczenie!

Zauwa»my, »e bezpo±rednio z poprzedniego twierdzenia wynikaj¡ nast¦puj¡ce dwa fakty:

• lim
n→∞

(an)p = ap, p ∈ Z;

• lim
n→∞

k
√
an = k

√
a, k ∈ N \ {0, 1};

o ile lim
n→∞

an = a i powy»sze wyra»enia maj¡ sens.

Przy obliczaniu granic ci¡gów bardzo przydaje si¦ nast¦puj¡cy fakt:

Lemat 8.21. [o granicy ci¡gu geometrycznego]

Niech q ∈ R. Wtedy

lim
n→∞

qn =


nie istnieje dla q ¬ −1,

0 dla −1 < q < 1,

1 dla q = 1,

+∞ dla q > 1.

Dowód: + na wykªadzie!

Z powy»szego twierdzenia oraz ze wzoru na sum¦ n pocz¡tkowych wyrazów ciagu geometrycznego (zob. twier-
dzenie 6.10) wynika nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.22. [Suma wyrazów ci¡gu geometrycznego]
Je±li iloraz ci¡gu geometrycznego speªnia warunek |q| < 1, to ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn) jest zbie»ny oraz jego
granica dana jest wzorem

S = lim
n→∞

Sn =
a1

1− q
.

Dla |q| ­ 1 ci¡g (Sn) jest rozbie»ny.

Wzór z powy»szego twierdzenia nazywamy wzorem na sum¦ wszystkich wyrazów ci¡gu geometrycznego.
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Rozwa»my teraz dwa przykªady obliczania granic ci¡gów, które zostaªy bardzo szczegóªowo rozpisane, aby
zaakcentowa¢ miejsca, w których korzystamy z twierdzenia o arytmetyce granic ciagów. W praktyce, po nabraniu
do±wiadczenia, nie jest to konieczne. Wi¦kszo±¢ przeksztaªce« wykonuje si¦ �w gªowie�, a twierdzenie o arytmetyce
granic jest tak intuicyjne i zgodne z naszymi oczekiwaniami, »e nawet nie zdajemy sobie sprawy z jego stosowania.

Przykªad 8.23.
¶

lim
n→∞

n3 + 2n2 + 3n+ 4
n3 = lim

n→∞

(
1 +

2
n

+
3
n2 +

4
n3

)
=

= lim
n→∞

1 + lim
n→∞

2
n

+ lim
n→∞

3
n2 + lim

n→∞

4
n3 =

= 1 + 2 · lim
n→∞

1
n

+ 3 · lim
n→∞

1
n2 + 4 · lim

n→∞

1
n3 =

= 1 + 2 · 0 + 3 · lim
n→∞

1
n
· lim
n→∞

1
n

+ 4 · lim
n→∞

1
n
· lim
n→∞

1
n
· lim
n→∞

1
n

=

= 1 + 0 + 3 · 0 · 0 + 4 · 0 · 0 · 0 = 1

·

lim
n→∞

3n2 − 2n+ 4
4n2 + 3n− 5

= lim
n→∞

3− 2
n + 4

n2

4 + 3
n −

5
n2

=
lim
n→∞

(
3− 2

n + 4
n2

)
lim
n→∞

(
4 + 3

n −
5
n2

) =

=
3− 0 + 0
4 + 0− 0

=
3
4

+ Wi¦cej przykªadów na wykªadzie!

Bezpo±rednio z de�nicji dostajemy nast¦puj¡ce wªasno±ci granicy niewªa±ciwej.

Wªasno±ci 8.24. Niech (an) i (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi.

a) Wówczas lim
n→∞

an = +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

(−an) = −∞.

b) Je±li an > 0 dla prawie wszystkich n ∈ N i lim
n→∞

an = 0, to lim
n→∞

1
an

= +∞.

c) Je±li an < 0 dla prawie wszystkich n ∈ N i lim
n→∞

an = 0, to lim
n→∞

1
an

= −∞.

e) Je±li lim
n→∞

an = +∞ i lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

(an + bn) = +∞.

f) Je±li lim
n→∞

an = −∞ i lim
n→∞

bn = −∞, to lim
n→∞

(an + bn) = −∞.

g) Je±li ci¡g (an) jest ograniczony i lim
n→∞

bn = +∞, to

lim
n→∞

(an + bn) = +∞, lim
n→∞

(an − bn) = −∞ i lim
n→∞

an
bn

= 0.

h) Je±li lim
n→∞

an = a, gdzie a ∈ R+ lub a = +∞, i lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

(an · bn) = +∞.
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Uwaga 8.25. Bardzo cz¦sto powy»sze twierdzenia zapisuje si¦ w symbolicznej, skrótowej formie, która jest
ªatwiejsza do zapami¦tania.

Niech a ∈ R b¦dzie dowoln¡ liczb¡. Wtedy zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

− (+∞) = −∞ a

∞
=

a

−∞
= 0

1
0+ = +∞ 1

0−
= −∞

∞ + ∞ = ∞ −∞ + (−∞) = −∞,

∞+ a = a + ∞ = ∞ −∞+ a = a−∞ = −∞

∞ · a = a · ∞ = ∞ dla a > 0 ∞ · a = a · ∞ = −∞ dla a < 0

∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) = ∞ ∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞

Przykªad 8.26. + Na wykªadzie!

Wyra»enia

[0 · ∞], [∞−∞],
[∞
∞

]
,

[
0
0

]

nazywamy nieoznaczonymi! Ich warto±ci zale»¡ od tworz¡cych je ci¡gów, czyli mówi¡c opisowo: �nie wiadomo
jaki jest wynik dziaªania�. Na wykªadzie prze±ledzimy przykªady ci¡gów, które b¦d¡ prowadzi¢ do tego samego
typu wyra»enia nieoznaczonego, natomiast ich granice b¦d¡ ró»ne. Nie s¡ to jedyne symbole nieoznaczone,
nast¦pne wprowadzimy pó¹niej.

8.4.1 Twierdzenie o trzech ci¡gach

Obliczaj¡c granice ci¡gów, w trudniejszych przypadkach, b¦dziemy wykorzystywa¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.27. [o trzech ci¡gach]
Niech (an)n∈N, (bn)n∈N i (cn)n∈N b¦d¡ ci¡gami liczbowymi oraz niech

bn ¬ an ¬ cn dla prawie wszystkich n ∈ N.

Wówczas je±li g ∈ R i lim
n→∞

bn = g = lim
n→∞

cn, to ci¡g (an)n∈N te» jest zbie»ny i lim
n→∞

an = g.

Dowód: + Na wykªadzie!

Przykªad 8.28.

¶ Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem o wyrazach an = (−1)n

n dla n ∈ N∗.
Tw.: lim

n→∞
an = 0.

Dowód: Dla wszystkich n ∈ N zachodz¡ nierówno±ci

−1
n
¬ (−1)n

n
¬ 1

n
.

Poniewa» lim
n→∞

1
n = 0 = lim

n→∞
−1
n , zatem tak»e

lim
n→∞

(−1)n

n
= 0.
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· Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem o wyrazach an = 2n2+n sin 2n

n2+1 dla n ∈ N.
Tw.: lim

n→∞
an = 2.

Rozwa»my ci¡g (bn)n∈N o wyrazach bn = 2n2−n
n2+1 , wtedy

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

2n2 − n
n2 + 1

= lim
n→∞

2− 1
n

1 + 1
n2

= 2.

Ponadto dla wszystkich n ∈ N zachodzi nierówno±¢:

bn =
2n2 − n
n2 + 1

=
2n2 + n · (−1)

n2 + 1
¬ 2n2 + n sin 2n

n2 + 1
= an.

Natomiast dla ci¡gu (cn)n∈N o wyrazach cn = 2n2+n
n2+1 dla n ∈ N i granicy

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

2n2 + n

n2 + 1
= lim

n→∞

2 + 1
n

1 + 1
n2

= 2

zachodzi:

cn =
2n2 + n

n2 + 1
=

2n2 + n · 1
n2 + 1

­ 2n2 + n sin 2n

n2 + 1
= an.

Z twierdzenia o trzech ci¡gach wynika, »e

lim
n→∞

2n2 + n sin 2n

n2 + 1
= 2.

Korzystaj¡c z powy»szych twierdze« mo»na obliczy¢ granice wielu ciekawych ci¡gów.

Przykªad 8.29. Niech α > 0 oraz a > 1. Wtedy

lim
n→∞

nα

an
= 0.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!

Przykªad 8.30. Niech a > 0. Wtedy
lim
n→∞

n
√
a = 1.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!

Przykªad 8.31.
lim
n→∞

n
√
n = 1.

+ Uzasadnienie na wykªadzie!

Przykªad 8.30 mo»emy ªatwo uogólni¢ korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach (por. twierdzenie 8.27) i twier-
dzenia 8.18 otrzymuj¡c nast¦puj¡cy, bardzo istotny fakt.

Wniosek 8.32. Je±li a, b ∈ R, a > 0 oraz lim
n→∞

bn = b, to

lim
n→∞

abn = ab.

+ Dowód � literatura!

Mo»na pomy±le¢, »e nie jest tu potrzebny »aden dowód, bo przecie» od razu wida¢, »e

lim
n→∞

abn = a
lim
n→∞

bn
= ab.

Niestety, byªoby to zbyt proste. Wykorzystujemy tutaj ci¡gªo±¢ funkcji wykªadniczej, a przecie» jeszcze nie
znamy tego poj¦cia! Dopiero przygotowujemy si¦ do wprowadzenia go. Podobnie mo»na skomentowa¢ nast¦pne
twierdzenie.

Twierdzenie 8.33. Niech a, b ∈ R, a, b > 0 oraz a 6= 1. Je±li (bn) jest ci¡giem takim, »e bn > 0 dla n ∈ N oraz
lim
n→∞

bn = b, to

lim
n→∞

loga bn = loga b.

+ Dowód � literatura!
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Twierdzenie 8.34. Niech (an), (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi zbie»nymi oraz niech lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b,

gdzie a, b ∈ R.

a) Je±li a > 0 oraz an > 0 dla n ∈ N, to lim
n→∞

abnn = ab.

b) Je±li a = 0, b > 0 oraz an > 0 dla n ∈ N, to lim
n→∞

abnn = 0.

+ Dowód � literatura!

Rozumuj¡c podobnie jak wy»ej, mo»na udowodni¢ analogiczne twierdzenia dla ci¡gów o granicach niewªa±ci-
wych.

Twierdzenie 8.35. Niech a ∈ R, a > 0, gdzie a 6= 1 oraz niech (bn) b¦dzie ci¡giem takim, »e bn > 0 dla n ∈ N.

a) Je±li a > 1 i lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

loga bn = +∞.

b) Je±li a < 1 i lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

loga bn = −∞.

c) Je±li a > 1 i lim
n→∞

bn = 0, to lim
n→∞

loga bn = −∞.

d) Je±li a < 1 i lim
n→∞

bn = 0, to lim
n→∞

loga bn = +∞.

Twierdzenie 8.36. Niech (an), (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi oraz an > 0 dla n ∈ N.

a) Je±li lim
n→∞

an = a, a > 1 oraz lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

abnn = +∞.

b) Je±li lim
n→∞

an = a, a < 1 oraz lim
n→∞

bn = +∞, to lim
n→∞

abnn = 0.

Powy»sze twierdzenia wykorzystamy do narysowania wykresu funkcji wykªadniczej i logarytmicznej.

Podobnie jak poprzednio, twierdzenia te mo»na zapisa¢ w symbolicznej, skrótowej formie.

Uwaga 8.37. Niech a, b ∈ R, wtedy zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

a∞ = 0 dla 0 < a < 1 a∞ = ∞ dla 1 < a ¬ +∞

∞b = 0 dla −∞ ¬ b < 0 ∞b = ∞ dla 0 < b ¬ +∞

Wyra»enia

[1∞],
[
∞0
]
,

[
00]

tak»e s¡ wyra»eniami nieoznaczonymi!

8.4.2 Zbie»no±¢ ci¡gów monotonicznych i ograniczonych

Wspomnieli±my, »e ci¡gi zbie»ne s¡ ograniczone i podali±my przykªad, »e nie zachodzi twierdzenie odwrotne.
Mo»na natomiast udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.38. [o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym]

a) Je±li ci¡g (an) jest (sªabo) rosn¡cy dla n > n0, gdzie n0 ∈ N, i ograniczony z góry, to jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

an = sup {an : n ∈ N i n > n0} .

b) Je±li ci¡g (an) jest (sªabo) malej¡cy dla n > n0, gdzie n0 ∈ N, i ograniczony z doªu, to jest zbie»ny oraz

lim
n→∞

an = inf {an : n ∈ N i n > n0} .

+ Dowód na wykªadzie!
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Twierdzenie o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym pozwala nam zbada¢ zbie»no±¢ nast¦pnych ciekawych ci¡-
gów. Przykªadowo, pokazali±my ju» wcze±niej, »e ci¡g (an) o wyrazach an =

(
1 + 1

n

)n
jest rosn¡cy i ograniczony,

zatem prawd¡ jest nast¦puj¡cy fakt.

Uwaga 8.39. Z twierdzenia 8.38 i przykªadu 7.7 wynika, »e ci¡g (an)n>0 o wyrazach

an :=
(

1 +
1
n

)n
dla n ∈ N \ {0}

jest zbie»ny. Granic¦ tego ci¡gu oznaczamy symbolem e, czyli

e := lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
i nazywamy liczb¡ Nepera (Eulera).

Z twierdzenia 8.38 wynika tak»e, »e ci¡g (bn)n>0 o wyrazach

bn :=
(

1 +
1
n

)n+1

dla n ∈ N \ {0}

jest tak»e zbie»ny do liczby e, ale w sposób malej¡cy, tzn.(
1 +

1
n

)n
< e <

(
1 +

1
n

)n+1

dla wszystkich n ∈ N \ {0}.

Zauwa»my jeszcze, »e

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= lim

n→∞

1(
1 + 1

n−1

)n−1
·
(

1 + 1
n−1

) =
1
e
.

Z twierdzenia 8.18 i uwagi 8.39 otrzymujemy, »e dla dowolnego ci¡gu (nk) liczb naturalnych zmierzaj¡cego do
+∞ zachodzi równo±¢

lim
k→∞

(
1 +

1
nk

)nk
= e.

Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach (por. tw. 8.27) mo»emy udowodni¢ znacznie wi¦cej.

Wniosek 8.40. [Granice specjalne]
Niech x ∈ R oraz niech (an) b¦dzie ci¡giem takim, »e an 6= 0 dla n ∈ N.

a) Je±li lim
n→∞

an = +∞, to

lim
n→∞

(
1 +

1
an

)an
= e i lim

n→∞

(
1− 1

an

)an
=

1
e
.

b) Je±li lim
n→∞

an = +∞, to

lim
n→∞

(
1 +

x

an

)an
= ex.

c) Je±li lim
n→∞

an = −∞, to

lim
n→∞

(
1 +

1
an

)an
= e.

d) Je±li lim
n→∞

an = 0, to

lim
n→∞

(1 + an)
1
an = e.

+ Dowód na wykªadzie!
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Natomiast korzystaj¡c z twierdzenia 8.33 mo»emy obliczy¢ granice kolejnych ci¡gów specjalnych.

Wniosek 8.41. [Granice specjalne]
Niech (an) b¦dzie takim ci¡giem, »e lim

n→∞
an = 0, wtedy

a)

lim
n→∞

ln (1 + an)
an

= 1;

b) dla x > 0 i x 6= 1

lim
n→∞

logx (1 + an)
an

=
1

lnx
;

c)

lim
n→∞

ean − 1
an

= 1;

d) dla x > 0

lim
n→∞

xan − 1
an

= lnx;

e)

lim
n→∞

(1 + an)x − 1
an

= x.

+ Dowód na wykªadzie!

Nast¦pne granice specjalne wyznaczymy korzystaj¡c z prostych zale»no±ci geometrycznych.

Wniosek 8.42. [Granice specjalne]
Niech (an) b¦dzie takim ci¡giem, »e lim

n→∞
an = 0, wtedy

a)

lim
n→∞

sin (an)
an

= 1;

b)

lim
n→∞

arc sin (an)
an

= 1;

c)

lim
n→∞

tg (an)
an

= 1;

d)

lim
n→∞

arctg (an)
an

= 1.

+ Dowód na wykªadzie!
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8.5 Podci¡g ci¡gu liczbowego cd.

Wiemy ju», »e warunkiem koniecznym (ale nie wystarczaj¡cym!) zbie»no±ci ci¡gu jest jego ograniczono±¢ (por.
tw. 8.7). Dowiedzieli±my si¦ tak»e, »e gdy do zaªo»enia ograniczono±ci ci¡gu doªo»ymy zaªo»enie monotoniczno±ci,
to zapewnimy zbie»no±¢ danego ci¡gu (por. tw. 8.38). Jest to jednak mocne zaªo»enie.

Korzystaj¡c z poj¦cia podci¡gu wprowadzonego w rozdziale 8.3 udowodnimy teraz jedno z wa»niejszych twier-
dze« w analizie matematycznej.

Twierdzenie 8.43. [Bolzano�Weierstrassa] Ka»dy ci¡g ograniczony ma podci¡g zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

De�nicja 8.44. Niech (an)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem liczbowym. Liczb¦ a ∈ R nazywamy punktem skupie-
nia lub granic¡ cz¦±ciow¡ ci¡gu (an)n∈N, gdy istnieje podci¡g tego ci¡gu zbie»ny do a.

Symbol ∞ (lub −∞) jest niewªa±ciwym punktem skupienia, je±li istnieje podci¡g tego ci¡gu rozbie»ny do ∞
(lub odpowiednio do −∞).

�atwo mo»na pokaza¢, »e je±li ci¡g (an)n∈N nie jest ograniczony z góry, to +∞ jest jego punktem skupienia,
a je±li ci¡g ten nie jest ograniczony z doªu, to −∞ jest jego punktem skupienia. Z powy»szego faktu i twierdzenia
Bolzano�Weierstrassa wynika, »e zbiór punktów skupienia danego ci¡gu jest zbiorem niepustym 2.

De�nicja 8.45. Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczbowym i niech S b¦dzie zbiorem punktów skupienia tego
ci¡gu. Granic¡ doln¡ ci¡gu (an)n∈N nazywamy kres dolny zbioru S i oznaczamy

lim inf
n→∞

an := inf S.

Granic¡ górn¡ ci¡gu (an)n∈N nazywamy kres górny zbioru S i oznaczamy

lim sup
n→∞

an := supS.

Je±li∞ ∈ S, to przyjmujemy, »e supS =∞. Podobnie, je±li −∞ ∈ S, to przyjmujemy, »e inf S = −∞. Ponadto,
je»eli S = {−∞}, to supS = −∞, a je»eli S = {∞}, to inf S =∞.

Oczywiste jest, »e dla ka»dego ci¡gu liczbowego (an)n∈N zachodzi

lim inf
n→∞

an ¬ lim sup
n→∞

an.

Ponadto zauwa»my, »e kres górny i dolny zbioru punktów skupienia s¡ zawsze osi¡gni¦te, czyli lim inf
n→∞

an

i lim sup
n→∞

an s¡ odpowiednio najwi¦kszym i najmniejszym punktem skupienia ci¡gu.

Wªasno±¢ 8.46. Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczbowym oraz niech a ∈ R. Wówczas

lim
n→∞

an = a wtedy i tylko wtedy, gdy lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an = a.

8.6 Ci¡gi Cauchy'ego

De�nicja 8.47. Mówimy, »e ci¡g (an)n∈N speªnia warunek Cauchy'ego, je±li:
dla ka»dego ε > 0 istnieje takie nε ∈ N, »e

|an − am| < ε dla wszystkich n,m ­ nε.

Krótko:
∀ ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n,m > nε : |an − am| < ε.

Ci¡g speªniaj¡cy warunek Cauchy'ego nazywamy ci¡giem Cauchy'ego.
2Cz¦sto twierdzenie Bolzano�Weierstrassa podaje si¦ w formie uzupeªnionej o przypadek ci¡gu nieograniczonego i pokazuje, »e

wtedy da si¦ z takiego ci¡gu wybra¢ podci¡g maj¡cy granic¦ niewªa±ciw¡.
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Warunek sformuªowany w powy»szej de�nicji, jest prawie taki sam, jak warunek wyst¦puj¡cy w de�nicji granicy
ci¡gu, jedynie odlegªo±¢ |an − a| wyrazu an od granicy a zostaªa zast¡piona przez odlegªo±¢ |an − am| dwóch
wyrazów ci¡gu.
Oznacza to, »e warunek Cauchy'ego mo»na zapisa¢ w postaci lim

n,m→∞
|an − am| = 0.

Przykªad 8.48. + Na wykªadzie!

Bezpo±rednio z de�nicji dostajemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.49. Ka»dy ci¡g zbie»ny (an) jest ci¡giem Cauchy'ego.

Dowód: + na wykªadzie!

Powy»sze twierdzenie oznacza, »e warunek Cauchy'ego jest warunkiem koniecznym zbie»no±ci ci¡gu.

Przykªad 8.50. + Na wykªadzie!

Warunek Cauchy'ego nie jest jednak warunkiem wystarczaj¡cym zbie»no±ci ci¡gu. Przykªadowo, gdyby nie byªo
liczb rzeczywistych, to niektóre liczbowe ci¡gi Cauchy'ego (skªadaj¡ce si¦ z liczb wymiernych) nie miaªyby
granicy.

Przykªad 8.51. + Na wykªadzie!

W zbiorze liczb rzeczywistych prawdziwe jest natomiast nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 8.52. Ka»dy ci¡g liczb rzeczywistych speªniaj¡cy warunek Cauchy'ego jest zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga Przestrzenie, w których ci¡gi Cauchy'ego s¡ zbie»ne, nazywamy przestrzeniami zupeªnymi. Z twierdze-
nia 8.52 wynika zatem, »e przestrze« liczb rzeczywistych jest zupeªna.
Przestrzenie zupeªne b¦d¡ omawiane na wykªadach z Analizy Matematycznej i Wst¦pu do Topologii w nast¦p-
nym semestrze.
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Cz¦±¢ III

Szeregi liczbowe

9 De�nicja szeregu liczbowego i jego podstawowe wªasno±ci

De�nicja 9.1. Niech (an)n>0 b¦dzie ci¡giem liczbowym.

a) Szeregiem liczbowym o wyrazach an, n ∈ N \ {0}, nazywamy par¦ ci¡gów(
(an)n>0 , (Sn)n>0

)
,

gdzie

Sn :=
n∑
i=1

ai = a1 + a2 + a3 + · · · + an.

Notacja:
∞∑
n=1

an,
∑
n­1

an,
∑
n∈N∗

an,
∑

an.

Ci¡g (Sn) nazywamy ci¡giem sum cz¦±ciowych szeregu, a jego n-ty wyraz Sn � n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡.
Natomiast ci¡g (an) nazywa si¦ ci¡giem wyrazów, a jego wyraz an � n-tym wyrazem szeregu.

b) Szereg
∞∑
n=1

an nazywamy zbie»nym do S ∈ R, je±li ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n∈N jest zbie»ny i lim
n→∞

Sn = S.

Liczb¦ S nazywamy sum¡ szeregu.

Notacja:

S =
∞∑
n=1

an.

Szereg, który nie jest zbie»ny, nazywamy rozbie»nym.

Uwaga Bardzo cz¦sto szeregiem nazywa si¦ po prostu ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn), mimo »e formalnie szereg
nale»y traktowa¢ jako par¦ uporz¡dkowan¡

(
(an), (Sn)

)
.

Analogicznie de�niujemy szeregi
∞∑
n=k

an, gdzie k ∈ Z jest ustalon¡ liczb¡ (patrz tak»e: uwagi po de�nicji 6.1).

Ci¡g sum cz¦±ciowych mo»na zde�niowa¢ tak»e w sposób rekurencyjny:

S1 = a1, Sn+1 = Sn + an+1 dla n ∈ N \ {0}

dla danego ci¡gu (an)n>0.
Zauwa»my, »e gdy wszystkie wyrazy szeregu s¡ nieujemne, to Sn+1 − Sn = an+1 ­ 0 dla wszystkich liczb
naturalnych n > 0, czyli ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn) jest rosn¡cy.

Czasami mo»na zbada¢ zbie»no±¢ szeregów liczbowych wprost z de�nicji, to znaczy najpierw obliczaj¡c ich sumy
cz¦±ciowe, a nast¦pnie granic¦ ci¡gu tych sum.

Przykªad 9.2.

¶ Szereg
∞∑
n=1

1
n(n+1) jest zbie»ny i

∞∑
n=1

1
n(n+1) = 1.

· Szereg
∞∑
n=1

(−1)n jest rozbie»ny.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!
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Nie mo»na szeregu
∞∑
n=1

an traktowa¢ jako �sumy niesko«czenie wielu skªadników�, poniewa» mo»e to prowadzi¢

do zamieszania (por. nast¦pny przykªad).

Przykªad 9.3.

¶ Niech ai = qi dla i ∈ N i q ∈ R. Ci¡g (Sn)n∈N o wyrazach

Sn =
n∑
i=0

qi = 1 + q + q2 + · · · + qn

nazywamy szeregiem geometrycznym.

Indukcyjnie mo»na wykaza¢, »e n-ta suma cz¦±ciowa szeregu geometrycznego dana jest wzorem

Sn =
n∑
i=0

qi =


1− qn+1

1− q
dla q 6= 1;

n+ 1 dla q = 1.

Wynika st¡d, »e dla |q| < 1 szereg geometryczny (por. lemat 8.21) jest zbie»ny i jego suma dana jest
wzorem

∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Dla |q| ­ 1 szereg geometryczny
∞∑
n=0

qn jest rozbie»ny.

· Szereg harmoniczny
∞∑
n=1

1
n jest rozbie»ny.

Ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n>0 o wyrazach

Sn =
n∑
i=1

1
i

= 1 +
1
2

+
1
3

+ · · · +
1
n

jest rosn¡cy. Poka»emy, »e ci¡g ten nie jest ograniczony z góry, zatem nie mo»e by¢ zbie»ny. W tym celu
rozwa»my nast¦puj¡ce sumy cz¦±ciowe:

S1 = 1,

S2 = 1 +
1
2
,

S4 = 1 +
1
2

+
(

1
3

+
1
4

)
︸ ︷︷ ︸

> 1
2

> 1 +
1
2

+
1
2
,

S8 = 1 +
1
2

+
(

1
3

+
1
4

)
︸ ︷︷ ︸

> 1
2

+
(

1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8

)
︸ ︷︷ ︸

> 1
2

>

> 1 +
1
2

+
1
2

+
1
2
,

ogólnie otrzymujemy:

S2k ­ 1 +
k

2
, k = 1, 2, 3, . . .

Wynika z tego, »e ci¡g (Sn)n>0 ro±nie w sposób nieograniczony i szereg harmoniczny
∞∑
n=1

1
n nie jest zbie»ny

(por. Zadanie 5.14 b).

¸ Szereg
∞∑
n=1

1
n2 jest zbie»ny.

Ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n>0 o wyrazach

Sn =
n∑
i=1

1
i2

= 1 +
1
22 +

1
32 + · · · +

1
n2

jest rosn¡cy.
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Poza tym dla wszystkich n ∈ N \ {0} mamy

Sn = 1 +
1

2 · 2
+

1
3 · 3

+ · · · +
1

n · n
=

< 1 +
1

1 · 2
+

1
2 · 3

+ · · · +
1

(n− 1) · n
=

= 1 +
(

1
1
− 1

2

)
+
(

1
2
− 1

3

)
+ · · · +

(
1

n− 1
− 1
n

)
=

= 1 + 1 − 1
n
< 2.

Zatem ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n∈N jest ograniczony i z twierdzenia 8.38 wynika, »e jest tak»e zbie»ny.

Z de�nicji szereg
∞∑
n=1

1
n2 jest zbie»ny. Mo»na nawet pokaza¢, »e

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

Szeregi liczbowe s¡ szczególnymi ci¡gami, a mianowicie ci¡gami sum cz¦±ciowych. Na odwrót, na ci¡g tak»e
mo»na popatrze¢ jak na szereg, poniewa» wyrazy ka»dego ci¡gu (an)n>0 mo»na zapisa¢ w postaci sum (telesko-
powych)

an = a1 −
n∑
i=2

(ai−1 − ai) .

Jest to zatem tylko kwestia zapisu, czy u»ywamy ci¡gów czy szeregów liczbowych.

Zbie»no±¢ szeregu zde�niowana jest poprzez zbie»no±¢ ci¡gu sum cz¦±ciowych, zatem z twierdzenia o arytmetyce
granic ci¡gów (por. twierdzenie 8.20) natychmiast wynika nast¦puj¡cy fakt.

Twierdzenie 9.4. Je±li szeregi
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn s¡ zbie»ne oraz α, β ∈ R s¡ dowolnymi liczbami, to zbie»ny jest

tak»e szereg
∞∑
n=1

(α · an + β · bn), przy czym

∞∑
n=1

(α · an + β · bn) = α ·
∞∑
n=1

an + β ·
∞∑
n=1

bn.

W szczególno±ci zbie»ne s¡ szeregi

∞∑
n=1

(an ± bn) =
∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn oraz
∞∑
n=1

(α · an) = α ·
∞∑
n=1

an,

które nazywamy odpowiednio sum¡ (ró»nic¡) szeregów
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn i iloczynem szeregu
∞∑
n=1

an przez liczb¦ α.

Analogicznie, dla szeregów mo»emy sformuªowa¢ odpowiednik warunku Cauchy'ego (s. Def. 8.47):

Sumy cz¦±ciowe Sn szeregu
∞∑
i=1

ai speªniaj¡ warunek Cauchy'ego, je±li dla dowolnie wybranej liczby ε > 0 istnieje

taka naturalna liczba nε, »e |Sm − Sn| < ε dla wszystkich m,n > nε. Zauwa»my, »e dla m > n mamy

Sm − Sn =
m∑
i=1

ai −
n∑
i=1

ai =
m∑

i=n+1

ai.

Teraz bez trudu mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡cy warunek konieczny i wystarczaj¡cy zbie»no±ci szeregów (por.
twierdzenie 8.52 i wcze±niejsze).

Twierdzenie 9.5. [Cauchy'ego dla szeregów]

Szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnie wybranej liczby ε > 0 istnieje taka naturalna

liczba nε, »e ∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ < ε

dla wszystkich m > n > nε.
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Czyli:
∞∑
n=1

an jest zbie»ny ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ nε ∈ N ∀ m > n > nε :

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ < ε.

Twierdzenie Cauchy'ego ma du»e teoretyczne znaczenie, ale jego zastosowanie do konkretnych szeregów jest
bardzo skomplikowane. Wnioskiem z niego jest jednak nast¦puj¡ce twierdzenie, które ªatwo mo»na zastosowa¢
w praktyce.

Wniosek 9.6. [Warunek konieczny zbie»no±ci szeregu]

Je»eli szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny, to ci¡g jego wyrazów jest zbie»ny do zera, tzn. lim
n→∞

an = 0.

Warunek lim
n→∞

an = 0 w »adnym wypadku nie jest warunkiem wystarczaj¡cym zbie»no±ci szeregu
∞∑
n=1

an, co

ªatwo zauwa»y¢ na przykªadzie szeregu
∞∑
n=1

1
n (por. przykªad 9.3 b).

Je±li o pewnym szeregu
∞∑
n=1

an wiemy tylko, »e lim
n→∞

an = 0, to o zbie»no±ci tego szeregu nie mo»na nic konkret-

nego powiedzie¢. Je±li natomiast stwierdzimy, »e ci¡g (an)n>0 nie jest zbie»ny do zera, to szereg z pewno±ci¡
jest rozbie»ny.

�atwym wnioskiem z twierdzenia Cauchy'ego jest tak»e nast¦puj¡cy fakt.

Uwaga 9.7. Dla ka»dego ustalonego k ∈ N szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
∞∑
n=k

an jest

zbie»ny (ale ich sumy ró»ni¡ si¦). Oznacza to, »e odrzucenie sko«czonej ilo±ci pocz¡tkowych wyrazów szeregu
lub doª¡czenie na pocz¡tku sko«czonej ilo±ci wyrazów nie wpªywa na zbie»no±¢ szeregu.

Pokazali±my, »e dla szeregów zachodz¡ odpowiedniki pewnych wªasno±ci ci¡gów, nie dotyczy to jednak wszyst-
kich wªasno±ci. W przypadku ci¡gów mo»na zamieni¢ kolejno±¢ wyrazów bez straty zbie»nosci ci¡gu. Odpo-
wiednik tego faktu dla szeregów jest faªszywy, mianowicie istniej¡ szeregi zbie»ne, które po zamianie kolejno±ci
wyrazów staj¡ si¦ rozbie»ne.

10 Szeregi o wyrazach nieujemnych

Sumy cz¦±ciowe szeregu o wyrazach nieujemnych tworz¡ ci¡g niemalej¡cy. Z twierdze« 8.7 i 8.38 wynika zatem
natychmiast nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10.1. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g jego sum
cz¦±ciowych jest ograniczony.

Zastosowanie tego twierdzenia widzieli±my ju» w przykªadzie 9.3.

Wykazanie zbie»no±ci lub rozbie»no±ci szeregu wprost z de�nicji (to znaczy poprzez wyznaczenie jego sum
cz¦±ciowych oraz policzenie ich granicy) b¡d¹ z powy»szego twierdzenia jest przewa»nie bardzo trudne. Twier-
dzenia, które teraz przedstawimy, zwane kryteriami zbie»no±ci szeregów pozwalaj¡ nam jednak na w miar¦ ªatwe
rozstrzygni¦cie, czy dany szereg jest zbie»ny czy nie, ale bez wskazania jego sumy.

10.1 Kryteria zbie»no±ci szeregów o wyrazach nieujemnych

10.1.1 Kryteria porównawcze

De�nicja 10.2. Niech
∑
an i

∑
bn b¦d¡ dwoma szeregami liczbowymi o wyrazach nieujemnych.

a) Szereg
∑
bn nazywamy majorant¡ szeregu

∑
an, je±li

0 ¬ an ¬ bn

dla prawie wszystkich indeksów n.
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b) Szereg
∑
an nazywamy minorant¡ szeregu

∑
bn, je±li

0 ¬ an ¬ bn

dla prawie wszystkich indeksów n.

Twierdzenie 10.3. [Pierwsze kryterium porównawcze zbie»no±ci szeregu]

a) Je±li szereg
∑
an ma zbie»n¡ majorant¦, to jest zbie»ny.

b) Je±li szereg
∑
bn ma rozbie»n¡ minorant¦, to jest rozbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Przykªad 10.4.

¶ Szereg
∞∑
n=1

1√
n
jest rozbie»ny.

· Szereg
∞∑
n=1

2n+3
3n−2 jest zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Czasami do zbadania zbie»no±ci szeregu ªatwiej jest zastosowa¢ kryterium porównawcze w innej wersji, zwanej
wersj¡ ilorazow¡.

Wniosek 10.5. [Drugie kryterium porównawcze zbie»no±ci szeregu]

Niech
∑
an i

∑
bn b¦d¡ szeregami o wyrazach dodatnich. Zaªó»my ponadto, »e

an+1

an
¬ bn+1

bn

dla prawie wszystkich indeksów n.

a) Je±li szereg
∑
bn jest zbie»ny, to szereg

∑
an jest zbie»ny.

b) Je±li szereg
∑
an jest rozbie»ny, to szereg

∑
bn jest rozbie»ny.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

Szczególnie ªatwe w zastosowaniu jest nast¦puj¡ce kryterium.

Twierdzenie 10.6. [Kryterium graniczne]

Niech
∑
an i

∑
bn b¦d¡ szeregami o wyrazach dodatnich. Zaªó»my, »e istnieje nast¦puj¡ca granica (wªa±ciwa

lub niewªa±ciwa)

K := lim
n→∞

an
bn
.

a) Je±li K < +∞ i szereg
∑
bn jest zbie»ny, to szereg

∑
an jest zbie»ny.

b) Je±li K > 0 i szereg
∑
bn jest rozbie»ny, to szereg

∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Z powy»szego twierdzenia wynika natychmiast, »e prawdziwy jest nast¦puj¡cy fakt.

Wniosek 10.7. Niech
∑
an i

∑
bn b¦d¡ szeregami o wyrazach dodatnich. Je±li

0 < lim
n→∞

an
bn

< +∞,

to oba szeregi s¡ jednocze±nie zbie»ne lub jednocze±nie rozbie»ne.

Dowód: + �wiczenie!
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Przykªad 10.8.

¶ Szereg
∞∑
n=1

3n2−2
n4+5n jest zbie»ny.

Uzasadnienie: Szereg
∞∑
n=1

1
n2 jest zbie»ny (por. przykªad 9.3, (3)) i

lim
n→∞

3n2−2
n4+5n

1
n2

= lim
n→∞

(
3n2 − 2

)
· n2

n4 + 5n
= lim

n→∞

3n4 − 2n2

n4 + 5n
= lim

n→∞

3 + 2
n2

1 + 5
n3

= 3.

Z kryterium granicznego wynika, »e szereg
∞∑
n=1

3n2−2
n4+5n jest zbie»ny.

· Szereg
∞∑
n=1

2n+5
3n2−2n jest rozbie»ny.

Uzasadnienie: Szereg
∞∑
n=1

1
n jest rozbie»ny (por. przykªad 9.3, (2)) i

lim
n→∞

2n+5
3n2−2n

1
n

= lim
n→∞

(2n+ 5) · n
3n2 − 2n

= lim
n→∞

2n2 + 5n
3n2 − 2n

= lim
n→∞

2 + 5
n

3− 2
n

=
2
3
.

Z kryterium granicznego wynika, »e szereg
∞∑
n=1

2n+5
3n2−2n jest rozbie»ny.

10.1.2 Kryterium Cauchy'ego o zag¦szczaniu

Zapoznaj¡c si¦ z teori¡ szeregów liczbowych i ich zbie»no±ci¡ nie mo»na zapomnie¢ o kolejnym kryterium, które
cz¦sto bywa nazywane kryterium Cauchy'ego o zag¦szczaniu.

Twierdzenie 10.9. [Cauchy'ego o zag¦szczaniu]

Je±li (an) jest ci¡giem malej¡cym o wyrazach nieujemnych, to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy,

gdy szereg
∞∑
k=0

2ka2k jest zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia mo»na okre±li¢ zbie»no±¢ uogólnionego szeregu harmonicznego w za-
le»no±ci od parametru α. T¦ zale»no±¢ warto zapami¦ta¢, poniewa» uogólniony szereg harmoniczny mo»na
wykorzysta¢ we wcze±niej omówionych kryteriach porównawczych.

Wniosek 10.10. Uogólniony szereg harmoniczny

Szereg
∞∑
n=1

1
nα

jest
{

rozbie»ny dla α ¬ 1;
zbie»ny dla α > 1.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

Poni»szy szereg szczególnie ªatwo mo»na zbada¢ wykorzystuj¡c kryterium Cauchy'ego o zag¦szczaniu.

Przykªad 10.11. Szereg
∞∑
n=2

1
n lnn jest rozbie»ny.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!
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10.1.3 Inne kryteria zbie»no±ci

W przykªadzie 9.3 widzieli±my, »e szereg geometryczny
∞∑
n=0

qn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jego iloraz

|q| < 1. Wykorzystuj¡c szereg geometryczny w twierdzeniu 10.3 jako zbie»n¡ majorant¦ lub rozbie»n¡ minorant¡,
otrzymujemy kolejne kryteria zbie»no±ci szeregów liczbowych.

Nast¦pne kryterium pochodzi od francuskiego matematyka Jean Baptiste Le Rond d'Alemberta (1717�1783).

Twierdzenie 10.12. [Kryterium d'Alemberta]
Niech

∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich.

• Je±li istniej¡ liczba q < 1 i liczba naturalna n0 takie, »e an+1
an
¬ q dla n > n0, to szereg

∑
an jest zbie»ny;

• Je±li istnieje liczba naturalna n0 taka, »e an+1
an
­ 1 dla n > n0, to szereg

∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Twierdzenie 10.13. [Kryterium d'Alemberta � wersja graniczna]
Niech

∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech istnieje granica

lim
n→∞

an+1

an
= q.

Wtedy

• je±li q < 1, to szereg
∑
an jest zbie»ny;

• je±li q > 1, to szereg
∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + zadanie domowe!

W przypadku q = 1 wersja graniczna kryterium d'Alemberta nie rozstrzyga o zbie»no±ci szeregu: szereg mo»e
by¢ zarówno zbie»ny, jak i rozbie»ny (policz lim

n→∞
an+1
an

dla szeregów z przykªadu 9.3 (2) i (3)).

Przykªad 10.14.

¶ Szereg
∞∑
n=1

n3

2n jest zbie»ny, poniewa»

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)3

2n+1

n3

2n
= lim

n→∞

(n+ 1)3 · 2n

2n+1 · n3 = lim
n→∞

1
2
·
(

1 +
1
n

)3

=
1
2
< 1.

· Szereg
∞∑
n=1

n!
3n jest rozbie»ny, poniewa»

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)!
3n+1

n!
3n

= lim
n→∞

n+ 1
3

= ∞ > 1.

¸ + Kolejny przykªad na wykªadzie!

Nast¦pne kryterium nosi nazw¦ dwóch francuskich matematyków A. Cauchy'ego i J. Hadamarda, w Polsce jest
znane jako kryterium Cauchy'ego.

Twierdzenie 10.15. [Kryterium Cauchy'ego]

Niech
∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach nieujemnych.

• Je±li istniej¡ liczba q < 1 i liczba naturalna n0 takie, »e n
√
an ¬ q dla n > n0, to szereg

∑
an jest zbie»ny;

• Je±li istnieje liczba naturalna n0 taka, »e n
√
an ­ 1 dla n > n0, to szereg

∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!
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Twierdzenie 10.16. [Kryterium Cauchy'ego � wersja graniczna]
Niech

∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach nieujemnych oraz niech istnieje granica

lim
n→∞

n
√
an = q.

Wtedy

• je±li q < 1, to szereg
∑
an jest zbie»ny;

• je±li q > 1, to szereg
∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + zadanie domowe!

W przypadku q = 1 wersja graniczna kryterium Cauchy'ego nie rozstrzyga o zbie»no±ci szeregu: szereg mo»e
by¢ zarówno zbie»ny, jak i rozbie»ny.

Przykªad 10.17. Szereg
∞∑
n=1

(
2n+5
3n−1

)2n
jest zbie»ny, poniewa»

lim
n→∞

n

√(
2n+ 5
3n− 1

)2n

= lim
n→∞

[(
2n+ 5
3n− 1

)2n
] 1
n

= lim
n→∞

(
2n+ 5
3n− 1

)2n· 1n
=

= lim
n→∞

(
2n+ 5
3n− 1

)2

=
4
9
< 1.

+ Kolejny przykªad na wykªadzie!

Uwaga

• Przypadek lim
n→∞

n
√
an = 1 = lim

n→∞
an+1
an

jest nierozstrzygalny zarówno dla wersji granicznej kryterium

d'Alemberta, jak i kryterium Cauchy'ego. Mo»na jednak pokaza¢, »e je±li zbie»no±¢ szeregu wynika z kry-
terium d'Alemberta, to b¦dzie tak»e wynika¢ z kryterium Cauchy'ego (por. lista zada« z szeregów).
Twierdzenie odwrotne na ogóª nie jest prawdziwe, poniewa» kryterium Cauchy'ego jest silniejsze.

• Zastosowanie kryterium d'Alemberta i Cauchy'ego do uogólnionego szeregu harmonicznego
∞∑
n=1

1
nα nie roz-

strzyga jego zbie»no±ci. Jednak zbie»no±¢ szeregu harmonicznego w zale»no±ci od parametru α jest znana
(por. wniosek 10.10). Dlatego je±li oba te kryteria zastosowane do pewnego szeregu

∑
an nie rozstrzy-

gaj¡ jego zbie»no±ci, to mo»na próbowa¢ porównywa¢ ten szereg z szeregiem harmonicznym (por. kryteria
porównawcze).

W przypadkach kiedy podane kryteria zawodz¡, trzeba si¦gn¡¢ do bardziej wysublimowanych kryteriów, opar-
tych na porównywaniu badanego szeregu nie z szeregiem geometrycznym, ale z innymi szeregami o znanej
zbie»no±ci, np. z uogólnionymi szeregami harmonicznymi. Takim kryterium jest np. kryterium Raabego.

Twierdzenie 10.18. [Kryterium Raabego]
Niech

∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech r > 1.

• Je±li istnieje liczba naturalna n0 taka, »e n
(

an
an+1

− 1
)
­ r dla wszystkich n > n0, to szereg

∑
an jest

zbie»ny;

• Je±li istnieje liczba naturalna n0 taka, »e n
(

an
an+1

− 1
)
< 1 dla n > n0, to szereg

∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Twierdzenie 10.19. [Kryterium Raabego � wersja graniczna]
Niech

∑
an b¦dzie szeregiem liczbowym o wyrazach dodatnich oraz niech istnieje granica

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1
)

= r.

Wtedy

• je±li r > 1, to szereg
∑
an jest zbie»ny;

• je±li r < 1, to szereg
∑
an jest rozbie»ny.

Dowód: + zadanie domowe!
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Kryterium Raabego jest znacznie silniejsze od kryterium d'Alemberta. Zauwa»my, »e je±li istnieje granica

lim
n→∞

an+1
an

= q 6= 1, to ci¡g o wyrazach n
(

an
an+1

− 1
)

= n

(
1

an+1
an

− 1
)

ma granic¦ r = +∞ dla q < 1 i r = −∞

dla q > 1. Je»eli wi¦c kryterium d'Alemberta rozstrzyga kwesti¦ zbie»no±ci danego szeregu, to kryterium Raa-
bego te»!
W przypadku r = 1 wersja graniczna kryterium Raabego nie daje odpowiedzi na pytanie o zbie»no±¢ szeregu.
W podobnych przypadkach trzeba korzysta¢ z jeszcze bardziej wysublimowanych kryteriów.

Przykªad 10.20. + Na wykªadzie!

11 Szeregi o wyrazach dowolnych

Najcz¦±ciej stosowanym kryterium zbie»no±ci szeregów o wyrazach dowolnych jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. [Kryterium Dirichleta]
Niech (an) i (bn) b¦d¡ ci¡gami liczbowymi. Je±li

• ciag (an) jest monotoniczny,

• lim
n→∞

an = 0,

• ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu
∑
bn jest ograniczony,

to szereg
∑
anbn jest zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

Je±li jako (bn) we¹miemy ci¡g naprzemienny, tzn. bn = (−1)n dla n ∈ N, to otrzymujemy tzw. szereg naprze-
mienny

∑
(−1)n an i jako natychmiastowy wniosek z kryterium Dirichleta dostajemy nast¦puj¡ce kryterium

zbie»no±ci szeregów naprzemiennych.

Wniosek 11.2. [Kryterium Leibniza]
Szereg naprzemienny ∑

(−1)n an

jest zbie»ny, je±li (an) jest ci¡giem monotonicznym i zbie»nym do zera.

Kolejne kryterium otrzymamy obni»aj¡c zaªo»enia dotycz¡ce ci¡gu (an), ju» nie musi by¢ ci¡giem zbie»nym
do zera, wystarczy ograniczono±¢. Natomiast zwi¦kszamy zaªo»enia dotycz¡ce ci¡gu (bn), szereg o takich wyra-
zach musi by¢ zbie»ny, czyli zbie»ny musi by¢ jego ci¡g sum cz¦±ciowych. W kryterium Dirichleta wystarczaªa
ograniczono±¢ tego ciagu.

Wniosek 11.3. [Kryterium Abela]
Je±li ci¡g (an) jest monotoniczny i ograniczony, a szereg

∑
bn jest zbie»ny, to szereg

∑
anbn jest zbie»ny.

12 Zbie»no±¢ bezwzgl¦dna szeregów

W przypadku szeregów
∑
an o wyrazach dowolnych mo»na równie» stawia¢ sobie pytanie o zbie»no±¢ szeregu∑

|an|.

De�nicja 12.1. Mówimy, »e szereg
∑
an jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, je±li zbie»ny jest szereg

∑
|an|.

Twierdzenie 12.2. Je±li szereg
∑
an jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to jest zbie»ny. Ponadto zachodzi nierówno±¢∣∣∣∑ an

∣∣∣ ¬ ∑
|an|.

Dowód: + na wykªadzie!
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Uwaga. Ze zbie»no±ci szeregu
∑
an nie wynika jego zbie»no±¢ bezwzgl¦dna. Kryterium Leibniza pozwala skon-

struowa¢ wiele przykªadów szeregów zbie»nych, które nie s¡ bezwzgl¦dnie zbie»ne. Wystarczy wzi¡¢ dowolny
szereg

∑
an rozbie»ny, którego wyrazy malej¡ do zera, aby szereg

∑
(−1)n an byª zbie»ny, ale nie byª bezwzgl¦d-

nie zbie»ny.

Przykªad 12.3. Szereg
∞∑
n=1

(−1)n

n jest zbie»ny, co wynika z twierdzenia 11.2, ale

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n

n

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
n

jest rozbie»ny (por. przykªad 9.3 (2)).
+ Kolejny przykªad na wykªadzie!

Szereg
∑
|an| jest oczywi±cie szeregiem o wyrazach nieujemnych, w zwi¡zku z tym do badania zbie»no±ci bez-

wzgl¦dnej szeregu
∑
an mo»na wykorzystywa¢ wszystkie kryteria przedstawione w rozdziale 10.1.

13 Zbie»no±¢ bezwarunkowa szeregów

W szeregu liczbowym zbie»nym mo»emy kolejne wyrazy dowolnie ª¡czy¢ w grupy. Zachodzi mianowicie nast¦-
puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 13.1. [Prawo ª¡czno±ci dla szeregów]

Niech
∞∑
n=1

an b¦dzie szeregiem zbie»nym, a (nk)∞k=1 ±ci±le rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych, gdzie n1 = 0 oraz

niech bk =
nk+1∑
i=nk+1

ai dla k ∈ N∗. Wówczas szereg
∞∑
k=1

bk jest zbie»ny i
∞∑
k=1

bk =
∞∑
n=1

an. Ponadto, je±li szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to szereg
∞∑
k=1

bk jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Dowód: + na wykªadzie!

Dla szeregów rozbie»nych analogiczne twierdzenie nie jest prawdziwe. Rozwa»my przykªadowo rozbie»ny szereg
∞∑
n=1

(−1)n, tzn. ª¡cz¡c po jednym wyrazie dostajemy szereg rozbie»ny. Ale gdy ª¡czymy po dwa wyrazy dostajemy

∞∑
k=1

(
(−1)2k−1 + (−1)2k

)
= 0 lub − 1 +

∞∑
k=1

(
(−1)2k + (−1)2k+1

)
= −1.

Pokazali±my zatem, »e w ka»dym szeregu zbie»nym mo»na dowolnie ª¡czy¢ kolejne wyrazy w grupy i zawsze
uzyskamy szereg zbie»ny. Teraz poka»emy, »e zbie»no±¢ szeregu na ogóª zale»y od porz¡dku jego wyrazów. Jest
to, wi¦c sytuacja odmienna od zbie»no±ci ci¡gu, gdzie zmiana porz¡dku wyrazów nie wpªywa na zbie»no±¢ (por.
twierdzenie 8.5). Wprowad¹my jeszcze jedn¡ de�nicj¦.

De�nicja 13.2. Mówimy, »e szereg
∞∑
n=1

an jest bezwarunkowo zbie»ny, je»eli dla dowolnej permutacji (bijekcji) π

zbioru liczb naturalnych zbie»ny jest szereg
∞∑
n=1

aπ(n). Szereg zbie»ny, który nie speªnia warunku bezwarunkowej

zbie»no±ci nazywamy szeregiem warunkowo zbie»nym.

Dla szeregów o wszystkich wyrazach nieujemnych (niedodatnich) jest oczywiste, »e kolejno±¢ sumowania nie gra
roli, tzn. zachodzi nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 13.3. Niech
∞∑
n=1

an bedzie szeregiem zbie»nym. Je±li an ­ 0 dla wszystkich n ∈ N∗ lub an ¬ 0

dla wszystkich n ∈ N∗, to szereg jest zbie»ny bezwarunkowo. Ponadto dla ka»dej permutacji π zbioru liczb

naturalnych mamy
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

aπ(n).

Dowód: + na wykªadzie!
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Natomiast gdy rozpatrujemy szeregi o wyrazach dowolnych, to sytuacja jest zupeªnie inna. Prawdziwe s¡ jednak
nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 13.4. Niech
∞∑
n=1

an bedzie szeregiem liczbowym oraz niech

βn = max{0, an} i γn = min{0, an}

dla n ∈ N∗.

Wówczas szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwarunkowo wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi
∞∑
n=1

βn i
∞∑
n=1

γn s¡ zbie»ne.

Dowód: Je±li szeregi
∞∑
n=1

βn i
∞∑
n=1

γn s¡ zbie»ne, to z lematu 13.3 wynika, »e s¡ one zbie»ne bezwarunkowo. Szereg

∞∑
n=1

an jest wi¦c tak»e zbie»ny bezwarunkowo, poniewa» dla wszystkich liczb n ∈ N∗ zachodzi an = βn + γn i

dla dowolnej bijekcji π : N∗ → N∗ szereg
∞∑
n=1

aπ(n) jest sum¡ szeregów zbie»nych
∞∑
n=1

βπ(n) i
∞∑
n=1

γπ(n).

Zaªó»my teraz, »e szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwarunkowo. Wtedy jest on zbie»ny i z warunku koniecznego 9.6

wynika, »e lim
n→∞

an = 0, a zatem lim
n→∞

γn = 0. St¡d istnieje liczba M > 0 taka, »e

−M < γn ¬ 0 dla n ∈ N∗.

Przypu±¢my, »e co najmniej jeden z szeregów:
∞∑
n=1

βn lub
∞∑
n=1

γn jest rozbie»ny.

Niech (Sn), (Bn) i (Gn) b¦d¡ ci¡gami sum cz¦±ciowych odpowiednio szeregów
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

βn i
∞∑
n=1

γn. Wtedy

ci¡g (Bn) jest niemalej¡cy, za± ci¡g (Gn) jest nierosn¡cy. Zatem z twierdzenia 10.1 wynika, »e lim
n→∞

Bn = +∞
lub lim

n→∞
Gn = −∞. Poniewa» Sn = Bn +Gn dla n ∈ N∗ i ci¡g (Sn) jest zbie»ny, wi¦c musi zachodzi¢

lim
n→∞

Bn = +∞ i lim
n→∞

Gn = −∞.

Zde�niujmy teraz nast¦puj¡ce zbiory

X := {n ∈ N∗ : an > 0} i Y := {n ∈ N∗ : an ¬ 0}

i zauwa»my, »e s¡ one przeliczalne oraz X ∩ Y = Ø i X ∪ Y = N∗.
Ponadto istnieje taki rosn¡cy ci¡g liczb caªkowitych (nk)k∈N, gdzie n0 = 0, »e∑

nk−1<n¬nk
n∈X

an > 2M

dla wszystkich k ∈ N∗. Zatem zbiory Xk := {n ∈ X : nk−1 < n ¬ nk}, gdzie k ∈ N∗, tworz¡ rodzin¦ zbiorów
sko«czonych, niepustych i takich, »e

ı) Xk ∩Xj = Ø dla k 6= j,

ıı) X =
⋃

k∈N∗
Xk,

ııı)
∑

n∈Xk
an > 2M dla k ∈ N∗.

Oznaczmy przez mk ilo±¢ elementów zbioru Xk. Ponadto niech

N1 := 1 i Nk := k +
k∑
j=1

mj dla k ­ 2

oraz
Vk := {n ∈ N∗ : Nk + 1 ¬ n ¬ Nk +mk} dla k ∈ N∗.
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Zauwa»my teraz, »e Xk i Vk s¡ zbiorami mk-elementowymi, zatem istnieje bijekcja fk : Vk → Xk dla k ∈ N∗.
Niech teraz V :=

⋃
k∈N

Xk. Poniewa» zbiory Vk s¡, podobnie jak zbiory Xk, parami rozª¡czne, to funkcja

f :
{
V −→ X
n 7−→ fk(n) dla n ∈ Vk

jest bijekcj¡.
Oznaczmy teraz przez W := N∗ \ V , wtedy W = {Nk : k ∈ N∗}. Poniewa» W i Y s¡ zbiorami przeliczalnymi,
to istnieje bijekcja g : W → Y .

Zde�niujmy teraz funkcj¦ π : N∗ → N∗ nast¦puj¡cym wzorem

π(n) :=
{
f(n) dla n ∈ V,
g(n) dla n ∈W.

Funkcja π jest oczywi±cie poprawnie okre±lona, poniewa» V ∩ W = Ø, oraz jest bijekcj¡, gdy» π(V ) = X i
π(W ) = Y .

Rozwa»my nast¦pnie szereg
∞∑
n=1

aπ(n) i zauwa»my, »e

mk+Nk∑
n=1

aπ(n) =
∑

n∈V1∪...∪Vk

aπ(n) +
∑
n∈W

n¬mk+Nk

aπ(n) =
k∑
j=1

∑
n∈Vj

afj(n) +
k∑
j=1

ag(Nj) ­ k · 2M − kM = kM.

Wynika st¡d, »e sumy cz¦±ciowe szeregu
∞∑
n=1

aπ(n) nie maj¡ granicy sko«czonej, gdy» lim
k→∞

kM = +∞. Jest to

sprzeczne z naszym zaªo»eniem o bezwarunkowej zbie»no±ci szeregu
∞∑
n=1

an, co ko«czy dowód. �

Twierdzenie 13.5. [o zbie»nosci bezwzgl¦dnej i bezwarunkowej szeregu]

Szereg liczbowy
∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwarunkowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Dowód: + na wykªadzie!

Twierdzenie 13.6. Je±li szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwarunkowo, to dla ka»dej permutacji π zbioru liczb

naturalnych mamy
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

aπ(n).

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga: Z twierdzenia o zbie»nosci bezwzgl¦dnej i bezwarunkowej wynika natychmiast, »e szereg
∞∑
n=1

an jest

warunkowo zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny, ale nie jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

Zaskakuj¡cy jest fakt, »e je±li szereg
∞∑
n=1

an jest warunkowo zbie»ny i s ∈ R jest dowoln¡ liczb¡, to istnieje taka

permutacja π zbioru liczb naturalnych, »e szereg
∞∑
n=1

aπ(n) jest zbie»ny do s. Jest to tre±¢ tzw. Twierdzenia

Riemanna.
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14 Mno»enie szeregów

W twierdzeniu 9.4 mówili±my o dodawaniu szeregów zbie»nych oraz o mno»eniu szeregu zbie»nego przez skalar.
Teraz zajmiemy si¦ mno»eniem szeregów.

Niech b¦d¡ dane szeregi zbie»ne

A =
∞∑
i=0

ai i B =
∞∑
j=0

bj .

Podobnie jak przy mno»eniu sum rozwa»my iloczyny ai · bj wyrazów tych szeregów. Utworzony z nich szereg
nazywa si¦ iloczynem szeregów A i B:

∞∑
i,j=0

ai · bj = a0 · b0 + a0 · b1 + a0 · b2 + a0 · b3 + · · ·
a1 · b0 + a1 · b1 + a1 · b2 + a1 · b3 + · · ·
a2 · b0 + a2 · b1 + a2 · b2 + a2 · b3 + · · ·
a3 · b0 + a3 · b1 + a3 · b2 + a3 · b3 + · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
. . .

Dla uªatwienia mo»emy go zapisa¢ w postaci niesko«czonej macierzy prostok¡tnej.

Istniej¡ co najmniej cztery ró»ne, ale podobne sposoby ustawienia iloczynów ai · bj w ci¡g lub inaczej mówi¡c
sumowania wyrazów tego szeregu:

• wzdªu» kolumn:
∞∑
j=0

( ∞∑
i=0

ai · bj
)
;

• wzdªu» wierszy:
∞∑
i=0

(
∞∑
j=0

ai · bj

)
;

• po bokach kwadratu: lim
n→∞

(
n∑

i,j=0
ai · bj

)
;

• po przek¡tnych:
∞∑
n=0

( ∑
i+j=n

ai · bj

)
.

Je»eli szereg ten jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to na podstawie twierdzenia 13.5 ma wªasno±¢ przemienno±ci i jest
to oboj¦tne, który sposób wybierzemy.
Do wyznaczania sumy takiego szeregu wygodniej jest zastosowa¢ trzeci sposób, czyli sumowanie po bokach
kwadratu, poniewa» wtedy sumy cz¦±ciowe tego szeregu s¡ iloczynem odpowiednich sum cz¦±ciowych szeregów
A i B, zatem d¡»¡ do iloczynu A ·B.
Przy praktycznym mno»eniu szeregów najcz¦±ciej wygodnie jest zastosowa¢ czwarty sposób, czyli ustawia¢
iloczyny ai · bj po przek¡tnych. W tej wªa±nie postaci przedstawiª Cauchy po raz pierwszy iloczyn dwóch
szeregów i ten sposób omówimy teraz dokªadniej.

De�nicja 14.1. [Iloczyn szeregów w sensie Cauchy'ego]

Niech
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn b¦d¡ szeregami liczbowymi. Iloczynem Cauchy'ego tych szeregów nazywamy szereg
∞∑
n=0

cn,

gdzie

cn =
n∑
j=0

ajbn−j dla n ∈ N.

Iloczyn szeregów w sensie Cauchy'ego jest przemienny.
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14 MNO�ENIE SZEREGÓW

Twierdzenie 14.2. [Mertensa]

Je±li szeregi
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn s¡ zbie»ne i je±li przynajmniej jeden z tych szeregów jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to

iloczyn Cauchy'ego
∞∑
n=0

cn tych szeregów jest zbie»ny oraz

∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn.

Je±li szeregi
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn s¡ bezwzgl¦dnie zbie»ne, to szereg
∞∑
n=0

cn jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

Dowód: + na wykªadzie!

W twierdzeniu Mertensa zaªo»enia, »e przynajmniej jeden z szeregów:
∞∑
n=0

an lub
∞∑
n=0

bn jest zbie»ny bezwzgl¦d-

nie, nie mo»na opu±ci¢. Rozwa»my mianowicie zbie»ny warunkowo szereg

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(−1)n√
n+ 1

.

Wtedy dla iloczynu Cauchy'ego
∞∑
n=0

cn mamy

|cn| =
n∑
j=0

1√
j + 1 ·

√
n− j + 1

­
n∑
j=0

1
n+ 1

= 1,

z czego wynika, »e jest to szereg rozbie»ny.

Przykªad 14.3. Rozwa»my szereg

exp(x) := 1 + x +
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · · ozn=

∞∑
n=0

xn

n!
, gdzie x ∈ R.

Pokaza¢, »e:

¶ Szereg ten jest zbie»ny bezwzgl¦dnie dla ka»dego x ∈ R;

· ∀x,y∈R exp(x) · exp(y) = exp(x+ y);

¸ exp(0) = 1;

¹ exp(1) = e (por. lista �Ci¡gi liczbowe � zbie»no±¢�);

º exp(−x) = 1
exp(x) ;

» ∀n∈N exp(n) = en;

¼ ∀n∈N exp(−n) = e−n;

½ ∀r∈Q exp(r) = er.
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Cz¦±¢ IV

Ci¡gªo±¢ funkcji

W tym rozdziale zajmiemy si¦ funkcjami okre±lonymi na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych o warto±ciach
w zbiorze liczb rzeczywistych.

W tym miejscu warto przypomnie¢ sobie de�nicj¦ funkcji oraz takie terminy jak dziedzina funkcji, zbiór warto±ci
funkcji na danym zbiorze, monotoniczno±¢, parzysto±¢ czy okresowo±¢ funkcji (por. rozdziaª 4). Natomiast
naszym celem teraz b¦dzie wyja±nienie poj¦cie ci¡gªo±ci funkcji. Najpierw jednak musimy dobrze zrozumie¢, co
to jest granica funkcji w punkcie.

15 Granica funkcji

Jak zwykle zaczniemy od kilku de�nicji, które uªatwi¡ nam zapis kolejnych wprowadzanych poj¦¢.

De�nicja 15.1. Niech ε > 0 i a ∈ R.

• Otoczeniem punktu a o promieniu ε nazywamy przedziaª otwarty

Oε(a) := (a− ε, a+ ε).

x

a− ε a a+ ε

• Ka»dy zbiór O, dla którego istnieje ε > 0 takie, »e Oε(a) ⊆ O, b¦dziemy nazywa¢ po prostu otoczeniem
punktu a.

Zauwa»my, »e

x ∈ Oε(a) ⇐⇒ a− ε < x < a+ ε ⇐⇒ −ε < x− a < ε ⇐⇒ |x− a| < ε,

zatem otoczenie punktu a o promieniu ε jest zbiorem punktów, których odlegªo±¢ od a jest mniejsza od ε:

Oε(a) =
{
x ∈ R : |x− a| < ε

}
.

W zbiorze liczb rzeczywistych wprowadza si¦ tak»e otoczenia prawostronne i lewostronne.

De�nicja 15.2. Niech a ∈ R.

• Otoczeniem prawostronnym a o promieniu ε nazywamy przedziaª

O+
ε (a) :=

[
a, a+ ε

)
.

• Otoczeniem lewostronnym a o promieniu ε nazywamy przedziaª

O−ε (a) :=
(
a− ε, a

]
.

Je±li promie« otoczenia ε nie jest istotny i mo»e by¢ dowoln¡ liczb¡ dodatni¡, to powy»sze otoczenia b¦dziemy
oznacza¢ odpowiednio nast¦puj¡cymi symbolami: O(a), O+(a), O−(a).
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De�nicja 15.3. Niech ε > 0 i a ∈ R.
S¡siedztwem punktu a o promieniu ε nazywamy zbiór

Sε(a) := (a− ε, a) ∪ (a, a+ ε).

x

a− ε a a+ ε

Zauwa»my, »e do s¡siedztwa punktu a o promieniu ε nale»¡ wszystkie punkty otoczenia tego punktu o tym
samym promieniu z wyj¡tkiem punktu a:

Sε(a) = Oε(a) \ {a}.

Analogicznie, jak w przypadku otoczenia, mo»emy tak»e mówi¢ o s¡siedztwach prawo- i lewostronnych.

De�nicja 15.4. Niech a ∈ R.

• S¡siedztwo prawostronnym a o promieniu ε nazywamy przedziaª otwarty

S+
ε (a) :=

(
a, a+ ε

)
.

• S¡siedztwo lewostronnym a o promieniu ε nazywamy przedziaª otwarty

S−ε (a) :=
(
a− ε, a

)
.

Je±li promie« s¡siedztwa ε nie jest istotny i mo»e by¢ dowoln¡ liczb¡ dodatni¡, to powy»sze otoczenia b¦dziemy
oznacza¢ odpowiednio nast¦puj¡cymi symbolami: S(a), S+(a), S−(a).

Zauwa»my, »e w ±wietle de�nicji otoczenia, poj¦cie granicy ci¡gu mo»na rozumie¢ nast¦puj¡co:
granic¡ ci¡gu (an)n∈N ⊆ R jest punkt a ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego otoczenia Oε(a) punktu a
prawie wszystkie warto±ci ci¡gu (an)n∈N nale»¡ do Oε(a):

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0
(
an ∈ Oε(a)

)
.

+ Pisz¡c (an)n∈N ⊆ X rozumiemy, »e wszystkie warto±ci ci¡gu (an)n∈N nale»¡ do zbioru X.

Wprowad¹my teraz kolejne wa»ne poj¦cie.

De�nicja 15.5. [Punkt skupienia zbioru]
Niech X ⊆ R. Mówimy, »e a ∈ R jest punktem skupienia zbioru X, gdy dla ka»dego s¡siedztwa S punktu a
zbiór X ∩ S jest niepusty.
Punkt a ∈ X, który nie jest punktem skupienia zbioru X, nazywamy punktem izolowanym tego zbioru.

+ W powy»szej de�nicji u»ywamy s¡siedztwa S, a nie otoczenia O punktu a, »eby wykluczy¢ sytuacj¦, w której
X ∩ O = {a}.

Bezpo±rednio z de�nicji pokazujemy

Wªasno±¢ 15.6. Niech X ⊆ R oraz a ∈ R. Wówczas a jest punktem skupienia zbioru X wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ci¡g (an)n∈N ⊆ X \ {a} taki, »e lim

n→∞
an = a.

+ Zauwa»my, »e punkt skupienia danego zbioru mo»e, ale nie musi by¢ jego elementem!
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15 GRANICA FUNKCJI

Jeste±my ju» gotowi do wprowadzenie poj¦cia granicy funkcji w punkcie.

De�nicja 15.7. [Cauchy'ego]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡. Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Cauchy'ego
funkcji f w punkcie a ∈ R, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru Df ,

• dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e

|f(x)− g| < ε dla wszystkich x ∈ Df ∩ Sδ(a).

Notacja: g = lim
x→a

f(x) lub f(x)→ g dla x→ a.

Niech f : Df → R oraz niech g ∈ R, a a niech b¦dzie punktem skupienia zbioru Df . De�nicj¦ Cauchy'ego granicy
funkcji w punkcie a mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

lim
x→a

f(x) = g ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Df

(
0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− g| < ε

)
.

De�nicja 15.8. [Heinego]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡. Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Heinego funkcji f
w punkcie a ∈ R, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru Df ,

• dla ka»dego ci¡gu (xn)n∈N ⊆ Df \ {a} takiego, »e lim
n→∞

xn = a zachodzi

lim
n→∞

f (xn) = g.

Poka»emy teraz, »e powy»sze dwie de�nicje s¡ równowa»ne.

Twierdzenie 15.9. Niech f : Df → R, gdzie Df ⊆ R, niech a b¦dzie punktem skupienia zbioru Df oraz niech
g ∈ R. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

¶ g jest granic¡ w sensie Cauchy'ego funkcji f w punkcie a,

· g jest granic¡ w sensie Heinego funkcji f w punkcie a.

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e istnienie granicy funkcji f w punkcie a i jej liczbowa warto±¢ g nie
maj¡ »adnego zwi¡zku z warto±ci¡, a nawet z okre±lono±ci¡ funkcji f w punkcie a.

Je»eli funkcja f jest okre±lona na zbiorach nieograniczonych z góry lub odpowiednio z doªu, to de�nicja Heinego
granicy funkcji ma sens równie» dla �a = +∞� (�a = −∞�). Po prostu rozwa»amy wtedy ci¡gi argumentów
(xn) takie, »e xn → +∞ lub odpowiednio xn → −∞.

De�nicja 15.10. [Heinego]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡.

a) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Heinego funkcji f w +∞, je±li:

• istnieje liczba a ∈ R taka, »e (a,∞) ⊆ Df oraz

• dla ka»dego ci¡gu (xn)n∈N ⊆ Df takiego, »e lim
n→∞

xn = +∞ zachodzi

lim
n→∞

f (xn) = g.

Notacja: g = lim
x→+∞

f(x).
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15.1 Granice jednostronne funkcji 15 GRANICA FUNKCJI

b) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Heinego funkcji f w −∞, je±li:

• istnieje liczba b ∈ R taka, »e (−∞, b) ⊆ Df oraz

• dla ka»dego ci¡gu (xn)n∈N ⊆ Df takiego, »e lim
n→∞

xn = −∞ zachodzi

lim
n→∞

f (xn) = g.

Notacja: g = lim
x→−∞

f(x).

De�nicja 15.11. [Cauchy'ego]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡.

a) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Cauchy'ego funkcji f w +∞, je±li:

• istnieje liczba a ∈ R taka, »e (a,∞) ⊆ Df oraz

• ∀ ε > 0 ∃M ∈ R ∀x ∈ Df

(
x > M ⇒ |f(x)− g| < ε

)
.

b) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ w sensie Cauchy'ego funkcji f w −∞, je±li:

• istnieje liczba b ∈ R taka, »e (−∞, b) ⊆ Df oraz

• ∀ ε > 0 ∃m ∈ R ∀x ∈ Df

(
x < m ⇒ |f(x)− g| < ε

)
.

15.1 Granice jednostronne funkcji

De�nicja 15.12. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ oraz niech a, g ∈ R.

a) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie a ∈ R, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru {x ∈ Df : x > a} oraz

• w notacji Cauchy'ego:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Df

(
x ∈ (a, a+ δ) =⇒ |f(x)− g| < ε

)
lub równowa»nie w notacji Heinego:

∀ (xn) ⊆ {x ∈ Df : x > a}
(

lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f (xn) = g
)
.

Notacja: g = lim
x→a+

f(x) lub g = lim
x→a
x>a

f(x).

b) Mówimy, »e liczba g ∈ R jest granic¡ lewostronn¡ funkcji f w punkcie a ∈ R, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru {x ∈ Df : x < a} oraz

• w notacji Cauchy'ego:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Df

(
x ∈ (a− δ, a) =⇒ |f(x)− g| < ε

)
lub równowa»nie w notacji Heinego:

∀ (xn) ⊆ {x ∈ Df : x < a}
(

lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f (xn) = g
)
.

Notacja: g = lim
x→a−

f(x) lub g = lim
x→a
x<a

f(x).
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Twierdzenie 15.13. [Zwi¡zek granicy funkcji z granicami jednostronnymi]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡, punkt a ∈ R niech b¦dzie punktem skupienia zbiorów
{x ∈ Df : x < a} i {x ∈ Df : x > a} oraz niech g ∈ R. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

¶ lim
x→a

f(x) = g,

· lim
x→a−

f(x) = g oraz lim
x→a+

f(x) = g.

Dowód: + na wykªadzie!

15.2 Granice niewªa±ciwe

Sprecyzujmy jeszcze, co b¦dziemy rozumieli pod poj¦ciem granicy niewªa±ciwej. De�nicj¦ Cauchy'ego granicy
niewªa±ciwej funkcji f w punkcie a mo»na sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób.

De�nicja 15.14. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ oraz niech a ∈ R.

a) Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie a ∈ R granic¦ niewªa±ciw¡ +∞, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru Df ,

• dla ka»dego M ∈ R istnieje liczba δ > 0 taka, »e

f(x) > M dla wszystkich x ∈ Df ∩ Sδ(a).

Notacja: lim
x→a

f(x) = +∞.

b) Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie a ∈ R granic¦ niewªa±ciw¡ −∞, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru Df ,

• dla ka»dego M ∈ R istnieje liczba δ > 0 taka, »e

f(x) < M dla wszystkich x ∈ Df ∩ Sδ(a).

Notacja: lim
x→a

f(x) = −∞.

De�nicj¦ Heinego granicy niewªa±ciwej funkcji f w punkcie a formuªuje si¦ w sposób nast¦puj¡cy.

De�nicja 15.15. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ oraz niech a ∈ R. Mówimy, »e funkcja f ma
w punkcie a ∈ R granic¦ niewªa±ciw¡ ±∞, je±li:

• a jest punktem skupienia zbioru Df ,

• dla ka»dego ci¡gu (xn)n∈N ⊆ Df \ {a} takiego, »e lim
n→∞

xn = a zachodzi

lim
n→∞

f (xn) = ±∞.

Zadanie: Jako ¢wiczenie zostawiam Pa«stwu zapisanie de�nicji granicy niewªa±ciwej lewostronnej i prawo-
stronnej funkcji w punkcie oraz granicy niewªa±ciwej funkcji w ±∞.

15.3 Wªasno±ci granicy funkcji

Dzi¦ki de�nicji Heinego i twierdzeniu 15.9 mo»emy teraz przenie±¢ pewne wªasno±ci granicy ciagów na przypadek
granicy funkcji. Te same s¡ te» symbole nieoznaczone i podobne s¡ sposoby obliczania takich granic.

Z twierdze« 8.6 i 8.15 dostajemy natychmiast:

Wniosek 15.16. [Jednoznaczno±¢ granicy funkcji]
Je±li g1 ∈ R ∪ {−∞,+∞} i g2 ∈ R ∪ {−∞,+∞} s¡ granicami funkcji rzeczywistej f w punkcie a, to g1 = g2.

Podobnie w sposób jednoznaczny wyznaczona jest granica funkcji w ±∞.
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Z twierdzenia 8.8 wynika natomiast:

Wniosek 15.17. [o granicach dwóch funkcji]
Niech f, g : R ⊇ D → R b¦d¡ funkcjami, a punktem skupienia zbioru D oraz niech p, q ∈ R. Je±li lim

x→a
f(x) = p

i lim
x→a

g(x) = q oraz

f(x) ¬ g(x) dla x ∈ D ∩ Sδ(a),

gdzie Sδ(a) jest pewnym s¡siedztwem punktu a, to p ¬ q.

A z twierdzenia 8.16 mamy odpowiednik powy»szego twierdzenia dla granic niewªa±ciwych.

Wniosek 15.18. [o granicach niewªa±ciwych dwóch funkcji]
Niech f, g : R ⊇ D → R b¦d¡ funkcjami, a punktem skupienia zbioruD oraz niech f(x) ¬ g(x) dla x ∈ D ∩ Sδ(a),
gdzie Sδ(a) jest pewnym s¡siedztwem punktu a.

a) Je±li lim
x→a

f(x) = +∞, to lim
x→a

g(x) = +∞.

b) Je±li lim
x→a

g(x) = −∞, to lim
x→a

f(x) = −∞.

Dla granic funkcji prawdziwe jest tak»e nast¦puj¡ce twierdzenia (por. twierdzenie 8.27):

Twierdzenie 15.19. [o trzech funkcjach]
Niech f, g, h : R ⊇ D → R b¦d¡ funkcjami, a niech b¦dzie punktem skupienia zbioru D oraz niech p ∈ R.
Je±li funkcje f , g i h speªniaj¡ warunki:

• f(x) ¬ g(x) ¬ h(x) dla ka»dego x ∈ D ∩ Sδ(a), gdzie Sδ(a) jest pewnym s¡siedztwem punktu a;

• lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = p,

to lim
x→a

g(x) = p.

oraz (por. twierdzenia 8.20 i 8.34)

Twierdzenie 15.20. [o arytmetyce granic funkcji]
Niech f, g : R ⊇ D → R b¦d¡ funkcjami, a niech b¦dzie punktem skupienia zbioru D oraz niech p, q ∈ R.
Niech ponadto

lim
x→a

f(x) = p i lim
x→a

g(x) = q.

Wówczas

a)

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = p± q;

b)

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = p · q,

w szczególno±ci

lim
x→a

(c · f(x)) = c · p, gdzie c ∈ R;
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c)

lim
x→a

f(x)
g(x)

=
p

q
,

je±li q 6= 0;

d)

lim
x→a

(
f(x)

)g(x)
= pq,

o ile p > 0 i f(x) > 0 dla ka»dego x ∈ D ∩ Sδ(a);

e)

lim
x→a

(
f(x)

)g(x)
= 0,

o ile p = 0, q > 0 i f(x) > 0 dla ka»dego x ∈ D ∩ Sδ(a),

gdzie Sδ(a) jest pewnym s¡siedztwem punktu a.

Powy»sze twierdzenia prawdziwe s¡ równie», gdy pojawiaj¡ si¦ granice niewªa±ciwe, z wyj¡tkiem znanych nam
z teorii granic ci¡gów symboli nieoznaczonych:

[0 · ∞], [∞−∞],
[∞
∞

]
,

[
0
0

]
, [1∞],

[
∞0
]
,

[
00].

W pozostaªych przypadkach, w których pojawi¡ si¦ symbole +∞ lub −∞ czy liczba 0 w mianowniku uªamka
nale»y kierowa¢ si¦ tabelkami w uwagach 8.25 i 8.37.

15.4 Granice specjalne

De�nicja Heinego granicy funkcji pozwala na bezpo±rednie ustalenie warto±ci kilku bardzo wa»nych w zastoso-
waniach granic funkcji w punkcie 0.

Wªasno±ci 15.21.

• lim
x→0

(1 + x)
1
x = e;

• lim
x→0

ln(1+x)
x = 1;

• lim
x→0

loga(1+x)
x = 1

ln a , gdzie a > 0 i a 6= 1;

• lim
x→0

ex−1
x = 1;

• lim
x→0

ax−1
x = ln a, gdzie a > 0;

• lim
x→0+

xx = 1;

• lim
x→0

(1+x)a−1
x = a, gdzie a ∈ R;

• lim
x→0

sin x
x = 1, lim

x→0
arc sin x

x = 1;

• lim
x→0

tg x
x = 1, lim

x→0

arctg x
x = 1.

Uzasadnienie: zostawiam Pa«stwu jako + zadanie domowe. Prosz¦ skorzysta¢ z Wniosków 8.40, 8.41 oraz
z granic specjalnych dla ci¡gów podanych tylko na wykªadzie!

Ponadto (tylko) na wykªadzie zostanie podane twierdzenie o granicy funkcji zªo»onej i wynikaj¡ce z niego
uogólnienia powy»szych granic specjalnych. Oczywi±cie temat ten b¦dzie obowi¡zywaª na egzaminie.
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15.5 Asymptoty wykresu funkcji

Poj¦cie granicy funkcji mo»emy wykorzysta¢ do zde�niowania i wyznaczania tzw. asymptot3 wykresu funkcji
rzeczywistej, czyli prostych, których odlegªo±¢ od wykresu funkcji jest dowolnie maªa w dostatecznie du»ej odle-
gªo±ci od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Asymptoty s¡ wa»nym narz¦dziem w analizie zachowania przebiegu
funkcji i ich wykresów, pozwalaj¡ dokona¢ pewnych uproszcze«, przykªadowo w badaniu funkcji opisuj¡cych
skomplikowane procesy �zyczne lub chemiczne.

De�nicja 15.22. Asymptota wykresu funkcji to prosta maj¡ca t¦ wªasno±¢, »e je±li punkt przesuwaj¡c si¦ wzdªu»
wykresu funkcji oddala si¦ od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych w sposób nieograniczony, to jego odlegªo±¢ od
tej prostej maleje do zera.

Ze wzgl¦dów praktycznych wynikaj¡cych ze sposobu obliczania wyró»niamy trzy rodzaje asymptot:
• Asymptoty pionowe;

• Asymptoty poziome;

• Asymptoty uko±ne.

15.5.1 Asymptoty pionowe

Wykres funkcji mo»e mie¢ asymptoty, które s¡ prostymi pionowymi. Takie asymptoty w oczywisty sposób nazy-
wane s¡ asymptotami pionowymi. Poni»ej formuªujemy warunki, które musi speªnia¢ prosta, aby by¢ asymptot¡
pionow¡.

De�nicja 15.23. Niech f : R ⊇ Df → R.
a) Prosta o równaniu x = a jest asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ wykresu funkcji f , je±li funkcja f jest

okre±lona w lewostronnym s¡siedztwie punktu x = a oraz jej granica lewostronna w tym punkcie jest
niewªa±ciwa, tzn.:

lim
x→a−

f(x) = −∞ lub lim
x→a−

f(x) = +∞.

b) Prosta o równaniu x = a jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡ wykresu funkcji f , je±li funkcja f jest
okre±lona w prawostronnym s¡siedztwie punktu x = a oraz jej granica prawostronna w tym punkcie jest
niewªa±ciwa, tzn.:

lim
x→a+

f(x) = −∞ lub lim
x→a+

f(x) = +∞.

c) Prosta o równaniu x = a jest asymptot¡ pionow¡ obustronn¡ wykresu funkcji f , je±li jest ona jednocze±nie
asymptot¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

+ Funkcja ci¡gªa (zob. De�nicja 16.3) mo»e mie¢ asymptot¦ pionow¡ jedynie w punktach, które nie nale»¡ do
dziedziny, ale s¡ jej punktami skupienia.

Przykªad 15.24.

Niech f : R \ {0} 3 x 7−→ 1
x ∈ R.

Poniewa»

lim
x→0+

f(x) =∞ i lim
x→0−

f(x) = −∞,

zatem funkcja f nie ma granicy w punkcie 0, a pro-
sta x = 0 (o± Oy) jest obustronn¡ asymptot¡ pio-
now¡ wykresu funkcji f . x

y

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1

1 2 3 4

y = 1
x

3Apoloniusz z Pergi (ok. 260 p.n.e. � ok. 190 p.n.e.), grecki matematyk i astronom, jako pierwszy u»yª poj¦cia asymptota w swoim
dziele Kωνικα (Sto»kowa), po±wi¦conym krzywym sto»kowym.
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Uwaga Spróbujmy si¦ zastanowi¢, jak mo»e wygl¡da¢ wykres funkcji w s¡siedztwie wybranego punktu a, je±li
granica funkcji w tym punkcie nie jest niewªa±ciwa, czyli prosta x = a nie jest asymptot¡ pionow¡. Rozwa»my
dwie mo»liwo±ci:

¶ Je±li funkcja f ma w punkcie a wªa±ciw¡ granic¦ lewostronn¡ (g−) i prawostronn¡ (g+), ale nie s¡ one
równe, to na wykresie funkcji widoczny jest skok wysoko±ci |g−− g+|. Ten przypadek zachodzi dla funkcji
Heaviside'a w punkcie x = 0:

x

y

-2 -1 1 2

1

· Je±li natomiast granica prawostronna lub lewostronna funkcji f w punkcie a nie istnieje, to bardzo trudno
narysowa¢ wkres funkcji w s¡siedztwie takiego punktu. Tak si¦ dzieje na przykªad w punkcie x = 0 dla
funkcji f : R \ {0} → R, gdzie f(x) = sin 1

x :

x

y

1
2π

1
π

1

−1

1

f(x) = sin 1
x

15.5.2 Asymptoty poziome

Wykres funkcji mo»e mie¢ tak»e asymptoty, które s¡ prostymi poziomymi, czyli wspóªczynnik kierunkowy w ich
równaniu równy jest zeru. Takie asymptoty w oczywisty sposób nazywane s¡ asymptotami poziomymi. Poni»ej
formuªujemy warunki, które musi speªnia¢ prosta, aby by¢ asymptot¡ poziom¡.

De�nicja 15.25. Niech f : R ⊇ Df → R.

a) Prosta o równaniu y = b, gdzie b ∈ R, jest asymptot¡ poziom¡ w −∞ (lewostronn¡) wykresu funkcji f ,
je±li funkcja f jest okre±lona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (−∞, k) dla pewnego k ∈ R oraz

lim
x→−∞

f(x) = b.

b) Prosta o równaniu y = b, gdzie b ∈ R, jest asymptot¡ poziom¡ w +∞ (prawostronn¡) wykresu funkcji f ,
je±li funkcja f jest okre±lona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k,+∞) dla pewnego k ∈ R
oraz

lim
x→+∞

f(x) = b.

c) Prosta o równaniu y = b jest asymptot¡ poziom¡ obustronn¡ wykresu funkcji f , je±li jest ona jednocze±nie
asymptot¡ poziom¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

+ Ka»da funkcja ma co najwy»ej jedn¡ asymptot¦ poziom¡ w −∞ i co najwy»ej jedn¡ asymptot¦ poziom¡
w +∞.
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Przykªad 15.26.

Niech f : R \ {1} 3 x 7−→ x
x−1 ∈ R.

Poniewa»

lim
x→−∞

f(x) = 1 i lim
x→+∞

f(x) = 1,

zatem prosta y = 1 asymptot¡ poziom¡ wykresu
funkcji f w −∞ i w +∞.

Mo»emy równie» wykaza¢, »e wykres f b¦dzie miaª
obustronn¡ asymptot¦ pionow¡ o równaniu x = 1,
bo

lim
x→1−

f(x) = −∞ i lim
x→1+

f(x) = +∞,

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

4

f(x) =
x

x− 1

y = 1︸ ︷︷ ︸asymptota pozioma

{
asymptota pionowa
x = 1

15.5.3 Asymptoty uko±ne

W przypadku wªa±ciwej granicy lim
x→±∞

f(x), czyli gdy wykres funkcji nie ma asymptoty poziomej, mo»e si¦

jednak okaza¢, »e ten wykres zbli»a si¦ do pewnej prostej o niezerowym wspóªczynniku kierunkowym. Tak¡
prost¡ b¦dziemy nazywa¢ asymptot¡ uko±n¡.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

2

4

6

8

f(x) = x2

x−1

{
asymptota pionowa x = 1

przy x→ 1

{
asymptota uko±na y = x+ 1
przy x→ ±∞

De�nicja 15.27. Niech f : R ⊇ Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ na zbiorze Df nieograniczonym
z doªu lub odpowiednio z góry.

a) Prosta o równaniu y = ax + b, gdzie a, b ∈ R, jest asymptot¡ uko±n¡ w −∞ (lewostronn¡) wykresu
funkcji f , je±li funkcja f jest okre±lona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (−∞, k) dla pewnego
k ∈ R oraz

lim
x→−∞

(
f(x) − (ax+ b)

)
= 0.
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b) Prosta o równaniu y = ax + b, gdzie a, b ∈ R, jest asymptot¡ uko±n¡ w +∞ (prawostronn¡) wykresu
funkcji f , je±li funkcja f jest okre±lona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k,+∞) dla pewnego
k ∈ R oraz

lim
x→+∞

(
f(x) − (ax+ b)

)
= 0.

c) Prosta o równaniu y = ax + b jest asymptot¡ uko±n¡ obustronn¡ wykresu funkcji f , je±li jest ona jedno-
cze±nie asymptot¡ uko±n¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

Zauwa»my, »e poj¦cie asymptoty uko±nej jest uogólnieniem poj¦cia asymptoty poziomej: je»eli wykres funkcji ma
asymptot¦ uko±n¡ i warto±¢ wspóªczynnika kierunkowego a jest równa zero, to oznacza, »e wykres ma asymptot¦
poziom¡ o równaniu y = b.

Przykªad 15.28. Prosta o równaniu y = x − 1 jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f(x) = x3−4x
x2+x−6 . Zauwa»my

bowiem, »e

lim
x→±∞

(
x3 − 4x
x2 + x− 6

− (x− 1)
)

= lim
x→±∞

(
x3 − 4x
x2 + x− 6

− (x− 1) · (x2 + x− 6)
x2 + x− 6

)
=

= lim
x→±∞

x3 − 4x− x3 − x2 + 6x+ x2 + x− 6
x2 + x− 6

= lim
x→±∞

2x− 6
x2 + x− 6

= 0.

De�nicja pozwala na bezpo±rednie zwery�kowanie, czy prosta o danym równaniu jest asymptot¡ uko±n¡ wykresu
funkcji. Natomiast poni»sze twierdzenie podaje praktyczny sposób wyznaczania równa« takich asymptot. Z tego
twierdzenia b¦dziemy korzysta¢ w zadaniach dotycz¡cych wyznaczania asymptot uko±nych wykresu funkcji.

Twierdzenie 15.29.

a) Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w lewostronnie nieograniczonym przedziale (−∞, k) dla pewnego k ∈ R.
Prosta o równaniu y = ax + b, gdzie a, b ∈ R, jest asymptot¡ uko±n¡ w −∞ wykresu funkcji f wtedy
i tylko wtedy, gdy

a = lim
x→−∞

f(x)
x

oraz b = lim
x→−∞

(
f(x)− ax

)
.

b) Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w prawostronnie nieograniczonym przedziale (k,+∞) dla pewnego k ∈ R.
Prosta o równaniu y = ax + b, gdzie a, b ∈ R, jest asymptot¡ uko±n¡ w +∞ wykresu funkcji f wtedy
i tylko wtedy, gdy

a = lim
x→+∞

f(x)
x

oraz b = lim
x→+∞

(
f(x)− ax

)
.

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga

• Je±li w powy»szym twierdzeniu jedna z granic wyznaczaj¡cych wspóªczynniki a i b nie istnieje lub jest
niewªa±ciwa, to wykres funkcji nie ma odpowiedniej asymptoty uko±nej.

• Asymptota pozioma jest szczególnym przypadkiem asymptoty uko±nej y = ax + b ze wspóªczynnikiem
kierunkowym a = 0, dlatego te» je±li istnieje asymptota pozioma lewostronna lub prawostronna, to nie
badamy istnienia odpowiedniej asymptoty uko±nej.

• Ka»da funkcja ma co najwy»ej jedn¡ asymptot¦ uko±n¡ w −∞ i co najwy»ej jedn¡ asymptot¦ uko±n¡
w +∞.

Przykªad 15.30. + Na wykªadzie!

Rozwa»ane asymptoty pionowe, poziome i uko±ne s¡ prostymi, czyli tzw. asymptotami prostoliniowymi. Ale
czasem rozwa»a si¦ równie» asymptoty krzywoliniowe, np. parabole. Wi¦cej na ten temat b¦dziemy mówi¢ na
wykªadzie z Analizy Matematycznej 1.
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16 Funkcje ci¡gªe

Rozdziaª ten rozpoczniemy od de�nicji wn¦trza dowolnego podzbioru zbioru liczb rzeczywistych. Poj¦cie to,
tak»e w bardziej ogólnych przypadkach, b¦dzie omawiane dokªadnie w przyszªym semestrze na wykªadzie ze
Wst¦pu do Topologii.

De�nicja 16.1. Niech D ⊆ R. Zbiór

D◦ :=
{
x ∈ D : ∃ ε > 0 Oε(x) ⊆ D

}
,

gdzie Oε(x) jest pewnym otoczeniem punktu x, nazywamy wn¦trzem zbioru D.

Przykªad 16.2.

¶ Niech D = (a, b) b¦dzie przedziaªem otwartym. Wtedy D◦ = D.

· Niech D = [a, b], (a, b] lub [a, b). Wtedy D◦ = (a, b).

¸ Dla D = N mamy D◦ = Ø.

De�nicja 16.3. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡.

a) Funkcj¦ f nazywamy ci¡gª¡ w punkcie a ∈ Df , je±li jej granica w a istnieje i jest równa warto±ci funkcji
w tym punkcie, tzn.

lim
x→a

f(x) = f(a)

b) Funkcj¦ f nazywamy prawostronnie ci¡gª¡ w a ∈ Df , je±li jej prawostronna granica w a istnieje i jest
równa warto±ci funkcji w tym punkcie, tzn.

lim
x→a+

f(x) = f(a).

c) Funkcj¦ f nazywamy lewostronnie ci¡gª¡ w a ∈ Df , je±li jej lewostronna granica w a istnieje i jest równa
warto±ci funkcji w tym punkcie, tzn.

lim
x→a−

f(x) = f(a).

e) Funkcj¦ f nazywamy ci¡gª¡ w Df , je±li f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie a ∈ D◦f i lewo- lub odpowiednio
prawostronnie ci¡gªa w a ∈ Df \D◦f .

Uwaga

• Je±li a jest punktem izolowanym zbioru Df , to przyjmujemy, »e f jest funkcj¡ ci¡gª¡ w punkcie a.

• Zgodnie z de�nicj¡ Heinego granicy funkcji w punkcie, ci¡gªo±¢ funkcji f : Df → R oznacza, »e dla dowol-
nego ci¡gu argumentów (xn) ⊆ Df zachodzi równo±¢

f
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
f (xn) .

Zapisana w tej postaci ci¡gªo±¢ jest pewnego rodzaju reguª¡ zamiany: granic¦ i wzór funkcji ci¡gªej
mo»emy zamieni¢ kolejno±ci¡.

• Z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie wynika natychmiast lokalne zachowanie znaku przez
funkcj¦ ci¡gª¡. Mianowicie, je»eli f : Df → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i np. a ∈ Df jest takim punktem,
»e f(a) > 0, to istnieje takie otoczenie Oδ(a) punktu a, na którym funkcja f te» przyjmuje warto±ci
dodatnie.
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• Punkt a, w którym badamy ci¡gªo±¢,musi nale»e¢ do dziedziny funkcji Df (w przeciwie«stwie do de�nicji
granicy funkcji). Oznacza to, »e warto±¢ f(a) musi istnie¢.

• Intuicyjnie ci¡gªo±¢ funkcji oznacza, »e wykres funkcji ci¡gªej na przedziale mo»na narysowa¢ bez odry-
wania oªówka od kartki papieru. Ta zasada nie dotyczy jednak funkcji okre±lonych na sumie rozª¡cznych
przedziaªów. Przykªadowo funkcja okre±lona wzorem f(x) = 1

x jest ci¡gªa w zbiorze Df = (−∞, 0)∪(0,∞)
mimo, »e jej wykres skªada si¦ z dwóch odr¦bnych ªuków.
Ponadto to intuicyjne podej±cie nie mo»e jednak zast¡pi¢ de�nicji ci¡gªo±ci, np. funkcja f(x) = sin 1

x jest
ci¡gªa na przedziale (0,∞), ale jej wykresu w otoczeniu zera nie mo»na narysowa¢.

Przykªad 16.4.

Funkcja f dana wzorem

f(x) =
{
−x+ 2, x < 1;
x+ 1, x ­ 1

jest prawostronnie ci¡gªa w punkcie a = 1, poniewa»

lim
x→1+

f(x) = 2 = f(1),

ale nie jest lewostronnie ci¡gªa, gdy»

lim
x→1−

f(x) = 1 6= f(1).

Oznacza to, »e funkcja f nie jest ci¡gªa w punkcie a = 1.

+ Kolejne przykªady na wykªadzie!

Proste rozumowanie, twierdzenie o arytmetyce granic funkcji (por. tw. 15.20) oraz de�nicja ci¡gªo±ci pozwalaj¡
udowodni¢ nast¦puj¡ce fakty.

Twierdzenie 16.5. [Dziaªania na funkcjach ci¡gªych]
Niech f : Df → R i g : Dg → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi i niech λ ∈ R. Wtedy funkcje

λ · f, f ± g, f · g, i
f

g

s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach (por. def. 4.12).

Wniosek 16.6. Funkcje wielomianowe, wymierne, warto±¢ bezwzgl¦dna s¡ funkcjami ci¡gªymi.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

Twierdzenie 16.7. [Zªo»enie funkcji ci¡gªych]
Niech g : Dg → R i f : Df → R b¦d¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.
Wtedy funkcja f ◦ g : {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df} → R jest te» ci¡gªa.

Dowód: + na wykªadzie!

Przykªad 16.8.

+ Na wykªadzie!
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16.1 Rodzaje nieci¡gªo±ci

Niech f : Df → R, gdzie Df ⊆ R. Punkt a ∈ Df , w którym funkcja f nie jest ci¡gªa, nazywamy punktem
nieci¡gªo±ci funkcji f .

Nieci¡gªo±¢ funkcji f w punkcie a mo»e powsta¢ z dwóch powodów:

¶ gdy nie istnieje granica lim
x→a

f(x) lub

· gdy lim
x→a

f(x) 6= f(a).

De�nicja 16.9.

a) Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie a nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, je»eli istniej¡ sko«czone granice
jednostronne: lewostronna lim

x→a−
f(x) i prawostronna lim

x→a+
f(x), ale

lim
x→a−

f(x) 6= f(a) lub lim
x→a+

f(x) 6= f(a).

b) Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie a nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju, je»eli co najmniej jedna z granic
jednostronnych

lim
x→a−

f(x) lub lim
x→a+

f(x)

nie istnieje lub jest niewªa±ciwa.

Przykªad 16.10.

+ Na wykªadzie!

Funkcje, które nie s¡ okre±lone w pojedynczych punktach a ∈ R, mo»na w pewnych przypadkach rozszerzy¢
w sposób ci¡gªy.

Uwaga 16.11. [Ci¡gªe rozszerzenie]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i a 6∈ Df b¦dzie punktem skupienia zbioru Df . Zakªadamy, »e granica
lim
x→a

f(x) istnieje i jest równa g, a nast¦pnie de�niujemy

f :


Df ∪ {a} −→ R

x 7−→
{
f(x) dla x 6= a

g dla x = a.

Funkcja f jest ci¡gªa na Df ∪ {a}.

Przykªad 16.12. Niech f : R \ {0} → R dana jest wzorem x 7→ sin x
x . Wiemy, »e lim

x→0
f(x) = 1.

x

y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−2π −π π 2π

1

f(x) = sin x
x

Zatem de�niujemy teraz funkcj¦ f : R→ R wzorem

x 7−→

{
sin x
x dla x 6= 0

1 dla x = 0.

Funkcja f jest ci¡gªa na zbiorze R.
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17 Najwa»niejsze wªasno±ci funkcji ci¡gªych

Pierwsz¡, bardzo wa»n¡ wªasno±ci¡ funkcji ci¡gªych jest ich ograniczono±¢ na przedziaªach domkni¦tych.

Twierdzenie 17.1. [Weierstrassa o ograniczono±ci funkcji ci¡gªej]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na przedziale [a, b] ⊆ Df , a < b. Wtedy funkcja f jest na przedziale

[a, b] ograniczona, tzn. obraz f
(

[a, b]
)

= {f(x) : x ∈ [a, b]} tego przedziaªu jest zbiorem ograniczonym:

∃M > 0 ∀ x ∈ [a, b] : |f(x)| ¬M.

Dowód: + na wykªadzie!

W powy»szym twierdzeniu zaªo»enie domkni¦to±ci przedziaªu jest istotne, bo np. funkcja f(x) = 1
x jest ci¡gªa

na przedziale (0, 1), ale nie jest na nim ograniczona. Tak»e zaªo»enie ograniczono±ci przedziaªu jest istotne,
poniewa» np. funkcja f(x) = x jest ci¡gªa na przedziale [0,+∞), ale nie jest na nim ograniczona. Podobnie nie
mo»na opu±ci¢ zaªo»enia o ci¡gªo±ci funkcji, gdy» np. funkcja

f(x) =

{
1
x dla x ∈ (0, 1]

0 dla x = 0

nie jest ograniczona na przedziale domkni¦tym [0, 1].

Twierdzenie Weierstrassa o ograniczono±ci funkcji ci¡gªej mo»na jeszcze doprecyzowa¢, co poka»emy w twier-
dzeniu 17.3.

Przypomnijmy najpierw de�nicj¦ ekstremów globalnych funkcji (por. Def. 4.28).

De�nicja 17.2. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡. Warto±¢ f(a), gdzie a ∈ Df , nazywamy

a) globalnym (absolutnym) maksimum funkcji f , je»eli f(a) jest najwi¦ksz¡ warto±ci¡ f w dziedzinie, tzn.

f(a) = max {f(x) : x ∈ Df} ⇐⇒ f(a) ­ f(x) dla wszystkich x ∈ Df .

b) globalnym (absolutnym) minimum funkcji f , je»eli f(a) jest najmniejsz¡ warto±ci¡ f w dziedzinie, tzn.

f(a) = min {f(x) : x ∈ Df} ⇐⇒ f(a) ¬ f(x) dla wszystkich x ∈ Df .

Mówimy tak»e, »e funkcja f przyjmuje w punkcie a swoje maksimum, odpowiednio minimum globalne.
Maksima i minima globalne funkcji nazywamy zbiorczo ekstremami globalnymi tej funkcji.

Twierdzenie 17.3. [Weierstrassa o osi¡ganiu kresów]
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na przedziale [a, b] ⊆ Df , a < b. Wtedy funkcja f przyjmuje na [a, b]
swoje ekstrema globalne, tzn.:
Istniej¡ punkty xm, xM ∈ [a, b] takie, »e

f (xm) ¬ f(x) ¬ f (xM )

dla wszystkich x ∈ [a, b].

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga

• Punkty xm, xM ∈ [a, b], w których funkcja przyjmuje swoje ekstrema globalne, nie s¡ jednoznacznie
wyznaczone. Twierdzenie 17.3 zapewnia nam jedynie istnienie przynajmniej jednej takiej pary.
Przykªadowo funkcja cosinus w przedziale [−nπ, nπ], n ∈ N, przyjmuje swoje minimum w punktach
xjm := (2j + 1)π a maksimum w punktach xjM := 2jπ.

• Twierdzenie 17.3 nie jest prawdziwe dla przedziaªów, które nie s¡ domkni¦te. Prosz¦ rozwa»y¢ np. funkcj¦
f : (0, 1]→ R dan¡ wzorem x 7→ 1

x .
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17 NAJWA�NIEJSZE W�ASNO�CI FUNKCJI CI�G�YCH

Omówimy teraz nast¦pne wªasno±ci funkcji ci¡gªych. Rozpoczniemy od sprecyzowania wªasno±ci, która zostaªa
wymieniona w uwadze po de�nicji 16.3.

Lemat 17.4. Niech funkcja f : Df → R b¦dzie ci¡gªa oraz niech a ∈ Df b¦dzie takim punktem, »e f(a) > 0.
Wtedy istnieje takie otoczenie Oδ(a) punktu a, »e f(x) > 0 dla wszystkich x ∈ Oδ(a).

Dowód: + na wykªadzie!

Analogicznie mo»na pokaza¢, »e f(x) < 0 w pewnym otoczeniu punktu a, o ile f(a) < 0. Podsumowuj¡c: je±li
f(a) 6= 0, to istnieje takie otoczenie punktu a, w którym f(x) 6= 0.

Wnioskiem z lematu 17.4 jest kolejne twierdzenie, zwane wªasno±ci¡ Darboux dla funkcji ci¡gªych. Na tej wªa-
sno±ci opiera si¦, stosowana w metodach numerycznych, metoda bisekcji poszukiwania miejsc zerowych funkcji.

Twierdzenie 17.5. [Darboux]
Niech funkcja f : Df → R b¦dzie ci¡gªa na przedziale [a, b] ⊂ Df , a < b, oraz niech f(a) · f(b) < 0 (tzn. albo
f(a) < 0 < f(b) albo f(a) > 0 > f(b)).

Wtedy funkcja f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe w przedziale (a, b), tzn.: istnieje taki punkt x0 ∈ (a, b),
»e f (x0) = 0.

Dowód: + na wykªadzie!

Uwaga Twierdzenie 17.5 nie jest prawdziwe dla funkcji nieci¡gªych.
Przykªadowo rozwa»my funkcj¦ f(x) := h(x)− 1

2 , x ∈ [−1, 1], gdzie h jest funkcj¡ Heavyside'a. Wtedy warunek
f(−1) · f(1) < 0 jest wprawdzie speªniony, ale funkcja f nie ma miejsc zerowych w przedziale (−1, 1).

Wniosek 17.6.

• Funkcje wielomianowe p : R→ R nieparzystego stopnia

p(x) =
2N+1∑
n=0

anx
n, gdzie N ∈ N i a2N+1 6= 0

(np. p(x) = x3 + x2 + x+ 1) maj¡ przynajmniej jedno miejsce zerowe.

• Czy równanie
x = 2 sinx dla x > 0

ma rozwi¡zanie?
Szukaj¡c odpowiedzi na to pytanie rozpoczynamy od zde�niowania funkcji

f(x) := x− 2 sinx, x > 0.

Funkcja f jest ci¡gªa oraz speªnia warunek: f
(
π
2

)
= π

2 − 2 < 0 i f(π) = π > 0. Z wªasno±ci Darboux
wynika, »e funkcja f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe w przedziale

[
π
2 , π

]
. Ostatecznie równanie

x = 2 sinx ma w przedziale
[
π
2 , π

]
przynajmniej jedno rozwi¡zanie.

Twierdzenie 17.5 mo»emy uogólni¢ i w ten sposób sprecyzowa¢ najbardziej intuicyjn¡ wªasno±¢ funkcji ci¡gªych,
czyli mo»liwo±¢ narysowania wykresu takiej funkcji jednym poci¡gni¦ciem kredy na tablicy.

Twierdzenie 17.7. [Bolzano-Cauchy'ego]
Niech funkcja f : Df → R b¦dzie ci¡gªa na przedziale [a, b] ⊆ Df , a < b oraz niech xm i xM b¦d¡ punktami,
w których f przyjmuje swoje minimum i odpowiednio maksimum na [a, b].

Wtedy funkcja f przyjmuje przynajmniej raz ka»d¡ warto±¢ z przedziaªu
[
f (xm), f (xM )

]
, tzn.:

dla ka»dego y ∈
[
f (xm), f (xM )

]
istnieje takie x ∈ [a, b], »e f (x) = y.

Dowód: + na wykªadzie!
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18 JEDNOSTAJNA CI�G�O��

Uwaga

• Gra�cznie twierdzenie to oznacza, »e prosta o równaniu y = w, gdzie w ∈
[
f (xm), f (xM )

]
, przecina

wykres funkcji przynajmniej raz.

• Je»eli w twierdzeniu zaªo»ymy, »e funkcja f jest (±ci±le) monotoniczna, to punkt x b¦dzie wyznaczony
jednoznacznie.

• Z tego twierdzenie wynika, »e zbiorem warto±ci funkcji ci¡gªej na przedziale jest tak»e przedziaª, a mia-
nowicie Wf =

[
f (xm), f (xM )

]
.

• Ci¡gªo±¢ jest jedynie warunkiem wystarczaj¡cym zachodzenia powy»szego twierdzenia. Rozwa»my przy-
kªadowo funkcj¦

f :

 [0, 1] −→ R

x 7−→
{

x dla x ∈ Q
1− x dla x /∈ Q.

Jest ona ci¡gªa jedynie w punkcie x0 = 1
2 , ale przyjmuje ka»d¡ warto±¢ z przedziaªu pomi¦dzy swoim

minimum f(0) = 0 i maksimum f(1) = 1.

18 Jednostajna ci¡gªo±¢

W tym rozdziale wprowadzimy nowe, du»o mocniejsze ni» ci¡gªo±¢, poj¦cie. Rozpocznijmy od przypomnienia
de�nicji ci¡gªo±ci. Mówimy, »e funkcja f : Df → R jest ci¡gªa na zbiorze M ⊆ Df , je»eli jest ci¡gªa w ka»dym
punkcie tego zbioru, czyli

∀x0 ∈M ∀ ε > 0 ∃ δε > 0 ∀x ∈M
(
|x− x0| < δε =⇒ |f(x)− f (x0) | < ε

)
.

�atwo zauwa»y¢, »e w powy»szej de�nicji liczba δε > 0 zale»y nie tylko od zadanego ε > 0, ale tak»e od punktu
x0, w którym ci¡gªo±¢ badamy, czyli δε = δε (x0). Przestawiaj¡c kwanty�katory uwalniamy si¦ od zale»no±ci od
punktu x0 i otrzymujemy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

De�nicja 18.1. Mówimy, »e funkcja f : Df → R jest jednostajnie ci¡gªa na zbiorze M ⊆ Df , je±li dla ka»dego
ε > 0 istnieje takie δε > 0, »e

|f(x)− f(y)| < ε

dla dowolnych x, y ∈M speªniaj¡cych warunek |x− y| < δε.
Krótko:

∀ ε > 0 ∃ δε > 0 ∀x, y ∈M
(
|x− y| < δε =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

)
.

Wprost z de�nicji mamy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Wniosek 18.2. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡ na zbiorze M ⊆ Df . Wtedy funkcja f
jest tak»e ci¡gªa na M .

Twierdzenie odwrotne jest na ogóª faªszywe.

Rozwa»my teraz kilka przykªadów.

Przykªad 18.3. + Na wykªadzie!

Przy dodatkowym zaªo»eniu domkni¦to±ci rozwa»anego zbioru M ⊆ Df zachodzi twierdzenie odwrotne do
wniosku 18.2.

Twierdzenie 18.4. [Cantora o ci¡gªo±ci jednostajnej]
Funkcja f : Df → R ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a, b] ⊆ Df jest na nim jednostajnie ci¡gªa.

Dowód: + na wykªadzie!
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18.1 Warunek Lipschitza 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Wniosek 18.5. Je±li f : [a,+∞)→ R jest funkcj¡ ci¡gª¡ posiadaj¡c¡ sko«czon¡ granic¦ w +∞, to f jest funkcj¡
jednostajnie ciagª¡.

Analogicznie dowodzimy nast¦puj¡cych wªasno±ci:

• Je±li f : (−∞, a] → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ posiadaj¡c¡ sko«czon¡ granic¦ w −∞, to f jest funkcj¡ jedno-
stajnie ci¡gª¡.

• Je±li f : R → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ posiadaj¡c¡ sko«czon¡ granic¦ w −∞ i w +∞, to f jest funkcj¡
jednostajnie ci¡gª¡.

18.1 Warunek Lipschitza

De�nicja 18.6. Mówimy, »e funkcja f : Df → R speªnia warunek Lipschitza na zbiorze M ⊆ Df , je±li istnieje
staªa L ∈ R taka, »e

|f(x)− f(y)| ¬ L|x− y|
dla dowolnych x, y ∈M .

Wniosek 18.7. Je±li funkcja f : Df → R speªnia warunek Lipschitza na zbiorze M ⊆ Df , to f jest na nim
jednostajnie ci¡gªa.

Dowód: + na wykªadzie!

Przykªad 18.8. + Na wykªadzie!

Mo»emy rozwa»a¢ tak»e bardziej ogóln¡ klas¦ funkcji speªniaj¡cych warunek Höldera z wykªadnikiem 0 < α ¬ 1,
czyli funkcji, dla których istnieje staªa H ∈ R taka, »e

|f(x)− f(y)| ¬ H|x− y|α

dla dowolnych x, y ∈M .

Funkcje speªniaj¡ce warunek Lipschitza s¡ zatem funkcjami speªniaj¡cymi warunek Höldera z wykªadnikiem
α = 1. �atwo te» pokaza¢, »e funkcje speªniaj¡ce warunek Höldera s¡ ci¡gªe, a nawet jednostajnie ci¡gªe.

19 Funkcje monotoniczne

Zauwa»my, »e funkcje monotoniczne zachowuj¡ si¦ w pewnym sensie �porz¡dnie�. Mianowicie, prawdziwe jest
nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 19.1. Funkcja monotoniczna na przedziale [a, b] mo»e mie¢ co najwy»ej nieci¡gªo±ci pierwszego
rodzaju.

Mo»na tak»e pokaza¢, »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci takiej funkcji mo»e by¢ co najwy»ej przeliczalny.

W rozwa»aniach przed uwag¡ 4.18 wspomnieli±my, »e ka»da silnie monotoniczna funkcja jest ró»nowarto±cio-
wa, ale funkcja ró»nowarto±ciowa niekoniecznie musi by¢ monotoniczna. Z twierdzenia 17.7 Bolzano-Cauchy'ego
wynika natomiast nast¦puj¡ca wa»na wªasno±¢ funkcji ci¡gªych.

Twierdzenie 19.2. Funkcja ró»nowarto±ciowa i ci¡gªa na przedziale [a, b] jest na tym przedziale silnie mono-
toniczna.

Zajmiemy si¦ teraz ci¡gªo±ci¡ funkcji odwrotnej do funkcji ci¡gªej. Korzystaj¡c z intuicyjnej de�nicji ci¡gªo±ci
(nieodrywanie dªugopisu od kartki) i faktu, »e wykres funkcji odwrotnej do f (o ile taka istnieje, czyli w przy-
padku, gdy f jest ró»nowarto±ciowa) jest odbiciem symetrycznym wykresu funkcji f wzgl¦dem prostej y = x,
wydaje si¦ oczywiste, »e funkcja odwrotna do funkcji ci¡gªej jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Twierdzenie 19.3. [o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej]
Niech f : [a, b] → R b¦dzie ci¡gª¡ i silnie monotoniczn¡ funkcj¡. Wtedy jej funkcja odwrotna f−1 jest tak»e
ci¡gªa i silnie monotoniczna na przedziale f ([a, b]).

Uzasadnienie: + na wykªadzie!
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19.1 Funkcja wykªadnicza 19 FUNKCJE MONOTONICZNE

Zaªo»enie uczynione w powy»szym twierdzeniu, »e funkcja f jest rozwa»ana na przedziale, jest istotne i nie mo»e
by¢ pomini¦te. Rozwa»my przykªadowo funkcj¦

f(x) :=
{

x dla x ∈ [0, 1],
x− 1 dla x ∈ (2, 3]

silnie rosn¡c¡ i ci¡gª¡ w ka»dym z przedziaªów [0, 1] i (2, 3]. Natomiast funkcja odwrotna

f−1(x) :=
{

x dla x ∈ [0, 1],
x+ 1 dla x ∈ (1, 2]

okre±lona na przedziale [0, 2] nie jest ci¡gªa w punkcie x = 1, poniewa»

lim
x→1−

f−1(x) = 1 6= 2 = lim
x→1+

f−1(x).

Nieci¡gªo±¢ funkcji odwrotnej f−1 wynika z faktu, »e funkcja f jest rozwa»ana na sumie przedziaªów [0, 1]∪(2, 3].

Przykªad 19.4. Wspomniane wcze±niej twierdzenie 3.9 o istnieniu pierwiastka z dowolnej liczby dodatniej
mo»emy teraz udowodni¢ i rozszerzy¢ korzystaj¡c z twierdzenia 17.7 Bolzano-Cauchy'ego.
Funkcja pot¦gowa o wykªadniku naturalnym

f(x) = xn, n ∈ N,

jest ci¡gªa i silnie rosn¡ca na przedziale [0,∞). Zbiorem warto±ci jest te» przedziaª [0,∞), poniewa» f(0) = 0
i lim
x→∞

f(x) =∞.

Niech teraz y0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ dodatni¡. Z ci¡gªo±ci funkcji f w punkcie x = 0 i z warunku lim
x→∞

f(x) =∞
wynika, »e istniej¡ liczby dodatnie a i b, takie »e

0 < f(x) < y0 dla 0 < x < a oraz f(x) > y0 dla x > b.

Zatem
f
(a

2

)
< y0 < f(2b)

i zgodnie z twierdzeniem 17.7 w przedziale
(
a
2 , 2b

)
istnieje punkt x0, taki »e

f (x0) = xn0 = y0,

a to oznacza, »e
x0 = n

√
y0.

Funkcja pot¦gowa f jest ci¡gªa w przedziale domkni¦tym [0, 2b], zatem z twierdzenia 19.3 wynika w szczegól-
no±ci, »e funkcja odwrotna jest ci¡gªa w punkcie y0 i prawostronnie ci¡gªa w punkcie y = 0.
Pokazali±my zatem, »e funkcja pot¦gowa o wykªadniku naturalnym ma ci¡gª¡ i silnie rosn¡c¡ funkcj¦ odwrotn¡
okre±lon¡ na przedziale [0,∞), któr¡ nazywamy n-tym pierwiastkiem i oznaczamy n

√
x lub x

1
n .

19.1 Funkcja wykªadnicza

W przykªadzie 14.3 zaprezentowali±my pewien szereg

exp(x) :=
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

i korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta pokazali±my, »e szereg ten jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R. Szereg ten
de�niuje funkcj¦ wykªadnicz¡ (eksponencjaln¡)

exp : R −→ R.

Przedstawili±my tak»e pewne wªasno±ci tej funkcji i wzory jej dotycz¡ce. Podsumujmy je teraz (i dodajmy nowe):

Twierdzenie 19.5. Funkcja eksponencjalna zde�niowana wzorem

exp:


R −→ R

x 7−→
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

jest ci¡gªa, (silnie) rosn¡ca i speªnia nast¦puj¡ce warunki:
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• exp(0) = 1,

• exp(1) = e,

• exp(x+ y) = exp(x) · exp(y) dla wszystkich x ∈ R,

• exp(−x) =
1

exp(x)
dla wszystkich x ∈ R,

• exp(x) > 0 dla wszystkich x ∈ R,
w szczególno±ci: exp(x) > 1 dla x > 0 i 0 < exp(x) < 1 dla x < 0,

• exp(n) = en dla wszystkich n ∈ N oraz ponadto exp(r) = er dla wszystkich r ∈ Q,

• lim
x→+∞

expx = +∞, lim
x→−∞

expx = 0,

lim
x→+∞

expx
xn

=∞, lim
x→+∞

xn · exp(−x) = 0 dla wszystkich n ∈ N.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

Dla ka»dego x ∈ R \ Q istnieje taki ci¡g (xn)n∈N ⊆ Q, »e lim
n→∞

xn = x. Poniewa» funkcja eksponencjalna jest

ci¡gªa, zatem

exp(x) = exp
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
exp (xn) = lim

n→∞
exn .

Z tego powodu (por. wniosek 8.32) exp(x) oznaczamy symbolem ex tak»e dla x ∈ R \Q.

19.2 Funkcja logarytmiczna

Funkcja eksponencjalna exp: R → R jest ci¡gªa, silnie rosn¡ca i odwzorowuje o± rzeczywist¡ R bijektywnie
na póªo± (0,∞), tzn. Wexp = (0,∞). Zgodnie z twierdzeniem 19.3 ma zatem ci¡gª¡ i silnie rosn¡c¡ funkcj¦
odwrotn¡.

De�nicja 19.6. Funkcj¦ odwrotn¡ funkcji eksponencjalnej nazywamy funkcj¡ logarytmiczn¡ (logarytmem na-
turalnym):

ln :
{

(0,∞) −→ R
x 7−→ lnx.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7 y = x
y = ex

y = lnx
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Funkcja logarytmiczna ma nast¦puj¡ce

Wªasno±ci 19.7.

• ln (exp(x)) = x dla wszystkich x ∈ R,

• exp (ln(x)) = x dla wszystkich x ∈ (0,∞),

• ln 1 = 0,

• ln e = 1,

• ln(x · y) = ln(x) + ln(y) dla wszystkich x, y ∈ (0,∞),

• ln
(

1
x

)
= − ln(x) dla wszystkich x ∈ (0,∞),

• lim
x→0+

lnx = −∞, lim
x→∞

lnx =∞,

lim
x→∞

lnx
x

= 0, lim
x→0+

x · lnx = 0.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

19.3 Funkcja wykªadnicza i logarytmiczna o dowolnej podstawie

Rozpatrywane powy»ej funkcja wykªadnicza i logarytmiczna zwi¡zane byªy z liczb¡ e, któr¡ nazywali±my pod-
staw¡, tak zwan¡ podstaw¡ naturaln¡. Bardzo ªatwo mo»na przej±¢ od podstawy naturalnej e do innej dowolnej
liczby a > 0. Korzystamy przy tym z jednej z wªasno±ci wymienionych w poprzednim twierdzeniu:

exp (ln(a)) = eln(a) = a dla ka»dej liczby a > 0.

Funkcj¡ wykªadnicz¡ y = ax o podstawie a > 0 nazywamy funkcj¦ dan¡ wzorem

ax := ex·ln(a) = exp (x · ln a) dla x ∈ R.

Wobec tego funkcja wykªadnicza o dowolnej podstawie jest ci¡gªa w swojej dziedzinie zgodnie z twierdzeniem
16.7 jako zªo»enie funkcji ci¡gªych: liniowej i eksponencjalnej.

Z powy»szej de�nicji wynika ponadto, »e funkcja wykªadnicza ma nast¦puj¡ce wªasno±ci

• a0 = e0·ln(a) = 1,

• a1 = e1·ln a = a,

• ax+y = ax · ay dla wszystkich x ∈ R,

• (a · b)x = ax · bx dla wszystkich x ∈ R i b > 0,

• a−x = e−x·ln a =
1

ex·ln a
=

1
ax

dla wszystkich x ∈ R,

•
(

1
a

)x
= ex·ln

1
a = ex·(− ln a) = a−x dla wszystkich x ∈ R,

• ax > 0 dla wszystkich x ∈ R.
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x

y

1

2

3

4

5

6

7

8

-3 -2 -1 1 2 3

(
1
2

)x
10x ex

2x

Uwaga

• Dla wszystkich x ∈ R zachodzi 1x = 1, zatem dla a = 1 funkcja wykªadnicza nie jest bijekcj¡. Z tego
powodu cz¦sto w ogóle nie rozwa»a si¦ funkcji wykªadniczej o takiej podstawie.

• Monotoniczno±¢ funkcji y = ax, a tak»e jej zbie»no±¢ w niesko«czono±ciach zale»y od tego, czy a < 1 lub
a > 1.

• Dla liczby naturalnych n ∈ N zde�niowali±my an na dwa sposoby:

an := a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n−razy

lub an := exp (n · ln a) .

De�nicje te s¡ zgodne. Mo»na to pokaza¢ tak samo, jak w przypadku a = e.

Funkcja logarytmiczna y = loga x o podstawie a > 0 i a 6= 1 zde�niowana jest wzorem

loga x :=
lnx
ln a

dla x ∈ (0,∞).

Wynika st¡d, »e

aloga x = exp
(
loga x · ln a

)
= exp

(
lnx
ln a
· ln a

)
= exp (lnx) = x.

Funkcja y = loga x jest zatem funkcj¡ odwrotn¡ funkcji wykªadniczej y = ax i jako taka jest ci¡gªa w swojej
dziedzinie. Ci¡gªo±¢ mo»emy tak»e uzasadni¢ korzystaj¡c z twierdzenia 16.7 o ci¡gªo±ci superpozycji funkcji
ci¡gªych: logarytmu naturalnego i funkcji liniowej.

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8

-3

-2

-1

1

2

3

log2 x

ln x

log10 x

log 1
2
x
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19.4 Funkcja pot¦gowa

Funkcj¦ pot¦gow¡ y = xα, gdzie α ∈ R, okre±lon¡ w przedziale (0,∞) mo»emy teraz zde�niowa¢ wzorem

xα := eα·ln(x) = exp (α · lnx) .

Wobec tego funkcja pot¦gowa jest ci¡gªa w swojej dziedzinie zgodnie z twierdzeniem 16.7 jako zªo»enie funkcji
ci¡gªych: logarytmicznej, liniowej i wykªadniczej.
Korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji wykªadniczej i logarytmicznej otrzymujemy, »e funkcja pot¦gowa okre±lona
w przedziale (0,∞) jest silnie rosn¡ca dla α > 0 oraz silnie malej¡ca dla α < 0. Ponadto

• dla α > 0:
lim
x→0+

xα = 0 i lim
x→∞

xα =∞,

• dla α < 0:
lim
x→0+

xα =∞ i lim
x→∞

xα = 0.

19.5 Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

Równie» funkcje trygonometryczne mog¡ zosta¢ zde�niowane za pomoc¡ szeregów.

De�nicja 19.8. Dla x ∈ R kªadziemy

sinx =
∑
n­0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
oraz cosx =

∑
n­0

(−1)n
x2n

(2n)!

i nazywamy odpowiednio sinusem x oraz cosinusem x.
Funkcje sin : x 7→ sinx oraz cos : x 7→ cosx nazywamy odpowiednio funkcj¡ sinus i funkcj¡ cosinus.

De�nicja jest poprawna, poniewa» dla x = 0 zbie»no±¢ bezwzgl¦dna szeregów jest oczywista, a dla x 6= 0 mo»na
j¡ wykaza¢ korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta.

Z twierdzenia Mertensa, iloczynu Cauchy'ego i powy»szej de�nicji mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie,
w którym zawarte s¡ znane ze szkoªy ±redniej wzory.

Twierdzenie 19.9. Niech x, y ∈ R. Wówczas mamy

a) cos 0 = 1, sin 0 = 0,

b) cos(−x) = cosx, sin(−x) = − sinx,

c) cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y,

d) sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y, sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y,

e) sin2 x+ cos2 x = 1.
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Wniosek 19.10. Niech x, y ∈ R. Wówczas mamy

a) −1 ¬ sinx ¬ 1, −1 ¬ cosx ¬ 1,

b) sin 2x = 2 sinx cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x,

c) cosx+ cos y = 2 cos x+y
2 · cos x−y2 , cosx− cos y = −2 sin x−y

2 · sin
x+y

2 ,

d) sinx+ sin y = 2 sin x+y
2 · cos x−y2 , sinx− sin y = 2 sin x−y

2 · cos x+y
2 .

Bezpo±rednio z de�nicji i prawa ª¡czno±ci dla szeregów mo»na wykaza¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 19.11. Dla x ∈ (0, 1] zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

x− x3

6
< sinx < x oraz x cosx < sinx.

Wniosek 19.12. Prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci

a) lim
x→x0

sinx = sinx0,

b) lim
x→x0

cosx = cosx0,

c) lim
x→0

sin x
x = 1,

czyli w szczególno±ci funkcje sinus i cosinus s¡ ci¡gªe.

Wprost z de�nicji funkcji sinus i cosinus mo»emy wykaza¢, »e

0 < cosx i 0 < sinx

dla x ∈ (0, 1]. Zatem funkcje sinus i cosinus nie znikaj¡ to»samo±ciowo i nast¦puj¡ca de�nicja jest poprawna.

De�nicja 19.13. Niech x ∈ R.

a) Liczb¦ sin x
cos x , gdy cosx 6= 0 nazywamy tangensem x i oznaczamy tg x.

Funkcj¦

tg :
{
{x ∈ R : cosx 6= 0} −→ R

x 7−→ tg(x).

nazywamy funkcj¡ tangens.

b) Liczb¦ cos x
sin x , gdy sinx 6= 0 nazywamy cotangensem x i oznaczamy ctg x.

Funkcj¦

ctg :
{
{x ∈ R : sinx 6= 0} −→ R

x 7−→ ctg(x).

nazywamy funkcj¡ cotangens.

�atwo uzasadni¢, »e funkcje tangens i cotangens s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Przy powy»szej de�nicji prawdziwe s¡ tak»e znane ze szkoªy wzory redukcyjne. Jednak aby je wykaza¢ musimy
najpierw wprowadzi¢ liczb¦ π.

Funkcja cosinus jest ci¡gªa, zatem korzystaj¡c z wªasno±ci Darboux mo»emy udowodni¢ nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 19.14. Istnieje x0 ∈ (1, 2) takie, »e cosx0 = 0 oraz cosx > 0 dla x ∈ [0, x0).
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Wynika st¡d, »e prawdziwa jest poni»sza de�nicja.

De�nicja 19.15. [Liczby π]
Symbolem π oznaczamy liczb¦ dodatni¡ speªniaj¡c¡ warunki:

• cosx 6= 0 dla x ∈
[
0, π2

)
,

• cos π2 = 0.

Nast¦pnie wykazujemy prawdziwo±¢ poni»szego lematu.

Lemat 19.16. Dla x ∈
(
0, π2

)
mamy cosx > 0 oraz sinx > 0, ponadto sin π

2 = 1.

Teraz ju» ªatwo wykaza¢ prawdziwo±¢ wzorów redukcyjnych.

Twierdzenie 19.17. [Wzory redukcyjne]
Dla ka»dego x ∈ R prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce wzory:

a) cos
(
π
2 − x

)
= sinx, sin

(
π
2 − x

)
= cosx;

b) cos
(
π
2 + x

)
= − sinx, sin

(
π
2 + x

)
= cosx;

c) cos(π − x) = − cosx, sin(π − x) = sinx;

d) cos(π + x) = − cosx, sin(π + x) = − sinx,

e) cos(x+ 2kπ) = cosx, sin(x+ 2kπ) = sinx, gdzie k ∈ Z.

Ze wzorów redukcyjnych i poprzedniego lematu dostajemy nast¦puj¡ce zale»no±ci.

Wniosek 19.18. Niech k ∈ Z. Wówczas:

a) Dla ka»dego x ∈
(
2kπ, π2 + 2kπ

)
mamy cosx > 0 i sinx > 0,

b) Dla ka»dego x ∈
(
π
2 + 2kπ, π + 2kπ

)
mamy cosx < 0 i sinx > 0,

c) Dla ka»dego x ∈
(
π + 2kπ, 3

2π + 2kπ
)
mamy cosx < 0 i sinx < 0,

d) Dla ka»dego x ∈
(

3
2π + 2kπ, 2π + 2kπ

)
mamy cosx > 0 i sinx < 0.

Wniosek 19.19. Dla dowolnych x, y ∈ R mamy:

a) cosx = cos y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie k ∈ Z, »e x− y = 2kπ lub x+ y = 2kπ.

b) sinx = sin y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie k ∈ Z, »e x− y = 2kπ lub x+ y = π + 2kπ.

I w ten sposób kolejno mo»na udowodni¢ wszystkie znane ze szkoªy wzory trygonometryczne, tak»e te dla funkcji
tangens i cotangens.

19.5.1 Funkcje cyklometryczne

Z twierdzenia 19.3 wynika tak»e ci¡gªo±¢ funkcji cyklometrycznych zde�niowanych w rozdziale 5.4.1, mo»emy
zatem uzupeªni¢ przedstawiony tam lemat.

Twierdzenie 19.20.

a) Funkcja sinus jest ci¡gªa i silnie rosn¡ca na przedziale
[
−π2 ,

π
2

]
oraz sin

([
−π2 ,

π
2

] )
= [−1, 1].

Funkcja sin :
[
−π2 ,

π
2

]
→ [−1, 1] jest zatem odwracalna.

Funkcja odwrotna

arc sin :
{

[−1, 1] −→ R
x 7−→ arc sin(x)

jest zatem te» silnie rosn¡ca i ci¡gªa w przedziale [−1, 1].
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b) Funkcja cosinus jest ci¡gªa i silnie malej¡ca na przedziale [0, π] oraz cos
(
[0, π]

)
= [−1, 1].

Funkcja cos : [0, π]→ [−1, 1] jest zatem odwracalna.
Funkcja odwrotna

arc cos :
{

[−1, 1] −→ R
x 7−→ arc cos(x)

jest zatem te» silnie malej¡ca i ci¡gªa w przedziale [−1, 1].

c) Funkcja tangens jest ci¡gªa i silnie rosn¡ca na przedziale
(
−π2 ,

π
2

)
oraz tg

((
−π2 ,

π
2

) )
= R.

Funkcja tg :
(
−π2 ,

π
2

)
→ R jest zatem odwracalna.

Funkcja odwrotna

arctg :
{

R −→ R
x 7−→ arctg(x)

jest zatem te» silnie rosn¡ca i ci¡gªa w zbiorze R.

d) Funkcja cotangens jest ci¡gªa i silnie malej¡ca na przedziale (0, π) oraz ctg ((0, π)) = R.
Funkcja ctg : (0, π)→ R jest zatem odwracalna.
Funkcja odwrotna

arcctg :
{

R −→ R
x 7−→ arc cos(x)

jest zatem te» silnie malej¡ca i ci¡gªa w zbiorze R.

Uwaga Funkcje pot¦gowe, wykªadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczne nazywamy pod-
stawowymi funkcjami elementarnymi . Funkcj¡ elementarn¡ nazywamy ka»d¡ funkcj¦ rzeczywist¡, która otrzy-
mujemy z podstawowych funkcji elementarnych za pomoc¡ dodawania, odejmowania, mno»enia, dzielenia i zªo-
»enia zastosowanych sko«czon¡ liczb¦ razy.

19.6 Funkcje hiperboliczne

Z pomoc¡ funkcji eksponencjalnej mo»na zde�niowa¢ kolejne funkcje standardowe, których nazwy przypominaj¡
nazwy funkcji trygonometrycznych. I nie jest to przypadek. S¡ to tzw. funkcje hiperboliczne: cosinus hiperbo-
liczny, sinus hiperboliczny, tangens hiperboliczny i cotangens hiperboliczny.

De�nicja 19.21.

a) Sinusem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

sinhx :

{
R −→ R
x 7−→ 1

2 (ex − e−x) . x−2 −1 1 2

y

−3

−2

−1

1

2

3

y = sinhx
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b) Cosinusem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

coshx :

{
R −→ R
x 7−→ 1

2 (ex + e−x) .

x−2 −1 1 2

y

1

2

3

4

y = coshx

c) Tangensem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

tghx :


R −→ R

x 7−→ sinhx
coshx

=
ex − e−x

ex + e−x
.

x−2 −1 1 2

y

−1

1
y = tghx

d) Cotangensem hiperbolicznym nazywamy funkcj¦

ctghx :


R \ {0} −→ R

x 7−→ coshx
sinhx

=
ex + e−x

ex − e−x
.

x−3 −2 −1 1 2

y

−2

−1

1

2

y = ctghx

Funkcje hiperboliczne s¡ ci¡gªe, co wynika z ci¡gªo±ci funkcji eksponencjalnej. �atwo zauwa»y¢ tak»e, »e cosinus
hiperboliczny jest funkcj¡ parzyst¡, natomiast pozostaªe funkcje hiperboliczne s¡ funkcjami nieparzystymi.
Ponadto, poniewa» sinhx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0, zatem dziedzin¡ cotangensa hiperbolicznego jest
Dctgh = R \ {0}. Bez problemu mo»na tak»e wyznaczy¢ zbiory warto±ci poszczególnych funkcji hiperbolicznych:

Wcosh = [1,+∞), Wsinh = R, Wtgh = (−1, 1), Wctgh = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Umiemy ju» tak»e wyznaczy¢ asymptoty wykresów tych funkcji (o ile istniej¡).
Wprost z de�nicji funkcji hiperbolicznych i funkcji eksponencjalnej wynika, »e

sinhx =
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
i coshx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
.

Z kryterium d'Alemberta wynika, »e szeregi s¡ bezwzgl¦dnie zbie»ne dla ka»dego x ∈ R.
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Podobnie, jak w przypadku funkcji trygonometrycznych mo»emy wykaza¢ najpierw nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 19.22. Niech x, y ∈ R. Wówczas mamy

a) cosh 0 = 1, sinh 0 = 0,

b) cosh(−x) = coshx, sinh(−x) = − sinhx,

c) coshx ­ 1, sinhx > 0 ⇐⇒ x > 0,

d) cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y, cosh(x− y) = coshx cosh y − sinhx sinh y,

e) sinh(x+ y) = sinhx cosh y + coshx sinh y, sinh(x− y) = sinhx cosh y − coshx sinh y,

f) cosh2 x− sinh2 x = 1.

Ostatni¡ to»samo±¢, z powodu podobie«stwa do znanej to»samo±ci trygonometrycznej, b¦dziemy nazywa¢ je-
dynk¡ hiperboliczn¡. Wynika z niej, »e zbiór punktów pªaszczyzny o wspóªrz¦dnych postaci

(
cosh t, sinh t

)
,

gdzie t jest parametrem, wyznacza hiperbol¦, podobnie jak zbiór punktów pªaszczyzny o wspóªrz¦dnych postaci(
cos t, sin t

)
wyznacza okr¡g.

Wniosek 19.23. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x ∈ R mamy:

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x = 2 cosh2 x− 1 = 1 + 2 sinh2 x,

sinh 2x = 2 sinhx coshx.

Prosz¦ porówna¢ te wzory z analogicznymi wzorami dla funkcji trygonometrycznych.

Wniosek 19.24.

• Sinus hiperboliczny jest funkcj¡ silnie rosn¡c¡.

• Cosinus hiperboliczny jest funkcj¡ silnie rosn¡c¡ dla x > 0 i silnie malej¡c¡ dla x < 0.

Funkcja sinus hiperboliczny sinh : R → R jest zatem bijekcj¡, a wi¦c jest odwracalna. Podobnie bijekcj¡ jest
zacie±nienie cosinusa hiperbolicznego do przedziaªu [0,∞) na przedziaª [1,+∞).

De�nicja 19.25.

a) Funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji sinus hiperboliczny nazywamy area sinusem hiperbolicznym i oznaczamy

arsinhx :

{
R −→ R
x 7−→ arsinhx.

b) Funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji cosinus hiperboliczny nazywamy area cosinusem hiperbolicznym i oznaczamy

arcoshx :

{
[1,+∞) −→ [0,+∞)

x 7−→ arcoshx.

Podobnie de�niujemy funkcje odwrotne do tangensa i cotangensa hiperbolicznego.

Twierdzenie 19.26. Funkcje area dane s¡ nast¦puj¡cymi wzorami:

a) arsinhx = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
dla x ∈ R,

b) arcoshx = ln
(
x+
√
x2 − 1

)
dla x ∈ [1,∞).

Area cosinus hiperboliczny, jako funkcja odwrotna do funkcji parzystej, jest niejednoznaczny. Funkcja ma dwie
gaª¦zie, obie okre±lone na przedziale [1,+∞). Ogólnie dla liczb rzeczywistych:

arcoshx = ln
(
x±

√
x2 − 1

)
.

Powodzenia Na Egzaminie!
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