mechanika

Podstawy komputerowego modelowama
ukladow blomechamcznych o

Cracow University

Krakéw 2021 [V_| of Technology



mechanika

Podstawy komputerowego modelowania
ukladéw biomechanicznych

Adam Ciszkiewicz

Krakdw 2021



PRZEWODNICZACY KOLEGIUM REDAKCYJNEGO WYDAWNICTWA POLITECHNIKI KRAKOWSKIE]
Tadeusz Tatara

PRZEWODNICZACY KOLEGIUM REDAKCYJNEGO WYDAWNICTW DYDAKTYCZNYCH
Elzbieta Wectawowicz-Bilska

REDAKTOR SERII - MECHANIKA
Witold Grzegozek

RECENZENT
Grzegorz Milewski

KOORDYNATORZY PROJEKTU
Malgorzata Kowalczyk
Otmar Vogt

REDAKTOR WYDAWNICZY
Agnieszka Filosek

KOREKTA
Tlona Turowska

SKLAD I LAMANIE
Anna Pawlik

PROJEKT OKLADKI
Karolina Szafran

Tekst zostal opublikowany w ramach projektu ,Programowanie doskonatosci — PK XXI 2.0. Program rozwoju
Politechniki Krakowskiej na lata 2018-22".
Dofinansowanie z Europejskiego Funduszu Spotecznego: 18,048,774.96 PLN

© Copyright by Politechnika Krakowska
@IOL®)

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Edycja online
eISBN 978-83-66531-56-7

5 ark. wyd.

Wydawnictwo PK, ul. Skarzynskiego 1, 31-866 Krakow; 12 628 37 25, fax 12 628 37 60
wydawnictwo@pk.edu.pl

www.wydawnictwo.pk.edu.pl

Adres korespondencyjny: ul. Warszawska 24, 31-155 Krakow

Eﬂ?gﬁéjzsiie Rzeczpospolita Unia Europejska [REEEN

Europejski Fundusz X >
Wiedza Edukacja Rozwéj - Polska Rozwoju Regionalnego e



SPIS TRESCI

Lo WSEEP ittt 5
2. Podstawy programowania w jezyku Python........cccecuviurieicininicrncnnieicinciniennes 6
2.1. Przygotowanie WinlPYtHONG...........cccuwveeuniniurecrniinieicneisicie e sessssaes 6
2.2. Zmienne, czyli jak przechowywac dane w pamiegci komputera................... 11
2.3. Podstawowe operacje na zmiennych........cceeceeveeeenecrnencrnmneenecenecsenneeennene 12
2.4. Struktury danych — LiSta........cccoeeuicireeinicniceeecce e 15
2.5. Instrukcje warunkowe if/else..........cucuvueveuniuneuererniuniencrnereicneseeseesesnesenans 16
2.6. Pt fOr ..o e 19
2.7. Funkgje, czyli 0 organizacji Kodu ........cocccuveuviueicincinicicciniiccsceccces 22
2.8. Dodatkowe biblioteki PYthona ...........cccceveeurevcurinecinicinicrnicenecireceeeeeennee 28
3. Dynamika ukladéw jednowymiarowych ..........ccoccuvvienicnicnncnncnicrieennee 33
3.1. Metoda Eulera w prostych symulacjach dynamicznych.........cccccceueecuuacee 36
4. Metody rozwigzywania zadan statyki dla ukladéw jednowymiarowych............ 49
5. Dwuwymiarowe modelowanie wiezadel stawow czlowieka ........cccccovvvcuiuncnacs 74
6. Wstep do modelowania uktadéw wielocztonowych w dwoch wymiarach......... 82
7. Przeglad wybranych modeli stawow czlowieka oraz szczegdtowa analiza
wieloczlonowego modelu stawu skokowego gOrnego..........ccveeueveueuneecrnecurenenee 84
LITEIatura covvvececvcieieicccicte s 87



1. WSTEP

Skrypt zawiera wprowadzenie do zagadnien zwigzanych z modelowaniem wielo-
cztonowych uktadéw biomechanicznych. Stanowi on pomoc dydaktyczng do przed-
miotu: komputerowe modelowanie uktadow biomechanicznych prowadzonego na
Wydziale Mechanicznym Politechniki Krakowskiej.

Opracowanie przygotowane zostalo przy zalozeniu, ze nie jest wymagana zna-
jomos¢ programowania, zaawansowanych zagadnient mechaniki oraz metod nume-
rycznych. Potrzebna wiedza teoretyczna przedstawiona zostala w kazdym rozdziale.
Czytelnik powinien zna¢ jednak podstawy algebry liniowej i geometrii analitycznej
w zakresie studiow I stopnia.



2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

Python to jezyk programowania ogoélnego zastosowania. Mozna go wykorzysta¢
do automatyzacji dowolnych czynnosci zwigzanych z obstuga komputera. Z uwagi
na dostepnos¢ darmowych bibliotek numerycznych, Python nadaje si¢ do zastoso-
wan naukowych. Jego najwigkszg zaleta jest takze to, Ze mozna go uzywac bezplatnie.
Co wigcej, dla Pythona dostepnych jest wiele bardzo rozbudowanych srodowisk pro-
gramistycznych. Jednym z nich jest pakiet WinPython. Ponizej zawarty zostal opis
instalacji WinPythona oraz jego poczatkowej konfiguracji.

2.1. PRZYGOTOWANIE WinPythona

WinPython to darmowy pakiet dla systemu Windows, ktéry zawiera sam jezyk
Python oraz zestaw potrzebnych oraz popularnych narzedzi i bibliotek. Dodatko-
wo, pakiet ten nie jest domyslnie instalowany. Dziala od razu po rozpakowaniu.
W tym podrozdziale krok po kroku zostanie opisana procedura przygotowania Win-
Pythona do pracy.

W pierwszym etapie nalezy pobrac plik wykonywalny z WinPythonem. Wersja dla
64-bitowych systemdw operacyjnych znajduje si¢ pod ponizszym adresem:

https://sourceforge.net/projects/winpython/files/ WinPython_2.7/2.7.10.3/ WinPython-
64bit-2.7.10.3.exe/download

Warto nadmieni¢, ze Python jest caly czas rozwijany i regularnie pojawiaja sie
jego nowe wersje. W ostatnich latach coraz wigkszg popularno$¢ zyskuje Python 3.
Skrypty zawarte w tej ksigzce zostaly napisane i sprawdzone w Pythonie 2.7. Nie-
mniej jednak Python 3 oraz Python 2.7 nie r6znig si¢ znaczaco w podstawowe;j sklad-
ni. Najwigksza i kluczowa réznica, z punktu widzenia przygotowanych skryptow,
to sposob wyswietlania tekstu w konsoli. Procedura ta zostanie dokladnie opisana
w kolejnym rozdziale, ale w skroconej wersji wyglada to nastepujaco. Aby wyswietli¢
w konsoli napis ,,lubie programowac”, w Pythonie 2.7 nalezy wpisa¢:

print "lubie programowac"




2.1. PRZYGOTOWANIE WinPythona

Natomiast w Pythonie 3 powyzsza instrukcja przyjmie troche inng forme:

| print("lubie programowac") |

Oczywiscie roznice pomiedzy wersja 3 i 2.7 na tym sie nie koncza. Niemniej jed-
nak skrypty przedstawione w tej ksigzce beda wymagaly tylko takiej modyfikacji.

Proces przygotowania pakietu WinPython jest bardzo prosty. Po przeczytaniu
i akceptacji licencji nalezy wybrac folder, do ktérego zostanie rozpakowany pakiet.
Folder ten jest dowolny, ale trzeba go zapamietac, bo pdzniej bedzie przydatny. Okno
wyboru folderu wyglada nastepujaco. Wybranie opcji install rozpoczyna proces roz-
pakowywania pakietu do folderu, ktéry moze potrwaé nawet kilka minut.

* . WinPython 64bit 2.7.10.3 Setup - X

a N . Choose Install Location
b | N L 4 - Choose the folder in which to install WinPython 64bit 2.7.10.3.

Setup will install WinPython 64bit 2.7.10.3 in the following folder. To install in a different
folder, dick Browse and select another folder. Click Install to start the installation.

Destination Folder

| C:\Programy\WinPython| Browse...

Space required: 1.4GB
Space available: 138.5GB

< Back Install Cancel

Rys. 2.1. Okno z wyborem folderu podczas instalacji pakietu WinPython

Dla Pythona dostepnych jest wiele srodowisk programistycznych. Umozliwiaja
one tatwg edycje programoéw oraz ich uruchamianie i testowanie. Pakiet WinPython
zawiera az trzy takie srodowiska. Dwa z nich zastuguja na szczegdlna uwage: Spyder
oraz Jupyter. Spyder to zaréwno edytor tekstu, jak i konsola do testowania przygo-
towanych skryptow. Interfejsem mocno przypomina oprogramowanie Matlab (oraz
pokrewne: Octave, Scilab). Bardzo dobrze nadaje si¢ do pisania duzych programéw.
Z drugiej strony Jupyter to nowoczesna forma srodowiska programistycznego, kto-
ra dziala w przegladarce (w trybie offline). Wyrdznia si¢ tym, ze pozwala zapisy-
wac w jednym pliku zaréwno kod, jak i jego opis, ktory nie jest wykonywany przez
komputer podczas dziatania programu. Podstawowe skrypty Pythona tez majg taka
funkcjonalnos¢, poniewaz za pomocy znaku # mozna w nich umieszcza¢ komenta-
rze. Niemniej jednak mozliwo$ci komentowania s3 ograniczone ze wzgledu na brak
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2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

kontroli nad formatowaniem tekstu. Komentarze maja raczej pomdc w zrozumieniu
kodu. Natomiast w Jupyterze mozna nawet napisac ksigzke z interaktywnym kodem.
Ta Tatwos¢ taczenia kodu i sformatowanego tekstu spowodowala duze zainteresowa-
nie tym $rodowiskiem. Przyktadowo, w zakresie uczenia maszynowego jest to pod-
stawowe srodowisko do pisania programéw. Doskonale nadaje si¢ tez do nauki pro-
gramowania, i dlatego warto z niego korzysta¢ podczas pracy z ta ksiazka.

Jupyter dostepny jest w katalogu, ktéry wybrano podczas instalacji WinPythona.
Po jego uruchomieniu automatycznie otworzy si¢ przegladarka internetowa ze spe-
cjalng kartg zatytutowana Jupyter — patrz: rys. 2.2. Ta karta stuzy tak naprawde jako
eksplorator programéw. Zaraz po zaladowaniu wyswietla zawartos¢ katalogu Win-
Python\notebooks. Na tym etapie katalog ten nie zawiera zadnych plikéw, jest w nim
tylko pod folder docs. Pierwszy ,zeszyt” Jupytera (ang. Jupyter notebook) mozna
utworzy¢, klikajgc przycisk new, a nastepnie Python 2 w kategorii notebook po prawej
stronie karty.

Z Home X + = o X
C @ localhost:8888/tree Qa % 6
Z Jupyter
Files Running IPython Clusters
Select items to perform actions on them. Upload New~ &£
) - @
U O docs

Rys. 2.2. Podstawowe okno Jupytera

Po utworzeniu zeszytu interfejs strony znaczaco si¢ zmienia. Przede wszyst-
kim pojawiaja sic w nim pola tekstowe do edycji. Domyslnie zeszyt startuje
z jednym polem (rys. 2.3), ale mozna je sukcesywnie dodawac. To wlasnie te pola tek-
stowe s3 podstawg pracy z notatnikiem. W zasadzie caly program mozna od razu na-
pisa¢ i uruchomi¢, wykorzystujac tylko jedno pole, ale to ogranicza czytelnos¢ kodu
i mozliwosci jego rozbudowy. Nowe pole mozna doda¢ do zeszytu poprzez klikniecie
na przycisk w ksztalcie plusa w lewej gérnej czesci karty, ktory opisany jest jako in-
sert cell below. Kazda z takich ,komorek tekstowych” ma okreslony tryb pracy, ktéry
znajduje sie w Srodkowej czesci ekranu. Domyslny tryb pracy to code, co oznacza,
ze w komorce znajduje si¢ kod programu, ktory trzeba wykona¢. Drugi wazny tryb
pracy to Markdown, ktoéry w uproszczeniu oznacza zwykly tekst i mozna go wybra¢
z listy dostepnych trybow.



2.1. PRZYGOTOWANIE WinPythona

= Home X Z Untitled x o+ = B X

&~ 2> C O localhost:8888/notebooks/Untitled.ipynb?kernel_name=python2 QA W e
: J u pyter Untitled (autosaved) P
File Edit View Insert Cell Kernel Help I'd [ Python2 O
+ | @B |4+ ¥ | M B C|coe v Cell Toolbar: None ¥

‘ In [ ]

Rys. 2.3. Notatnik Jupytera tuz po utworzeniu

Niezaleznie od rodzaju wszystkie pola mozna uruchomi¢, wykorzystujac przycisk
run cell, select below w srodkowej czesci paska. Dostep do tej funkji jest tez z pozio-
mu menu Cell, polecenie Run. Istnieje takze mozliwos$¢ uruchomienia wszystkich pél
po kolei za pomoca Cell > Run all. Pola typu Code réznia si¢ od pol Markdown przede
wszystkim tym, Ze s3 uruchomiane jako kod programu i zwracaja wynik dzialania.
Pola Markdown po uruchomieniu zyskuja tylko tadne formatowanie. Przykladowy
zeszyt z polami typu Code i Markdown przedstawiono na rysunku ponizej.

Z Home X Untitled X+ = B X

& C @ localhost:8888/notebooks/Untitled.ipynb?kernel_name=python2# QA % 6
: J U pyte r Untitled (autosaved) ?
File Edit View Insert Cell Kernel Help rd | Python2 O
+ &< @ B 4+ ¥ M B C Markdown v Cell Toolbar: None v

To jest pole typu Markdown. Ponizej znajduje sie proste pole typu code
zawierajgce jedng instrukcje, ktéra wypisuje na ekran komputera zdanie: "Hello
world!™.

In [ ]: print "Hello world!"

Rys. 2.4. Notatnik Jupytera z dwoma polami

Po uruchomieniu wszystkich pol za pomoca Cell > Run all pole Markdown zmie-
nia formatowanie, a pod polem Code zostaje wygenerowany wynik dziatania progra-
mu, ktéorym w tym przypadku jest wyswietlenie tekstu Hello world! Warto zauwazy¢,
ze obok nazwy Jupyter pojawia sie takze napis Untitled. Jest to nazwa zeszytu, kto-
ra z tego poziomu mozna edytowaé. Wystarczy klikna¢ na napis Untitled i wpisaé
Nnowa nazwe, np. pierwszy_zeszyt. Zeszyt po zmianach przedstawiono na rysunku 2.5.
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2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

Ten skrypt zostal przygotowany z zalozeniem, ze programy bedg pisane w notatniku
Jupyter. Najlepsza metodg na uruchamianie zawartych w nim skryptéw jest utworze-
nie jednego notatnika na rozdzial. Wtedy do kolejnych komdrek mozna przepisac
poszczegolne fragmenty skryptéw zawarte w polach oznaczonych nastgpujaco:

Pola o takim formatowaniu oznaczaja kod gotowy do przepisania do
komérki w notatniku Jupitera.

Ksigzka zawiera takze wyniki dzialania tych skryptéw. Sa one oznaczone
W nastepujacy sposob:

Tak wygladajg wyniki dziatania skryptéw.

2 Home X O pierwszy_zeszyt x |+ = B X

C @ localhost:8888/notebooks/pierwszy_zeszyt.ipynb QA % 6
: JU pyter pierWSZy_ZeSZyt (unsaved changes) ﬁ
File ~ Edit View Insert  Cell  Kemel  Help | Python2 O
+  x AR 2 v M B C cCode v Cell Toolbar: None ¥

To jest pole typu Markdown. Ponizej znajduje sie proste pole typu code zawierajace jedng
instrukcje, ktéra wypisuje na ekran komputera zdanie: "Hello world!".

In [1]:  print "Hello world!"

Hello world!

Rys. 2.5. Notatnik Jupytera po uruchomieniu wszystkich pol

Dalsza czg$¢ tego rozdziatu przedstawia podstawowe zagadnienia z zakresu pro-
gramowania w jezyku Python (z zalozeniem, ze Jupyter zostal poprawnie uruchomio-
ny). Tematy przedstawione w kolejnych podrozdzialach przedstawiaja w uproszczony
sposob podstawowe zagadnienia z programowania, ktdre sg potrzebne (i wystarcza-
jace) do przygotowania wlasnych skryptow obliczeniowych. Bardziej szczegolowy
kurs jezyka Python znajduje sie w [1].
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2.2. ZMIENNE, CZYLI JAK PRZECHOWYWAC DANE W PAMIECI KOMPUTERA

2.2. ZMIENNE, CZYLI JAK PRZECHOWYWAC DANE
W PAMIECI KOMPUTERA

W pewnym uproszczeniu kazdy program komputerowy to seria komend, ktére mo-
dyfikuja pewien zbiér danych. Ten zbiér moze np. zawiera¢ dane modelu biomecha-
nicznego, zapis temperatury w pokoju, liste filméw i inne. Komendami mogg by¢
rdzne operacje matematyczne (podstawowe: dodawanie, odejmowanie, sinus, tan-
gens oraz bardziej ztozone: mnozenie macierzy, iloczyn skalarny wektoréw), a takze
bardziej utylitarne funkcje (np. wyswietlenie tekstu na ekranie - komenda print).
Bardzo podstawowe komendy sa wbudowane w jezyk (print, +, —), bardziej ztozone
(mnozenie macierzy) mozna napisa¢ samodzielnie, bazujac na podstawowych albo
zaimportowac z istniejacej biblioteki.

Jak wspomniano wcze$niej, program to seria komend, ktére modyfikuja dane -
najczesciej dostarczone przez uzytkownika. Na poczatku warto wiec zdefiniowac, jak
przechowywane sa dane w pamieci komputera. W kazdym jezyku programowania
za przechowywanie danych odpowiadajg zmienne (ang. variables). W uproszczeniu
mozna o zmiennej mysle¢ jako o fizycznym zbiorniku. Zbiorniczek posiada naklejke
z nazwg i mozna w nim umiescic jakie$ przedmioty (dane). W Pythonie takie zbior-
niki definiuje si¢ w nastepujacy sposob:

zmiennal = 3.2

Powyzszy kod pozwolil na zdefiniowanie zmiennej (zbiornika), ktérej nazwa to
zmiennal. Przechowuje ona liczbe zmiennoprzecinkowg réwng 3.2. Zawartos¢ tej
zmiennej mozna w kazdej chwili zmodyfikowa¢ w nastepujacy sposob:

zmiennal = 6.7

Teraz zdefiniowana wczesniej zmienna przechowuje warto$¢ 6.7. Warto zazna-
czy¢, ze nazwy zmiennych nie mogg sie zaczyna¢ od liczb oraz nie moga zawiera¢
polskich znakéw i spacji. Oznacza to, ze te nazwy bywaja czesto trudne do zapamie-
tania. W takiej sytuacji dobrze do kodu programu dotaczy¢ komentarze. Komentarze
to fragmenty kodu, ktore nie s3 wykonywane przez komputer. Stuza one do opisu
programu i zawsze zaczynaja si¢ od znaku #.

zmiennal = 6.7 # to jest komentarz
# komentarze stosuje sie do opisywania waznych fragmentow kodu
# sam kod nie powinien zawierac polskich znakow
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2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

Zmienne w jezyku Python mogg tez przechowywac liczby catkowite, ciagi zna-
kéw oraz wartosci logiczne:

zmienna_calkowita = 3
zmienna_tekstowa = 'to jest tekst w zmiennej tekstowej'
zmienna_logiczna = True

2.3. PODSTAWOWE OPERACJE NA ZMIENNYCH

Przechowywanie danych w pamigci komputera to juz duzo, ale bardziej interesujaca
jest automatyzacja ich przetwarzania. Najprostsza operacja, ktérag mozna wykonywa¢
na zmiennych, to print. Stuzy ona do wyswietlenia wartosci zmiennej (lub wyraze-
nia) na ekranie komputera:

b=5.3
print b

5.3

Mozna takze konstruowac¢ bardziej zlozone wyrazenia, taczac ciagi znakow ze
zmiennymi poprzez przecinki:

b =25.3
print "To jest wartosc zmiennej b: ", b

To jest wartosc zmiennej b: 5.3

Dodawanie zmiennych odbywa si¢ z wykorzystaniem operatora ,+”. Przykla-
dowo, zmienng b mozna doda¢ do nowo utworzonej zmiennej ¢ i zapisa¢ oraz wy-
swietli¢ wynik tego dzialania w nowej zmiennej d w nastepujacy sposéb:

c = 11.0
d=c+b
print "To jest wynik dodawania: ", d

To jest wynik dodawania: 16.3

Warto$¢ zmiennej b mozna w kazdej chwili zmieni¢ i ponownie uruchomi¢ caty
skrypt. Wynik zostanie automatycznie zaktualizowany. To pokazuje najwicksza zalete
programowania — program to tylko zapis operacji, ktore nalezy wykona¢ na danych.
Dane, na ktérych operacje zostang wykonane, moga by¢ dowolne.

12



2.3. PODSTAWOWE OPERACJE NA ZMIENNYCH

Kolejnymi waznymi operacjami na zmiennych sa: mnozenie i dzielenie.

al = 3.5
a2 = 3.7

print al * a2 # mnozenie - wyrazenia mozna wpisac
# od razu po komendzie print,
# nie trzeba zapisywac ich wczesniej do zmiennych

print al / a2 # dzielenie

12.95
0.945945945946

Mnozenie i dzielenie dzialaja na liczbach zmiennoprzecinkowych jak nalezy.
Warto sprawdzi¢, co dzieje si¢ podczas dzielenia liczb catkowitych.

10
4

calkowital
calkowita2

print calkowital / calkowita2

2

W tym przypadku Python w wersji 2.7 zwraca tylko czg$¢ calkowita bez reszty.
Mozna jednak wymusi¢ dzielenie zmiennoprzecinkowe w nastepujacy sposob:

calkowital = 10

calkowita2 = 4

print calkowital / float(calkowita2)
2.5

Komenda float powoduje konwersje liczby calkowitej na zmiennoprzecinko-
wej. Jezeli jedna ze zmiennych w dzieleniu jest zmiennoprzecinkowa, to Python wy-
konuje dzielenie zmiennoprzecinkowe.

Na zmiennych mozna takze wykonywac operacje logiczne:

print al == a2

print al == al

print calkowital > calkowita2
print calkowital <= al

False
True
True
False

13




2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

Wynikiem takich dzialan sg wartosci logiczne: prawda lub falsz (True lub False).
W podstawowych komendach Pythona nie ma jednak bardziej ztozonych operacji
matematycznych. Trzeba je zaimportowac¢ z odpowiedniej biblioteki. Biblioteka math
zawiera podstawowe funkcje matematyczne.

import math # import biblioteki math

sinus_ze_zmiennej_b = math.sin(b)
print sinus_ze_zmiennej_b

0.751573415352

Powyzej wykorzystana zostala funkcja sin() z biblioteki math. Nazwe bibliote-
ki nalezy umie$ci¢ w wywotlaniu funkcji: math.sin(). Jako argument funkcji poda-
na zostala zmienna b, a wynik zapisany zostal w zmiennej sinus_ze_zmiennej_b.
Wykorzystanie pojecia ,,funkcja” w tym przypadku nie jest przypadkowe. Funkcje
w programowaniu omoéwione zostang w kolejnych rozdziatach.

Teraz, wykorzystujac poznane podstawy Pythona, mozna napisa¢ pierwszy uzyt-
kowy program, ktéry dla dwéch podanych punktéw (x,, y, oraz x,, y,) wyznaczy dtu-
go$¢ odcinka d pomiedzy nimi:

d=\J(x,~x,) +(y, - y,)? (2.1)
Funkcja, ktéra pozwala wyznaczy¢ pierwiastek kwadratowy z liczby, znajduje sie
w bibliotece math; jej nazwa to: sqrt() (ang. square root).

# Import potrzebnych bibliotek
import math

# Wprowadzenie danych

x1 = 3.4
yl = 6.0
x2 = 94.0
y2 = 12.2

# Obliczenia
d = math.sgrt((x1 - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (y1 - y2))

# Wydruk wynikow
print 'Dane: punktl = (', x1, y1, '), punkt2 = (', x2, y2, ')’
print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', d

Dane: punktl = ( 3.4 6.0 ), punkt2 = ( 94.0 12.2 )
Odleglosc pomiedzy punktami d = 90.8118934942
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2.4. STRUKTURY DANYCH - LISTA

W poprzednim rozdziale przedstawione zostaly zmienne i podstawowe operacje
na nich. Zmienne, ktére przechowuja pojedyncze liczby lub wartosci, to bardzo
uzyteczne narzedzia. Niemniej jednak w praktycznych zagadnieniach najczesciej
spotyka sie duze zbiory liczb, np. uklad mechaniczny o 40 parametrach. W tym
przypadku definiowanie nowej zmiennej na kazdy parametr ukladu jest zmudne
i prowadzi do bledéw, ktére sg trudne do wykrycia. Do rozwigzania probleméw
tego typu potrzebny jest wigkszy zbiornik, w ktérym mozna przechowywa¢ jed-
nocze$nie wiele wartosci, np. liczb. Takim zbiornikiem, w uproszczeniu, jest lista.
Na potrzeby tego kursu lista bedzie traktowana jako jednowymiarowa tablica liczb.
Liste w jezyku Python definiuje si¢ za pomocg nawiaséw kwadratowych. Przykltado-
wo, lista, ktéra przechowa wspdlrzedne punktu 1 i punktu 2 z poprzedniego progra-
mu, wyglada nastepujaco:

punktl
punkt2

[3.4, 6.0]
[94.0, 12.0]

Do obstugi list uzywa si¢ trzech podstawowych komend: print, len() oraz od-
wolanie do konkretnego elementu listy. Ponizej znajduja sie przyklady uzycia tych
komend.

print punktl
dlugosc_listy = len(punktl)
print dlugosc_listy

[3.4, 6.0]
2

Lista zawiera dwie wspdlrzedne (dwa elementy), dlatego jej dlugos$¢ jest réwna 2.
Do jej poszczegdlnych elementéw mozna sie¢ odwota¢ w nastepujacy sposob:

pierwszy element_listy = punktl[9]
print 'Pierwszy element listy: ', pierwszy_element_listy

print 'Drugi element listy: ', punktl[1]

Pierwszy element listy: 3.4
Drugi element listy: 6.0

Warto zauwazy¢, ze pierwszy element listy ma indeks 0. Indeksowanie od zera
obowiazuje w Pythonie i jego bibliotekach.

15



2. PODSTAWY PROGRAMOWANIA W JEZYKU PYTHON

Mozna teraz przepisa¢ program do wyznaczania diugosci odcinkéw w znacznie
krotszej i bardziej przyjaznej formie.

# Import potrzebnych bibliotek
import math

# Wprowadzenie danych
punktl = [3.4, 6.0]
punkt2 = [94.0, 12.2]

# Obliczenia
d = math.sgrt((punktl[@] - punkt2[@]) * (punktl[@] - punkt2[@])
+ (punktl[1] - punkt2[1]) * (punktl[1] - punkt2[1]))

# Wydruk wynikow
print 'Dane: punktl = ', punktl, ' punkt2 = ', punkt2
print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', d

Dane: punktl = [3.4, 6.0] punkt2 = [94.0, 12.2]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 90.8118934942

W programowaniu zawsze dazy si¢ do najbardziej ogélnego zapisu problemu. Za-
pis z listami jest intuicyjny oraz zwigzly - listy zachowuja si¢ jak wektory i przecho-
wuja wspolrzedne punktéw. Niemniej jednak listy w jezyku Python nie obstuguja
wektorowych operacji matematycznych - do tego potrzebna jest specjalna bibliote-
ka, ktora omowiona zostanie w kolejnych rozdziatach.

2.5. INSTRUKCJE WARUNKOWE if/else.

Program do wyznaczania dtugo$ci odcinkéw jest juz przejrzysty, ale nadal mato ogél-
ny. Zaklada tylko przypadek dwuwymiarowy. Co si¢ stanie, kiedy uzytkownik poda
tylko jedng wspdtrzedng dla kazdego z punktow (odcinek jednowymiarowy)?

Przetestuj, usuwajgc wspotrzedne y z punktow 1 i 2 w poprzednim programie

Podczas wykonywania programu wystapi blad. Python zwraca nastepujaca uwa-
ge: list index out of range. Oznacza to, ze wystapito odwotlanie do elementu listy, kto-
rego nie ma — w tym przypadku punkt1[1]. Jak ten problem rozwigza¢? Dla przypad-
ku jednowymiarowego mozna zastosowac uproszczong definicje dlugosci:

d= |x1 —x2| (2.2)

16



2.5. INSTRUKCJE WARUNKOWE if/else

W Pythonie wartos¢ bezwzgledna zwraca funkcja abs(). Mozna z niej skorzysta¢
w nastepujacy sposob:

# Wprowadzenie danych
punktl = [3.4]
punkt2 = [94.0]

# Obliczenia
d = abs(punktl1[@] - punkt2[@])

# Wydruk wynikow

print 'Dane: punktl = ', punktl, ' punkt2 = ', punkt2

print 'Odleglosc pomiedzy punktami, w przyp. jednowymiar., d = ', d
Dane: punktl = [3.4] punkt2 = [94.0]

Odleglosc pomiedzy punktami, w przyp. jednowymiar., d = 90.6

Nalezy zwroci¢ uwage, ze nawet liste jednoelementowa Python formalnie trak-
tuje jako liste. To znaczy, ze wartos$¢ tego elementu mozna uzyska¢ poprzez dodanie
indeksu - punkt1[0].

Rozwigzany zostal juz przypadek dwuwymiarowy i jednowymiarowy. Kolejnym
stusznym krokiem jest zlaczenie ich w jeden ztozony program. W ten sposéb zwiek-
szona zostanie funkcjonalno$¢ skryptu. Na poczatku warto zauwazy¢, ze do obydwu
programéw podajemy po dwie listy, ktore reprezentuja dwa punkty (na osi - przy-
padek jednowymiarowy; na plaszczyznie — przypadek dwuwymiarowy). Naturalnym
rozwigzaniem jest wiec sprawdzenie, ile elementéw ma lista, i zastosowanie odpo-
wiedniej formuty do wyliczenia dlugosci. Sfownie to zadanie mozna opisa¢ w naste-
pujacy sposob:

Jezeli lista punktl ma jeden element, to zastosuj wzor z wartoscig
bezwzgledng. Jezeli lista punktl ma dwa elementy, to zastosuj wzor
z pierwiastkiem.

W Pythonie konstrukcje jezeli, to mozna zrealizowa¢ poprzez if (warunek_logicz-
ny). llustracja dzialania tej konstrukeji zostala przedstawiona na prostym przykta-
dzie, w ktérym poréwnywane sa dwie liczby zmiennoprzecinkowe:

3.5
b=7.4
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if (a > b):

print "Wartosc wiekszej liczby to: ", a
if (a < b):

print "Wartosc wiekszej liczby to: ", b

Wartosc wiekszej liczby to: 7.4

W pierwszym etapie program sprawdza warto$¢ wyrazenia logicznego a > b.
Jezeli jest ona réwna True (prawda), to na ekranie konsoli drukowana jest wartos¢
zmiennej a. W nastepnym przypadku sprawdzana jest warto$¢ wyrazenia odwrotne-
go a < b ijezeli ma ono wartos$¢ True, to na ekranie drukowana jest warto$¢ zmien-
nej b. Warto zauwazy¢, ze program mozna by znaczgco uprosci¢, dodajac czynnosé
do wykonania, jezeli pierwsze wyrazenie ma warto$¢ False (falsz). W tym celu mozna
wykorzysta¢ komende else. Oznacza ona dostownie w innym przypadku.

if (a > b):

print "Wartosc wiekszej liczby to: ", a
else:

print "Wartosc wiekszej liczby to: ", b

Wartosc wiekszej liczby to: 7.4

Tabulator przed komendg print w tych programach nie jest przypadkowy. Tabu-
latory w Pythonie definiuja bloki kodu. Co to znaczy? Czgsto spotyka sie sytuacje,
w ktérej po pewnej komendzie (np. if') zachodzi potrzeba wykonania kilku czyn-
nosci (np. dodanie dwoéch liczb, a pézniej wyswietlenie wyniku tego dodawania).
W takiej sytuacji trzeba te czynnosci zgrupowa¢ w blok. W innych jezykach takie
bloki czesto wyznaczaja nawiasy. W Pythonie nawiasy zastepuje wcigcie. Bez wcigcia
program nie bedzie dziatal poprawnie. Konstrukcje if mozna teraz zastosowaé w pro-
gramie do wyznaczania dtugosci odcinka.

# Import potrzebnych bibliotek
import math

# Wprowadzenie danych
punktl = [3.4, 6.0]
punkt2 = [94.0, 12.2]

# Obliczenia
dlugosc_listy = len(punktl)

## przypadek jednowymiarowy
if (dlugosc_listy == 1):
d = abs(punktl[@] - punkt2[@])
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## przypadek dwuwymiarowy
if (dlugosc_listy == 2):
d = math.sqrt((punktl1[@] - punkt2[0]) * (punktl[@] - punkt2[@])
+ (punkt1[1] - punkt2[1]) * (punktl[1] - punkt2[1]))

# Wydruk wynikow
print 'Dane: punktl = ', punktl, ' punkt2 = ', punkt2

print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', d

Dane: punktl = [3.4, 6.0] punkt2 = [94.0, 12.2]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 90.8118934942

Program dziala teraz poprawnie dla dwdch przypadkéw - jednowymiarowego
i dwuwymiarowego.

2.6. PETLA for

Dzieki instrukcji warunkowej if program do wyznaczania dlugosci odcinka dzia-
ta juz zaréwno dla przypadku jednowymiarowego, jak i dwuwymiarowego. W al-
gebrze liniowej mozna jednak wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka pomiedzy dwoma n-wy-
miarowymi punktami. Jak to uwzgledni¢ w programie? Pierwsza opcja to dodanie
kolejnych instrukcji warunkowych dla kolejnych dlugosci listy. Takie rozwigzanie
jest jednak mato efektywne i bardzo ograniczone - trzeba uwzgledni¢ wszystkie
przypadki manualnie. Aby to zautomatyzowac, nalezy przeanalizowaé sposob wy-
znaczania dlugosci odcinka. Zakladajac, ze dane s3 dwa punkty a = (al, Ay s an)
ib=(b,b, ..b), dlugos¢ odcinka d pomiedzy a i b wyznacza si¢ w nastepujacy
sposob:

d=\/(a,=b} +(a,—b,)* +...+(a, —b,)’. (2.3)

Wraz ze zmiang liczby wymiaréw n we wzorze zmienia si¢ liczba wyrazen (a, - b )*
pod pierwiastkiem. Wzér na dlugos¢ mozna w takim razie zapisa¢ takze za pomoca

operatora sumowania:
d= /Z(ai ~b). (2.4)
i=1

Czyli, znajac n, wiadomo dokladnie, ile takich kwadratéw réznic wspotrzednych
nalezy do siebie doda¢. Te czynnos¢ mozna zautomatyzowac za pomoca petli. Petla
stuzy w programowaniu do wykonania tego samego kodu wiele razy, zazwyczaj na
innych danych. W przypadku punktéw wielowymiarowych nalezy n razy wyznaczy¢
warto$¢ wyrazenia (a, - b)* dla kolejnych wspétrzednych.
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Jezeli z gory wiadomo, ile powtodrzen petli jest potrzebnych, tak jak w tym przy-
padku, to mozna wykorzysta¢ petle for. Jej dzialanie oraz skladnia zostala przedsta-
wiona na kilku prostych przyktadach.

for i in range(4):
print '!'

Powyzsza petla cztery razy wykonuje instrukcje print '!" Efektem dziatania
sa cztery wykrzykniki na ekranie konsoli. Definicje petli zaczyna si¢ od stowa for.
Nastepnie definiuje sie¢ zmienng, ktdra przechowuje numer powtdrzenia (iteracji).
Nalezy takze napisa¢, w jakim zakresie zmienia si¢ ta zmienna. W tym przypadku
komenda range(4) oznacza zakres od 0 do 3, czyli cztery powtdrzenia. Warto zauwa-
zy¢, ze podobnie jak w przypadku instrukeji warunkowej if, nalezy stosowa¢ wciecia
po definicji petli. Mozna teraz wydrukowac na ekran numer powtérzenia.

print 'Przed wejsciem do petli for..'

for i in range(5):
print 'To jest powtorzenie nr ', i

print 'Tu juz nie ma wciecia; ta instrukcja wykona sie tylko 1 raz'

Przed wejsciem do petli for...

To jest powtorzenie nr ©

To jest powtorzenie nr 1

To jest powtorzenie nr 2

To jest powtorzenie nr 3

To jest powtorzenie nr 4

Tu juz nie ma wciecia; ta instrukcja wykona sie tylko 1 raz

Wewnatrz petli for mozna wykorzystywa¢ zmienng iterujaca. Aby to zapre-
zentowacd, ponizej przedstawiono program, ktéry drukuje na ekran konsoli cigg kwa-
dratéw liczb od 1 do 6.

print 'Poczatek drukowania.'

# zmienna iterujaca moze miec dowolna nazwe - to zwykla zmienna
# tutaj: j
for j in range(6):
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akt_liczba = j + 1 # j zaczyna od @
akt_liczba kw = aktualna_liczba * aktualna_liczba

print 'Kwadrat liczby ', akt_liczba, ' to ', akt_liczba kw

print 'Koniec drukowania.'

Poczatek drukowania.

Kwadrat liczby 1 to 1
Kwadrat liczby 2 to 4
Kwadrat liczby 3 to 9
Kwadrat liczby 4 to 16
Kwadrat liczby 5 to 25
Kwadrat liczby 6 to 36

Koniec drukowania.

Za pomoca zmiennej iterujacej mozna w petli uzyska¢ dostep do kolejnych ele-
mentow listy:

punktl = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] # punkt 4-wymiarowy
dlugosc_listy = len(punktl)
# liczba powtorzen moze byc zalezna od innych zmiennych w programie

for j in range(dlugosc_listy):
print ,Wspolrzedna ', j, ' punktu to ', punktl[j]

Wspolrzedna © punktu to 3.4
Wspolrzedna 1 punktu to 6.0
Wspolrzedna 2 punktu to 4.0
Wspolrzedna 3 punktu to 4.2

Zaprezentowane przyklady pokazujg, ze wewnatrz petli for mozna wykonywa¢
ztozone czynnosci. Mozna jg takze wykorzysta¢ do dalszej rozbudowy programu,
czyli do wyznaczania dlugosci odcinka n-wymiarowego.

# Import potrzebnych bibliotek
import math

# Wprowadzenie danych
pl = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] # punkty 4-wymiarowe
p2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]

# Obliczenia
dlugosc_listy = len(punktl)
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suma = 0.0

for i in range(dlugosc_listy):
suma = suma + (p1[i] - p2[i]) * (p1[i] - p2[i])

# powyzsza petla wykonala sie tyle razy, ile wymiarow ma odcinek -
# tutaj 4; w kazdej iteracji do zmiennej suma dodawano
# kolejne kwadraty roznicy wspolrzednych

d = math.sqgrt(suma)

# Wydruk wynikow
print 'Dane: pl = ', pl, p2 = ', p2
print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', d

Dane: pl1 = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] p2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 132.223333796

Teraz program do wyznaczania dlugosci odcinka zadziata dla list o dowolnej licz-
bie elementéw. Co wiecej, dzigki petli for mozna bylo nie tylko zwiekszy¢ funkcjonal-
no$¢ skryptu, ale tez zmniejszy¢ jego dlugos¢. Krotki i czytelny kod ulatwia utrzyma-
nie i rozbudowe programu.

2.7. FUNKCIE, CZYLI O ORGANIZACJI KODU

Do tej pory tlo rozdzialéw stanowily podstawowe stowa kluczowe wykorzystywane
w jezyku Python. Z tych konstrukeji mozna zbudowa¢ dowolnie zlozony program.
Niemniej jednak nalezy jeszcze pozna¢ narzedzia, ktére ulatwiaja prace z kodem
i jego poiniejsze modyfikacje. Podstawowym narzedziem tego typu jest funkcja.
Funkcja w programowaniu jest analogiem funkcji matematycznej. Posiada argu-
menty i zwraca pewne wartosci, ktére powstaja poprzez przetworzenie argumentow.
W poprzednich rozdziatach przedstawione zostaly juz funkcje zdefiniowane w bi-
bliotekach podstawowych Pythona, sin() i abs(). Sposdb wywotania funkcji sin() byt

nastepujacy:

sinus_ze_zmiennej_b = math.sin(b) |

W bardziej ogdlnej formie wyglada to tak:

wartosc_funkcji = funkcja(arg_funkcji_1, arg_funkcji_2)
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Przed nazwa funkcji wpisywana jest zmienna, w ktdrej zapisywana jest wartos¢,
jaka zwraca funkcja (np. wartos¢ sinusa dla danego kata). Pozniej pojawia sie znak
réwnosci, ktéry pelni role operatora przypisania, czyli przypisuje warto$¢, jaka
zwraca funkcja do zmiennej. Nastepnie podaje sie nazwe funkeji oraz jej argumenty
(np. inne zmienne albo wartoéci). Aby zdefiniowa¢ wilasng funkcje, nalezy zacza¢
od komendy def. Nastepnie podawana jest nazwa funkcji i nawias, w ktérym zawar-
te s jej argumenty. Pierwsza linia definicji konczy si¢ dwukropkiem. Funkgja, tak
samo jak instrukcja if oraz petla for, otwiera nowy blok kodu, dlatego po pierwszej
linii nalezy uzywac wcig¢. Dla przykladu prosta funkcja, ktéra dodaje dwie liczby
i zwraca wynik tego dodawania, ma nastepujaca postac:

def dodaj_dwie_liczby(liczbal, liczba2):
wynik_dodawania = liczbal + liczba2

return wynik_dodawania

Na koncu powyzszego kodu pojawita si¢ komenda return. To drugi po stowie def
kluczowy skladnik funkcji. Stuzy on do okreslenia zmiennej, ktorej wartos¢ zwra-
ca funkcja — w tym przypadku jest to zmienna wynik_dodawania. Warto zauwazy¢,
ze zmienna wynik_dodawania zostala zdefiniowana wewnatrz funkcji. Takie zmien-
ne nazywa sie lokalnymi. Dostep do niej mozliwy jest tylko wewnatrz funkcji. Ogélny
skrypt, taki jak wszystkie programy do tej pory, nie bedzie mial dostepu do tej zmien-
nej. Jest ona wykorzystywana wylacznie do uzyskania wyniku funkeji. Po wywolaniu
funkcji (np. po policzeniu wartosci sinusa dla danego kata) jest ona usuwana z pa-
mieci komputera. Komenda return nie jest niezbedna. Mozna zdefiniowa¢ funkcje,
ktdre nie zwracaja zadnej warto$ci — moga one np. wyswietla¢ wynik na ekranie:

def wyswietl zmienna_na_ekranie(liczba):

print 'Wartosc zmiennej to ', liczba

Przygotowane funkcje to dopiero potowa sukcesu. W kolejnym kroku trzeba je
uzy¢ (wywola¢, z ang. call) w gtéwnym programie. Przyktad zastosowania zaprezen-
towanych funkcji przedstawiono ponizej.

def dodaj _dwie liczby(liczbal, liczba2):
wynik_dodawania = liczbal + liczba2
return wynik_dodawania

def wyswietl zmienna_na_ekranie(liczba):

print 'Wartosc zmiennej to ', liczba
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a = 3.45
b=17.89

wynik = dodaj_dwie_liczby(a, b)
wyswietl zmienna_na_ekranie(wynik)

Wartosc zmiennej to 11.34

Funkcja to przepis (szereg operacji), co zrobi¢ ze zmiennymi liczbal i liczba2.
Zdefiniowang funkcj¢ mozna juz wywota¢ na dowolnych argumentach. W tym
przypadku Python wykonuje nastepujaca operacje podczas wywolania. Warto$¢
zmiennej a jest kopiowana do zmiennej liczbal. Warto$¢ zmiennej b jest kopiowa-
na do zmiennej liczba2. Dalsze czynno$ci wykonywane sg juz na zmiennych liczbal
i liczba2. Zmienne liczbal, liczba2 oraz wynik_dodawania s3 zmiennymi lokalnymi.
To znaczy, ze istnieja tylko w obrebie funkcji - po komendzie return sa usuwane
z pamieci. Zmienne a i b, ktore zdefiniowali$my poza funkcjami, to zmienne global-
ne. To znaczy, ze dostep do nich mozliwy jest z poziomu calego programu oraz jego
wszystkich funkcji. Ponizszy program prezentuje réznice w dzialaniu zmiennych lo-
kalnych i globalnych.

a = 5.5 # zmienna globalna

# poznizej zdefiniowana zostata prosta funkcja,
# ktora nie przyjmuje zadnych argumentow;
# funkcja wyswietla tylko wartosc zmiennej globalnej a na ekranie

def funkcja_testowa():
print a

# wywolanie funkcji i wydruk wyniku jej dzialania
print funkcja_testowa()

5.5

Przykiad potwierdza, Ze mozna uzyska¢ dostep do zmiennej globalnej a z pozio-
mu funkgji. Co sig¢ stanie, jezeli jednym z argumentéw funkgji jest zmienna o takiej
samej nazwie jak jedna ze zmiennych globalnych?

a =2
b =4

def funkcja_testowa(a):
print a
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print funkcja_testowa(b)
print funkcja_testowa(a)

4
2

Przy wywotaniu funkcji dla zmiennej b wydrukowana zostala warto$¢ zmien-
nej b. Oznacza to, Ze zmienna a uzyta w definicji funkgji jest zmienng lokalng. W tym
samym czasie w programie wystepuja dwie zmienne a - jedna o zasiegu globalnym
i druga o lokalnym. Funkcja widzi tylko a o zasiegu lokalnym, poniewaz w przypad-
ku podwdjnego nazewnictwa priorytet ma zmienna lokalna funkgeji. Ten przykltad
pokazuje, jak wazne jest staranne nazywanie zmiennych w programie. Wykorzysta-
nie zmiennych globalnych powinno by¢ zredukowane do minimum. Powoduja one,
ze kod programu jest trudny w analizie i wymaga dodatkowych testow.

Funkcje mozna teraz wykorzysta¢ do rozbudowy programu do wyznaczania dtu-
gosci odcinka.

# Import
import math

# Definicje funkcji
def wyznacz_dlugosc(pl, p2):
dlugosc_listy = len(pl)

suma = 0.0
for i in range(dlugosc_listy):

suma = suma + (p1[i] - p2[i]) * (pl[i] - p2[i])
return math.sqrt(suma)

# Wprowadzenie danych
punktl = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] #punkty 4-wymiarowe
punkt2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]

# Obliczenia
d = wyznacz_dlugosc(punktl, punkt2)

# Wydruk wynikow
print 'Dane: pl = ', punktl, ' p2 = ', punkt2

print ,0dleglosc pomiedzy punktami d = ,, d

Dane: pl1 = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] p2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 132.223333796
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Warto zauwazy¢, ze czg$¢ obliczeniowa programu jest teraz bardzo przejrzysta
i zwiezla - to jedna z zalet funkcji. Program mozna jednak jeszcze bardziej uproscic,
przygotowujac funkcje do wydruku wynikow.

# Import
import math

# Definicje funkcji
def wyznacz_dlugosc(pl, p2):
dlugosc_listy = len(pl)

suma = 0.0
for i in range(dlugosc_listy):

suma = suma + (p1[i] - p2[i]) * (pl[i] - p2[i])
return math.sqrt(suma)

def wydrukuj_wyniki(pl, p2, dd):

print 'Dane: pl = ', pil, p2 = ', p2
print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', dd

# Wprowadzenie danych
punktl = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] # punkty 4-wymiarowe
punkt2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]

# Obliczenia
d = wyznacz_dlugosc(punktl, punkt2)

# Wydruk wynikow

wydrukuj_wyniki(punktl, punkt2, d)

Dane: p1 = [3.4, 6.0, 4.0, 4.2] p2 = [94.0, 12.2, 5.0, 100.3]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 132.223333796

Drugga i najwazniejsza zaletg stosowania funkgji jest to, ze przygotowane funkcje
mozna wielokrotnie wywota¢ w kodzie programu na réznych danych wejsciowych.
W przypadku wyznaczania dlugosci odcinka moze to by¢ kilkanascie par punktow,
co czgsto ma miejsce w rozwigzywaniu modeli biomechanicznych, gdzie dtugosci
te to parametry czlonéw zastgpujacych np. wiezadta w ukladach szkieletowo-stawo-
wych czlowieka. Dwukrotne wywotanie przygotowanej funkcji na réznych zestawach
danych wejsciowych zaprezentowano na ponizszym przyktadzie.

# Import
import math

# Definicje funkcji
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def wyznacz_dlugosc(pl, p2):
dlugosc_listy = len(pl)

suma = 0.0
for i in range(dlugosc_listy):

suma = suma + (p1[i] - p2[i]) * (pl[i] - p2[i])
return math.sqrt(suma)

def wydrukuj_wyniki(pl, p2, dd):

print 'Dane: pl = ', pil, p2 = ', p2
print 'Odleglosc pomiedzy punktami d = ', dd

# Danel
punkt3 = [3.4, 4.0]
punkt4 = [2.0, 7.2]

# Obliczenia i wydruk wynikow
d34 = wyznacz_dlugosc(punkt3, punkt4)
wydrukuj_wyniki(punkt3, punkt4, d34)

# Dane2
punkt5 = [1.4, 4.0, 20.0, 40.0, 230.0]
punkté = [2.0, 7.2, 15.9, 2.0, 21.5]

# Obliczenia i wydruk wynikow
d56 = wyznacz_dlugosc(punkt5, punkt6)
wydrukuj_wyniki(punkt5, punkt6, d56)

Dane: pl1 = [3.4, 4.0] p2 = [2.0, 7.2]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 3.49284983931
Dane: p1 = [1.4, 4.0, 20.0, 40.0, 230.0]

p2 = [2.0, 7.2, 15.9, 2.9, 21.5]
Odleglosc pomiedzy punktami d = 211.999198112

W ten sposob podstawowy program do wyznaczania dtugosci odcinka na pod-
stawie dwdch wektoréw zostal rozbudowany do wersji, ktora jest czytelna, tatwa do
rozbudowy i dziala na dowolnych wektorach. W ramach tego rozdzialu przedsta-
wione zostaly podstawowe komendy i konstrukcje Pythona, ktére pozwalajg tworzy¢
ztozone programy obliczeniowe. Kolejnym etapem bedzie wprowadzenie do specja-
lizowanych bibliotek numerycznych Pythona: Numpy i Scipy oraz biblioteki do wizu-

alizacji graficznej Matplotlib.

Warto dodag, ze definicje funkcji nie musza by¢ zawarte w gléwnym skrypcie.
Python umozliwia definiowanie funkcji w innych plikach. Takie funkcje mozna po-
tem zaimportowaé w gléwnym kodzie. Dla nieduzych programéw nie jest to jed-

nak wymagane.
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2.8. DODATKOWE BIBLIOTEKI Pythona

Python jako jezyk programowania oferuje podstawowe struktury danych, takie jak
lista, ktéra przedstawiono wczesniej. Niemniej jednak te struktury dostosowane sg
do typowych probleméw programistycznych i biznesowych, a nie naukowych. Przy-
ktadowo, jezeli w programie zdefiniowane zostaly dwie listy, ktore reprezentuja dwa
wektory, to przydatng operacja byloby dodanie tych list do wektoréw, czyli element
po elemencie. Niestety zachowanie Pythona w tym przypadku znacznie odbiega
od oczekiwan, co przedstawiono na przykladzie ponize;.

wektor_1 = [1.0, 2.0, 4.0]
wektor_2 [-1.0, -2.0, -4.0]

wynik_dodawania = wektor_1 + wektor_2

print wynik_dodawania
[1.e, 2.0, 4.0, -1.0, -2.0, -4.0]

Matematyczny wynik to w tym przypadku wektor, w ktérym wszystkie wspot-
rzedne s3 rowne 0. Wynik otrzymany z dzialania skryptu to dwa razy dluzsza lista,
ktdra zawiera w sobie wektor_1 i wektor_2. Rezultat ten potwierdza, ze bazowe struk-
tury zaimplementowane w jezyku Python nie pozwalaja na wygodne przeprowadza-
nie obliczen. Z pomocg przychodzi tutaj zewnetrzna biblioteka do obstugi macie-
rzy — Numpy [2]. Biblioteka ta jest juz zainstalowana w pakiecie WinPython, dlatego
mozna jg od razu zaimportowac.

import numpy as np

Warto zauwazy¢, ze funkcja import pozwala nie tylko importowac¢, ale i nadawa¢
okreslone nazwy importowanym bibliotekom. W tym przypadku biblioteka Numpy
bedzie w skrypcie figurowala jako np. Ten skrét nie jest przypadkowy, wykorzystuje
go wiekszo$¢ dostepnych przykladéw w internecie.

Po zaimportowaniu biblioteki mozna utworzy¢ tablice Numpy, ktére w programie
beda reprezentowaly pelnoprawne wektory. Tablice te tworzy si¢ na podstawie list,
co zaprezentowano ponizej.

wektor_1np
wektor_2np

np.array(wektor_1)
np.array(wektor_2)

print wektor_1np, wektor_2np
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wynik_dodawania_np = wektor_1np + wektor_2np

print wynik_dodawania_np

[1. 2. 4.] [-1. -2. -4.]
[0. 0. 0.]

W tym przypadku wynik dodawania jest juz poprawny. Operacja ta zostala prze-
prowadzona w sposdb matematyczny.
Do elementow tablicy Numpy mozna odwolywa¢ si¢ podobnie jak dla list.

print wektor_1np[1]
2.0

Tablice mozna tez tworzy¢ od razu za pomocy jednej linijki kodu.

wektor_3 = np.array([1l., 6., 8.])

print wektor_3
[1. 6. 8.]

Array w bibliotece Numpy to uniwersalna struktura, ktéra moze reprezentowac
takze wielowymiarowe tablice. Takie tablice inicjalizuje si¢, umieszczajac listy w li-
stach, jak w przykladzie ponizej.

macierz = np.array([[1., 2.], [4., 5.]])

print macierz

[[1. 2.]
[4. 5.]]

Powyzszy przyklad prezentuje proces tworzenia macierzy 2x2 za pomocg biblio-
teki Numpy. W analogiczny sposéb mozna tworzy¢ macierze o innych wymiarach,
a takze tréjwymiarowe tensory. Dostep do elementéw macierzy 2x2 jest bardzo po-
dobny do metody dla wektoréw. Rozni si¢ tylko tym, ze nalezy poda¢ dwa indeksy,
ktore odpowiadajg wierszowi o kolumnie, przyktadowo:

print macierz[1, 0]
print macierz[0, 1]
4.0
2.0
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Biblioteka Numpy oferuje bardzo wiele przydatnych operacji na tablicach Array.
Wybrane z nich przedstawiono w skrypcie ponizej.

wektor4 = np.array([4., 5.])
macierz2 = np.array([[-1., ©.], [0., -1.]1)
macierz3 = np.array([[0., 1.], [2., ©.]])

# mnozenie macierzy
wynikl = np.dot(macierz2, wektor4)
print wynikl

print "------

# mnozenie macierzy typu element-wise
# tzw. tablicowe

wynik2 = macierz2 * macierz3

print wynik2

wynik3 = wektor4 * wektor4

print wynik3

print "------

# operacja sinus/cosinus typu element-wise
# //wykonywana na kazdym elemencie macierzy; bardzo szybka
print np.sin(wektor4)

print "------

print np.sin(macierz2)

[-4. -5.]
[[-0. ©.]
[ 0. -0.]]
[16. 25.]

[-0.7568025 -0.95892427]

[[-0.84147098 O. 1
[ o. -0.84147098] ]

Proces tworzenia typowych macierzy mozna takze zautomatyzowa¢ za pomoca
funkcji wbudowanych w biblioteke Numipy.
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X = np.linspace(9.0, 5.0, num = 10)

print x
[o. ©0.55555556 1.11111111 1.66666667 2.22222222 2.77777778
3.33333333 3.88888889 4.44444444 5. 1

Druga bardzo przydatng biblioteka dostepng w pakiecie WinPython jest biblio-
teka Matplotlib. Umozliwia ona tatwe generowanie wykreséw, do ktérych dane mo-
zemy dostarczy¢ za pomoca tablicy Numpy. Ponizej przedstawiono prosty przyklad,
w ktérym rysowany jest wykres funkcji sinus (rys. 2.6).

# import modutu pyplot z biblioteki matplotlib
import matplotlib.pyplot as plt

# ponizsza linijka kodu konfiguruje notatnik Jupyter tak,
# aby wyswietlal wykresy od razu pod komorkami;

# bez niej wyswietli je w osobnych oknach

%matplotlib inline

# argumenty funkcji sinus:
argumenty = np.linspace(0.0, 6.0, num

15)

# wartosci funkcji sinus:
wartosci = np.sin(argumenty)

# rysowanie wykresu:
plt.plot(argumenty, wartosci)
plt.show()

1,0

0,5

0,0

10, 1 2 3 4 5 6

Rys. 2.6. Funkeja sinus narysowana z wykorzystaniem biblioteki Matplotlib
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Biblioteka Matplotlib [3] pozwala takze opisywac wykresy, modyfikowac¢ ich ko-
lory, eksportowac je w wysokiej rozdzielczosci i inne. Niektore z tych funkcji zosta-
na wprowadzone w kolejnych rozdziatach. Niemniej jednak szczegétowy poradnik
uzytkownika dla tej biblioteki mozna znalez¢ pod adresem [4].
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W tym rozdziale wprowadzone zostang podstawowe metody rozwigzywania zwy-
czajnych réwnan rozniczkowych drugiego rzedu w zastosowaniu do uktadéw me-
chanicznych i biomechanicznych rozwazanych w jednym wymiarze.

Zasada, ktora opisuje dynamiczne zachowanie cial w przestrzeni, jest druga za-
sada dynamiki Newtona. Wedlug niej przyspieszenie, z ktéorym porusza sie¢ cialo,
jest wprost proporcjonalne do dzialajacej na nie wypadkowej sity. Wspolczynnikiem
proporcjonalnosci jest masa ciata:

ma=F. (3.1)
gdzie:
m — masa ciala,
a - wektor przyspieszenia, z jakim porusza si¢ cialo,

F - wektorowa suma wszystkich sit dzialajacych na dzialo, ktdra dziata na cialo.
Przyspieszenie definiuje si¢ jako zmiane predkosci w czasie, czyli:

dv
a=—. 3.2
5 (3.2)
Podstawiajac (3.2) do (3.1), uzyskuje sig:
dv
5 (3.3)

Powyzsze réwnanie jest rOwnaniem rézniczkowym zwyczajnym pierwszego rze-
du. Przyjmujac, ze predkos¢ to zmiana polozenia w czasie, czyli:

dx
V=

—. 3.4
0 (3.4)
Wykorzystujac (3.4), réwnanie (3.3) mozna zapisa¢ takze w nastepujgcej formie:
2
d'x _ £ (3.5)
> m

Réwnanie (3.5) to réwnanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Uzywane
jest najczesciej podczas poszukiwania rozwigzan analitycznych do zadan z zakresu
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mechaniki ogélnej. Warto zauwazy¢, ze zamiast podstawienia, réwnania (3.3) i (3.4)
mozna zapisa¢ razem, jako uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:

v _F

dt m

I . (3.6)
— =y

dt

Uktad ten jest szczegdlnie przydatny podczas numerycznego rozwigzywania za-
dan mechanicznych - wigkszo$¢ dostepnych metod numerycznych dostosowana jest
do rozwigzywania réwnan pierwszego rzedu.

Aby wyprowadzi¢ te metody, nalezy najpierw zrozumie¢, czym jest iloraz funkcji:

ﬂzf(xz)_f(xl) (3.7)
Ax X, =X ‘
Alternatywna postac¢ wzoru (3.7) to:
ng(xl+Ax)—f(xl) (3.8)
Ax Ax '

Jezeli zmiana argumentow Ax (lub x, - x,) d3zy do zera, to powyzszy iloraz przed-

stawia pochodna funkcji Z—f Przyjecie dowolnej, skonczonej zmiany argumentéw
X

spowoduje, ze iloraz stanie si¢ przyblizeniem pochodne;j. Jednakze dla bardzo malej

réznicy argumentow bedzie to uzyteczne przyblizenie. Warto$¢ tego przyrostu dobie-

rana jest najczesciej przez uzytkownika podczas symulacji.

Tak wyprowadzone przyblizenie pochodnej mozna teraz podstawi¢ do wzoru
(3.3). Dodatkowo, réwnanie mozna tez rozpisac juz na wspolrzednych, w tym przy-
padku - jednej wspdlrzednej x. W ten sposob otrzymuje si¢ algebraiczng forme row-
nania rézniczkowego opisujacego predkos¢ ciala:

v(t,)—v(t)) _ F

. (3.9)
t,—t m

Réwnanie w takiej formie to po prostu ,,przepis’, ktéry pozwala oszacowa¢ pred-
kos¢ v(t + dt), z ktdra cialo bedzie si¢ poruszato w chwili ¢ + dt, jezeli znana jest pred-
kos¢ v(t) w chwili t. To oszacowanie bedzie tym dokladniejsze, im mniejszy przyrost
czasu dt. Zapis ten mozna uprosci¢ i przygotowaé do implementacji w programie
komputerowym poprzez wprowadzenie nastepujacych oznaczen: predkos¢ w chwi-
lit,v__(ang. current - aktualna), a predkos¢ w chwili t + dt, v__ (ang. next — nastep-
na). Réwnanie z nowymi oznaczeniami wyglada nastepujaco:

Viext ~ Veur :E. (3.10)

At m
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Warto zauwazy¢, ze jezeli znana jest warto$¢ predkosci dla jakiego$ czasu,
np. predkos¢ poczatkowa v (0,0 s), to wykorzystujac powyzsze rownanie, mozna wy-
znaczy¢ kolejng wartos¢ predkosci po uptywie czasu At. Nastepnie ta nowo wyzna-
czona warto$¢ moze postuzy¢ do obliczenia predkosci po uptywie 2 - At. Caly proces
mozna powtarzac tak dlugo, jak wymaga tego symulacja. Otrzymuje si¢ w ten sposob
przyblizong funkcje predkosci w czasie. Z uwagi na wymagana ,,pierwszg” warto$¢
predkosci jest to przyklad problemu z warunkami poczatkowymi (ang. initial condi-
tions). Réwnanie (3.10) reprezentuje rodzine funkeji. Dopiero po okresleniu warun-
kéw poczatkowych, czyli w tym przypadku, predkosci dla danej wartosci czasu, moz-
na wyznaczy¢ konkretng funkcje dla danego przypadku. Oznacza to, ze dla réznych
warunkéw poczatkowych (np. v(0,0 s) = 4,0 m/s i v(0,0 s) = -2,0 m/s) otrzymane
funkcje bedg rdzne.

Aby bardziej sformalizowac zapis, nalezy przeksztalci¢ rownanie tak, aby po lewej
stronie pozostaly wszystkie niewiadome, czyli w tym przypadku tylko predkos¢ v__ .
Do réwnania nalezy tez dotaczy¢ warunek poczatkowy (IC), poniewaz jest niezbedny
do uzyskania rozwigzania:

IC:v,, =0m/s dla t=0s

F 3.11
Voew = — AL +V, ( )

next

Réwnanie w tej formie to mozna juz fatwo rozwiazac z wykorzystaniem kompute-
ra. W analogiczny sposéb mozna rozpisa¢ wzor na potozenie (3.4):

IC:x,, =0m dla t=0s

3.12
= v(?)At + Xy ( )

X

next

W tym przypadku réwniez podawany jest warunek poczatkowy, ktory okre-
$la polozenie ciala na poczatku analizy. Po rozpisaniu pochodnej w sposob przy-
blizony pojawia si¢ jednak pewien problem - co podstawi¢ za predkos¢? Najlatwiej
wszystkie wielko$ci w réwnaniach (v, F i inne) wyznaczy¢ dla aktualnego stanu
ukladu (ang. current; indeks: cur). Zgodnie z powyzszym, za v podstawione zo-
stanie v_, a sile wyznaczy si¢, wykorzystujac t »x iv :F _=F (tcur, X chr)'
Po uwzglednieniu powyzszych rozwazan réwnania mozna zapisa¢ w formie naste-
pujacego uktadu:

ICl:v_ =0m/s dla t=0s
IC2:x,,=0m dla t=0s

_F : (3.13)

v At+v,,

next

Xpext = Veur AE+ X,

next
W ten sposéb z ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu uzyskany zostat
uklad liniowych réwnan algebraicznych, ktére opisuja zachowanie ciata w przypad-
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ku jednowymiarowym. Powyzsza metoda ma w matematyce nazwe¢ metody Eulera
i nalezy do grupy metod pierwszego rzedu [5]. Otrzymane réwnania mozna teraz
zaimplementowa¢ w programie komputerowym.

3.1. METODA EULERA W PROSTYCH SYMULACJACH DYNAMICZNYCH

Symulacje treningowe warto rozpocza¢ od prostych przypadkow, dla ktérych zna-
ne s3 rozwigzania analityczne. Takim zadaniem jest ruch punktu materialnego
pod wplywem sily zewnetrznej o statej wartoéci. Niech punkt ma mase¢ m = 1,0 kg,
a dzialajaca na niego sita zewnetrzna ma warto$¢ 10,0 N oraz zwrot i kierunek zgod-
ny ze zwrotem i kierunkiem osi x. Dodatkowo niech cialo w chwili t = 0,0 s be-
dzie w spoczynku (v (0,0 s) = 0,0 m/s) oraz w polozeniu x (0,0 s) = 0,0 m. Zadanie
przedstawia rys. 3.1.

/
><V

= [F]1=[10,0N]

0,0s) =00 m
0,0s) = 0,0 m/s

Rys. 3.1. Wizualizacja zadania - sila o stalej wartoéci dziata na punkt materialny

Warto zauwazy¢, ze w rownaniach dynamiki (3.6) wystepuje tylko jedna sila. Jest
to wypadkowa sita, ktéra na dziala na cialo. Powstaje ona poprzez wektorowe zsu-
mowanie wszystkich sit dzialajacych na cialo podczas ruchu. Z tego powodu rozwia-
zanie kazdego zadania poprzedza wykonanie tak zwanego diagramu ciata swobod-
nego. Powstaje on poprzez oddzielenie od badanego ciata elementéw, ktére na niego
oddzialujg (liny, ciegna, sprezyny, wymuszenia kinematyczne i inne) i zastgpienie
ich oddzialywania sitami. W przypadku ruchu pod wplywem stalej sily zewnetrznej,
otrzymujemy bardzo prosty diagram, patrz: rys. 3.2. Sita w réwnaniach (3.6) to po
prostu sita zewnetrzna. Diagramy beda jednak konsekwentnie stosowane we wszyst-
kich przedstawionych przykltadach.

t.

F

Rys. 3.2. Wizualizacja zadania - diagram ciala swobodnego
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Po okresleniu sit dzialajacych na cialo mozna juz przygotowa¢ program do nu-
merycznego rozwigzania zadania. Dobrze go zacza¢ od wprowadzenia danych
ukladu:

e ukladu
0 #[kg]

Da
_ :e #[N]

# n
m 1
F=1
# IC - initial conditions
X0 = 0.0 #[m]

Vvl = 0.0 #[m/s]

# parametry rozwiazania
delta t = 0.01 #[s] -> krok czasowy
steps = 10 # -> liczba krokow

Teraz mozna juz zaimplementowa¢ wprowadzona wczesniej metode Eulera.
Wzdr (3.13) zawiera ,,przepis’, ktdry pozwala wyznaczy¢ kolejng predkos¢ i kolejne
polozenie punktu na podstawie predkosci i polozenia poprzedniego. W pierwszym
kroku do wyznaczenia kolejnych wartosci stuzg warunki poczatkowe - poczatkowa
predkosc i potozenie.

# pierwszy krok - metoda Eulera

# a) podstawiamy warunki poczatkowe do zmiennych

# okreslajacych aktualna predkosc i polozenie;

# inicjalizujemy zmienna przechowujaca aktualny czas
v_cur = v0 #[m/s]

X_cur = x0 #[m]

t =0.0 #[s]

# wyznaczenie kolejnych wartosci predkosci
# i polozenia oraz aktualnego czasu

v_next = F / m * delta_t + v_cur

x_next = v_cur * delta_t + x_cur

t =t + delta_t

# wydruk wynikow
print "Akt. czas: ", t, "s | akt. pol.: ", x_next, "m | akt. pred.:
", v_next, "m/s"

Akt. czas: ©.01 s | akt. pol.: 0.0 m | akt. pred.: 0.01 m/s

Powyzszy skrypt wyznacza kolejng predkos¢ i potozenie ciata dla czasu t + dt we-
diug metody Eulera. To na razie tylko jedno, kolejne polozenie i predkos¢. Program
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nalezy teraz rozbudowac tak, zeby wyznaczal caly szereg kolejnych potozen i pred-
kosci.

Jak wspomniano wczesniej, wyznaczone wartosci predkosci i polozenia mozna
wykorzysta¢ jako nowe warunki poczatkowe w uktadzie réwnan (3.13) i na ich pod-
stawie wyznaczy¢ kolejne (dla czasu t + 2.0 * delta_t). Proces ten mozna powtarzaé
tak dlugo, az czas symulacji osiggnie zalozong wartos¢. Do zautomatyzowania tego
procesu najbardziej nadaje sie petla for:

# a) warunki poczatkowe
v_cur = v0 #[m/s]
X_cur = x0 #[m]

t =0.0 #[s]

R R R R R R
# b) petla for, w ktorej rozwiazywany jest uklad (3.13)
for i in range(steps):

# wyznaczenie kolejnych wartosci predkosci i polozenia

# oraz aktualnego czasu

v_next = F / m * delta_t + v_cur

x_next = v_cur * delta_t + x_cur

# --- ! --- wazne --- | ---

# podstawiamy wyliczona predkosc i polozenie

# do zmiennych przechowujacych aktualne polozenie/predkosc
v_cur = v_next

X_cur = x_next

# aktualizacja czasu

t =t + delta_t

# wydruk wynikow z iteracji
print "#", i, ", czas:", t, ", pol.:'

, X_next, ", pred.:", v_next

# 0 , czas: 0.01 , pol.: 0.0 , pred.: 0.01

# 1 , czas: 0.02 , pol.: 0.0001 , pred.: 0.02
# 2 , czas: 0.03 , pol.: 0.0003 , pred.: 0.03
# 3 , czas: 0.04 , pol.: 0.0006 , pred.: 0.04
# 4 , czas: 0.05 , pol.: 90.001 , pred.: 0.05
# 5, czas: 90.06 , pol.: 0.0015 , pred.: 0.06
# 6 , czas: 0.97 , pol.: 0.0021 , pred.: 0.07
# 7 , czas: 0.08 , pol.: 0.0028 , pred.: 0.08
# 8 , czas: 0.99 , pol.: 0.0036 , pred.: 0.09
#9 , czas: 0.1 , pol.: 90.0045 , pred.: 0.1
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Mozna teraz rozbudowa¢ program, dodajac do niego graficzna wizualizacje poto-
zenia ciala w czasie. Do rozwigzania tego problemu wykorzystane zostana wprowa-
dzone wczesniej biblioteki Numpy oraz Matplotlib:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

W obecnej wersji skrypt drukuje wyniki po kazdej iteracji petli. Poza wydrukiem
na ekranie w pamieci komputera nie ma historii zmian polozenia i predkosci cia-
ta, poniewaz zmienne, ktore przechowujg te wartosci, s3 modyfikowane w kazdej
iteracji. Aby temu zaradzi¢, do skryptu nalezy doda¢ dwie macierze Numpy, ktére
beda przechowywaly aktualne polozenie oraz czas w kazdej iteracji — predkos¢ w tym
przypadku nie bedzie rejestrowana.

# a) utworzenie pustych (na razie) macierzy dla czasu i polozenia;
# ich rozmiar okreslany jest na podstawie zalozonej wczesniej

# liczby powtorzen w petli for

t_matrix = np.zeros(steps)

x_matrix = np.zeros(steps)

# b) warunki poczatkowe
v_cur = v #[m/s]
X_cur = x0 #[m]

t =20.0 #[s]

# c) petla for, w ktorej rozwiazywany jest uklad (3.13)
for i in range(steps):
# wyznaczenie kolejnych wartosci predkosci i polozenia
# oraz aktualnego czasu
v_next = F / m * delta_t + v_cur
x_next = v_cur * delta_t + x_cur

# --- ! --- wazne --- | ---

# podstawiamy wyliczona predkosc i polozenie

# do zmiennych przechowujacych aktualne polozenie/predkosc
v_cur = v_next

X_cur = x_next

#aktualizacja czasu
t =t + delta_t

#zapisanie wynikow do macierzy
t_matrix[i] = t
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x_matrix[i] = x_cur

# d) wydruk wynikéw w postaci wykresu polozenia od czasu
plt.plot(t_matrix, x_matrix)

# podpisy pod osiami
plt.xlabel('t [s]")
plt.ylabel('x [m]")

plt.show()

2,0

x [m]
5

05}

o,o L 1 1 Il
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

t[s]

Rys. 3.3. Wynik dziatania skryptu — wykres potozenia punktu od czasu

Wynikiem dzialania skryptu jest teraz wykres. Warto zauwazy¢, ze otrzymany wy-
kres przypomina charakterem funkcj¢ kwadratowa.

W kolejnym kroku nalezy poréwnac otrzymane rozwigzanie numeryczne z ana-
litycznym. Rozwigzaniem analitycznym rozwazanego réwnania rozniczkowego jest
wspomniana funkcja kwadratowa w nastepujacej postaci:

Ft
m 2

Implementacja z wizualizacjg tego rozwigzania w programie wyglada naste-

pujaco:

# a) rozwiazanie analityczne
Xx_a_matrix = np.zeros(steps)

for i in range(steps):
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x cur = F / m* (delta t * i) * (delta_t * i) / 2.0
Xx_a_matrix[i] = x_cur

plt.plot(t_matrix, x_matrix)
plt.plot(t_matrix, x_a matrix, “r”)

# podpisy pod osiami
plt.xlabel('t [s]")
plt.ylabel('x [m]")

plt.show()
2,0 T y.
— numeryczne
- = analityczne
1,5} .
1,0} 1
x
05 1
0’0 1 L L L
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

t[s]

Rys. 3.4. Wynik dziatania skryptu — wykres polozenia punktu od czasu dla rozwiazania
numerycznego oraz analitycznego dla 200 krokéw

Na podstawie powyzszego wykresu mozna zauwazy¢, ze metoda Eulera w tym
bardzo prostym przypadku mechanicznym zwrécila sensowne wyniki. Niemniej jed-
nak, zeby je uzyska¢, potrzebny byt bardzo maty krok obliczeniowy. Nastepny przy-
kiad pozwoli sprawdzi¢ bardziej zlozone zagadnienia, kiedy sity nie sg state w czasie
i zalezg od polozenia ciala.

Przykladem bardziej ztozonego zagadnienia jest przypadek, w ktérym na ciato
dziata dodatkowo liniowa sprezyna o wspoélczynniku sztywnosci k = 100,0 N/m oraz
o diugosci swobodnej I_swob = 1,0 m. Problem przedstawiono na rys. 3.5. Drugi
koniec sprezyny doczepiony jest do nieruchomej podstawy w polozeniu b = -1,0 m.
Reszta parametrow uktadu nie ulega zmianie.

Problem modelowania elementow podatnych jest szczegdlnie wazny

z punktu widzenia biomechaniki i modelowania uktadéw biomechanicz-
nych. Jednowymiarowa sprezyna o liniowej charakterstyce, a w szczegol-
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nosci jednowymiarowa sprezyna o jednokierunkowym dziataniu, to jeden
z podstawowych modeli wigzadel.

Modele elementéw podatnych przygotowuje si¢ ogoélnie za pomoca rachunku
wektorowego. Niemniej jednak dla ukladéw jednowymiarowych, opis ten mozna
znaczgco uprosci¢. W pierwszym etapie warto przyjac¢ zaleznos¢, ktéra pozwoli wy-
znaczy¢ wartos¢ sity od sprezyny. W przypadku liniowym jest to iloczyn wydluzenia
sprezyny, czyli roznicy pomiedzy jej aktualng i swobodng dtugoscia, oraz wspdtczyn-
nika sztywnosci:

F. =kAl (3.15)
gdzie:
k —  wspotczynnik sztywnosci sprezyny,
Al=1 -1 . — wydluzenie sprezyny.

Warto zauwazy¢, ze dlugos¢ swobodna jest stata i znana. Natomiast dtugos¢ aktu-
alng I _trzeba wyznaczy¢ na podstawie potozenia ciafa. Przy zalozeniu, ze przyczep
ruchomy sprezyny a porusza si¢ tak samo jak cialo, jego potozenie w kazdym mo-
mencie zgodne jest z polozeniem ciata. W takim przypadku dlugos¢ aktualna spre-
zyny to po prostu l = | x, -b | Ten wzér jest stuszny tylko dla liniowej sprezyny
w przypadku jednowymiarowym. W dalszych rozdziatach zostanie uogdlniony z wy-
korzystaniem rachunku wektorowego.

k=10,0N/m m=1,0kg

Y

= [F]=[100N]

0,0s) =0,0 m
0,0s) = 0,0 m/s

Rys. 3.5. Wizualizacja zadania - sila o stalej wartosci dziata na punkt materialny, do ktorego
doczepiona jest takze sprezyna o liniowej charakterystyce

Mozna teraz przystapi¢ do implementacji zadania (rys. 3.5). Jego rozwigzanie
nalezy rozpoczaé od przygotowania diagramu ciala swobodnego. Jak wspomnia-
no weczesniej, przygotowanie takiego diagramu polega na odlaczeniu od ciala ba-
danego wszystkich innych cial (np. sprezyny, ciegna, tlumiki, ciata sztywne itd.)
i zastapieniu ich sitami oddzialywan, zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona.
W tym przypadku na ciato ruchome dziala sita zewnetrzna oraz sprezyna. Po odla-
czeniu sprezyny do ciala nalezy przylozy¢ site generowang przez sprezyne. Wyniko-
wy diagram przedstawiono na rysunku ponizej. Aby lepiej uwidocznié zjawiska za-
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chodzace w ukladzie, liczba krokéw obliczeniowych w skrypcie zostanie zwiekszona

z 10 do 500.

F F

s

Rys. 3.6. Wizualizacja zadania - diagram ciala swobodnego
Korzystajac z rysunku 3.6, mozna rozpisa¢ réwnania dla tego zadania:

IC1:v_, =0,0m/s dla t=0,0s
IC2:x_,,=0,0m dla t=0,0s

Vnext :MAtJ’_VCur (3'16)
m
xnext = vcurAt + xcur
steps = 500 # zwiekszamy liczbe krokow obliczeniowych
k = 100.0 #[N/m] - wspolczynnik sztywnosci sprezyny
1 swob = 1.0 #[m] - dlugosc swobodna sprezyny
b=-1.0 #[m] - polozenie nieruchomego przyczepu sprezyny

# a) utworzenie pustych (na razie) macierzy dla czasu i polozenia;
# rozmiar okreslany jest na podstawie parametru steps

t_matrix = np.zeros(steps)

x_matrix = np.zeros(steps)

# b) warunki poczatkowe

v_cur = vo #[m/s]
X_Ccur = X0 #[m]
t = 0.0 #[s]

# c) petla for, w ktorej rozwiazywany jest uklad (3.13)
for i in range(steps):
# wyznaczenie wypadkowej sily dzialajacej na cialo
# (sila zewnetrzna + sila od sprezyny)

1l cur = x_cur - b # aktualna dlugosc sprezyny
delta_l = 1 cur - 1_swob # wydluzenie sprezyny

F_spr = k * delta_l # sila od sprezyny

F_wyp = F - F_spr # sila wypadkowa

# wyznaczenie kolejnych wartosci predkosci i polozenia
# oraz aktualnego czasu
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v_hext F wyp / m * delta_t + v_cur
X_next = v_cur * delta_t + x_cur

# --- 1 --- wazne --- I ---

# podstawiamy wyliczona predkosc i polozenie

# do zmiennych przechowujacych aktualne polozenie/predkosc
v_cur = v_next

X_cur = x_next

#aktualizacja czasu
t =1t + delta_t

#zapisanie wynikow do macierzy
t _matrix[i] = t
x_matrix[i] = x_cur

# d) wydruk wynikéw w postaci wykresu polozenia od czasu
plt.plot(t_matrix, x_matrix)

plt.xlabel('t [s]")

plt.ylabel('x [m]")

plt.show()

0,15 T T T T

0,10

0,05

x [m]

0,00

-0,05

-0,10
0 1 2 3 4 5

t[s]

Rys. 3.7. Wynik dziatania skryptu - wykres potozenia punktu od czasu
dla uktadu ze sprezyna

Analizujac powyzsze rozwigzanie, mozna stwierdzi¢, ze energia symulowanego
ukladu wzrasta w czasie, poniewaz stale rosnie amplituda drgan. Jest to oczywiscie
niepoprawne. Amplituda w tym przypadku, przy braku ttumienia, powinna by¢ stata.
Bledy symulacyjne s3 jeszcze bardziej widoczne dla wiekszej liczby krokéw — 5000
(rys. 3.8).
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1le8

-6 I L I I
0 10 20 30 40 50

tls]
Rys. 3.8. Wynik dziatania skryptu — wykres potozenia punktu od czasu dla ukladu
ze sprezyng — duza liczba iteracji

W tej symulacji amplituda szybko wzrasta do nieskonczonosci. Juz po 50 sekun-
dach jej warto$¢ wynosi 493 222 031,17926294 m. Bardzo wyraznie wida¢, Ze metoda
Eulera nie zwraca dobrych wynikéw w zastosowaniu do symulacji mechanicznych.
W literaturze mozna spotka¢ bardzo wiele metod do rozwigzywania zwyczajnych
réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Jedng z bardziej popularnych jest tzw. pot-
-niejawna metoda Eulera (ang. semi-implicit Euler method), nazywana takze metoda
Eulera-Cromera [6]. Jej zalety to przede wszystkim bardzo mala zlozonos¢ nume-
ryczna oraz bardzo fatwa implementacja. Warto tez wspomnie¢, ze w ostatnich latach
metoda ta uzywana jest przy symulacjach cial odksztatcalnych [7]. Do implementacji
metody pél-niejawnej mozna wykorzysta¢ przygotowany wczesniej skrypt z metoda
Eulera. Jedyna modyfikacja, ktéra nalezy wykona¢, to zamiana kodu:

| x_next = v_cur * delta_t + x_cur |

na:

| X_next = v_next * delta_t + x_cur |

W tym przypadku do wyznaczenia kolejnego pofozenia nie jest wykorzystywana
aktualna predkos¢ v_cur, a predko$¢ nastepna v_next, wyznaczona w tym kroku ob-
liczeniowym. Wyniki otrzymane zmodyfikowang metoda dla przykladu ze sprezyna
oraz kod potrzebny do uzyskania wynikéw s3 nastepujace.
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Rys. 3.9. Wynik dziatania skryptu — wykres potozenia punktu od czasu dla ukladu
ze sprezyng — metoda pot-niejawna — 500 iteracji

steps = 500

# a) utworzenie pustych (na razie) macierzy dla czasu i polozenia;
# rozmiar okreslany jest na podstawie zalozonej

# wczesniej liczby powtorzen w petli for

t_matrix = np.zeros(steps)

x_matrix = np.zeros(steps)

# dodatkowe parametry ukladu - sprezyna

k = 100.0 #[N/m] - wspolczynnik sztywnosci sprezyny
1 swob = 1.0 #[m] - dlugosc swobodna sprezyny
b=-1.0 #[m] - polozenie nieruchomego przyczepu sprezyny

# b) warunki poczatkowe

v_cur = vo #[m/s]
X_Ccur = X0 #[m]
t = 0.0 #[s]

# c) petla for, w ktorej rozwiazywany jest uklad (4)
for i in range(steps):
# wyznaczenie wypadkowej sily dzialajacej na cialo
# (sila zewnetrzna + sila od sprezyny)

1l cur = x_cur - b # aktualna dlugosc sprezyny
delta_l = 1 cur - 1_swob # wydluzenie sprezyny

F_spr = -k * delta_l # sila od sprezyny

F wyp = F + F_spr # sila wypadkowa
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# wyznaczenie kolejnych wartosci predkosci i polozenia

# oraz aktualnego czasu

v_next = F_wyp / m * delta_t + v_cur

x_next = v_next * delta_t + x_cur ##### modyfikacja #####

# --- 1 --- wazne --- I ---

# podstawiamy wyliczona predkosc i polozenie

# do zmiennych przechowujacych aktualne polozenie/predkosc
v_cur = v_next

X_cur = x_next

# aktualizacja czasu
t =1t + delta_t

# zapisanie wynikow do macierzy
t_matrix[i] t
x_matrix[i] x_cur

# d) wydruk wynikéw w postaci wykresu polozenia od czasu
plt.plot(t_matrix, x_matrix)

# podpisy pod osiami

plt.xlabel('t [s]")

plt.ylabel('x [m]")

plt.show()
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Rys. 3.10. Wynik dziatania skryptu - wykres polozenia punktu od czasu dla uktadu
ze sprezyng — metoda pol-niejawna — 5000 iteracji
Niewielka modyfikacja programu ma ogromny wplyw na jakos¢ otrzymywa-
nych wynikéw. Amplituda jest w tym przypadku wzglednie stala w czasie calej sy-
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mulacji. Warto tez przeanalizowaé rozwigzanie dla wigkszej liczby krokow oblicze-
niowych.

Zaréwno metoda Eulera, jak i p6l-niejawna metoda Eulera to tylko dwie z bardzo
duzej liczby dostepnych metod. Zainteresowani czytelnicy moga jednak poszerzy¢
ten temat, wykorzystujac miedzy innymi procedury dostepne w bibliotece Scipy [8],
a takze ksigzke [5].
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W poprzednim rozdziale oméwione zostalty metody numerycznego rozwiazywa-
nia zadan dynamiki dla jednowymiarowych ukladéw mechanicznych. Mozna teraz
przystapi¢ do problemow statycznych. W problemach statyki rownaniami, ktére opi-
suja stan ukladu, s réwnania rownowagi [9]:

F=0, (4.1)

gdzie:

F - to wektorowa suma sif dzialajacych na badane ciato.

Réwnania réwnowagi, w odréznieniu od réwnan dynamiki, s3 rownaniami alge-
braicznymi, nie wystepuje w nich juz przyspieszenie, czyli druga pochodna po prze-
mieszczeniu. W ogélnym przypadku s3 to jednak réwnania nieliniowe, dla ktérych
nie mozna uzyska¢ rozwigzan metodami analitycznymi (patrz: funkcja nieliniowa
y(x) narys. 4.1). W zwiazku z tym do ich rozwigzania wykorzystuje sie¢ metody nu-
meryczne. Prawdopodobnie najbardziej popularng metoda w tej dziedzinie jest me-
toda Newtona-Raphsona, ktérg w roznych wariantach przedstawiono miedzy inny-
mi w [5]. Polega ona na wielokrotnym, lokalnym przyblizaniu réwnan nieliniowych
za pomocg liniowych. Rozwigzanie takiego przyblizonego réwnania liniowego rzad-
ko odpowiada rozwigzaniu réwnania nieliniowego, ale kazde kolejne przyblizenie
jest najczesciej lepsze. Proces ten ilustruje rys. 4.1.

y(Xrozw) = 0,0

Rys. 4.1. Réwnanie nieliniowe
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Cala procedura zaczyna si¢ od podania punktu startowego. Punkt startowy to po
prostu poczatkowe oszacowanie rozwigzania badanych réwnan, ktére podaje uzyt-
kownik. Dobrze jest, gdy znajduje si¢ on w poblizu wlasciwego rozwigzania. Nastep-
nie, na podstawie rozwiniecia w réwnan w szereg Taylora, wyznaczane jest liniowe
przyblizenie y (x). W kolejnym kroku przyblizenie to jest rozwiagzywane, a rozwigza-
nie przyjmuje si¢ za nastepny punkt startowy, i caly proces jest powtarzany. Proces
powtarzany jest tak dlugo, az otrzymane rozwigzanie wyzeruje y (x) z zalozong tole-
rancjg, zazwyczaj oznaczang eps.

Metoda Newtona-Raphsona polega na lokalnym przyblizaniu réwnan nielinio-
wych liniowymi. Nalezy w takim razie zastanowic si¢ nad sposobem, ktéry umozliwi
linearyzowanie funkeji nieliniowych. Wyprowadzenia zostang ograniczone do ska-
larnej funkcji jednej zmiennej. Do zlinearyzowania funkcji mozna wykorzysta¢ wzor
Taylora [10], ktérego postac jest nastepujaca:

f'(xo)('x—xo)+f"(xo)(x—xo)2 .
1!

Fx)=f(x,)+ ol

(4.2)

Zgodnie z tym wzorem warto$¢ dowolnej funkgji f dla argumentu x mozna wy-
razi¢ poprzez jej warto$¢ dla innego argumentu x, i sume kolejnych pochodnych tej
funkcji w punkcie x, przemnozonych m.in. przez réznice argumentow.

Jezeli suma pochodnych ograniczona zostanie do pochodnej pierwszego rzedu,
to wzor bedzie reprezentowal wlasnie liniowe przyblizenie badanej funkcji.

fx) = flxy)+ f(x)(x—x,). (4.3)

Celem w kazdej iteracji jest rozwigzanie otrzymanego réwnania liniowego, dlate-
go (4.3) warto przyrowna¢ do zera:

Flxg)+ f1(x))(x—2%,) =0. (4.4)

Zakladajac, ze pochodna f'(x,) jest znana (ten problem zostanie poruszony w dal-
szej czesci skryptu), w powyzszym réwnaniu wystepuje tylko jedna niewiadoma - x.
Jest to rdwnanie liniowe, ktdre przybliza poczatkowe réwnanie nieliniowe w rejonie
argumentu x,. Po prostych przeksztalceniach otrzymuje sie:

x:f(xo)ico_f(xo)_ (4.5)
f'(x)

Powyzszy wzor przedstawia przyblizone rozwigzanie nieliniowego réwnania
y(x) =0. Do wyznaczenia pozostaje tylko pochodna funkgji f dla argumentu x,. Ten
problem najtatwiej rozwigza¢ numerycznie. Rozwazania nalezy rozpocza¢ od defi-
nicji pochodnej funkcji f dla argumentu x,. Pomijajac zatozenia, jakie musi spetni¢
funkgcja f, definicja pochodnej jest nastepujaca [10]:

Filxy) = lim L% AN (%)

Ax—0 Ax

(4.6)
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a) ¥ b) ¥

‘________

Xstart X X
d) Y
ly(x,) >eps] :
continue
e:
“» stop
Q
Q
X X
f) v
\\
\ y(x,) jest blizej 0,0
S w kazdej kolejnej
/ iteracji
X A} S X

Rys. 4.2. Kolejne etapy metody Newtona-Raphsona

W programach komputerowych nie mozna zastosowa¢ nieskonczenie matego
przyrostu argumentéw Ax. Przyrost ten zawsze jest skoniczony. Przy doktadnych ob-
liczeniach moze by¢ bardzo maly, ale nigdy nie bedzie nieskonczenie maly. Dlatego,
dla zastosowan numerycznych, powyzsza definicje mozna sprowadzi¢ do ilorazu réz-
nicowego poprzez usunigcie granicy [5]:

flxy +Ax)— f(x,)
Ax '

Jest to tylko przyblizenie pochodnej, ale najczesciej wystarcza ono do obliczen
numerycznych. Warto zauwazy¢, ze im mniejszy przyrost argumentdw, tym bardziej
doktadna wartos¢ przyblizenia.

Przedstawiony sposdb szacowania pochodnej ma jednak duze ograniczenia. Po-
chodna dla argumentu x, wyznaczana jest tylko na podstawie dodatkowego argu-

(4.7)

flxg) =
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mentu (x, + Ax) tylko z jednej strony. Duzo stabilniejszym podejsciem jest wykorzy-

stanie argumentow x, + Ax i x, - Ax [5]:

flx, +Ax)— f(x, —AX)
2Ax '

Tak wyznaczong numeryczng pochodng nazywa si¢ pochodng centralng.
Mozna teraz zaimplementowa¢ zaprezentowane podejscia w Pythonie. Przygoto-
wany program przetestowany zostanie dla funkcji kwadratowe;:

fx)=x (4.9)

f'(x,) = (4.8)

#Skrypt wyznacza numerycznie wartosc pochodnej funkcji kwadratowej
#w punkcie x0 dla zadanego przyrostu

#Dane:
X0 = 2.0 #punkt, w ktorym chcemy wyznaczyc pochodna
delta_x = 0.1 #zalozony przyrost

#Pochodna jednostronna:
f _prim_jedn = ((x0 + delta_x)**2 - (x0)**2) / delta_x

#Pochodna centralna:
f _prim_cent = ((x0 + delta_x)**2 - (x@ - delta x)**2) / (2.0 *
delta_x)

#Wydruk wynikow
print "Pochodna jednostronna: ", f_prim_jedn
print "Pochodna centralna:", f_prim_cent

Pochodna jednostronna: 4.1
Pochodna centralna: 4.0

Dokladng warto$¢ pochodnej funkcji kwadratowej dla argumentu x = 2,0 mozna
wyznaczy¢ wedlug wzoru:

f'(x)=2x. (4.10)

#Pochodna dokladna:
f_prim = 2.0 * x0
print "Pochodna dokladna: ", f_prim

Pochodna dokladna: 4.0

Na podstawie powyzszego przykladu warto zauwazy¢, ze pochodna centralna
zwraca dokladniejsze wyniki niz pochodna jednostronna. W tym przypadku, z uwa-
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gi na prostote badanej funkcji, pochodna centralna ma dokladnie taka samg wartos¢
jak analityczna - ogolnie tak nie jest. Przygotowany kod warto teraz uogélni¢ po-
przez zastosowanie funkcji:

def f(x):
#funkcja zwraca wartosc f(x) dla podanego argumentu X

return x * x

def wyznacz_pochodna_jednostronna(funkcja, x, delta x = 0.1):
#funkcja zwraca wartosc pochodnej funkcji
#dla podanego argumentu x dla podanego przyrostu delta_x
#wykorzystywany jest wzor na pochodna jednostronna

return (funkcja(x@ + delta_x) - funkcja(x@)) / delta_x

def wyznacz_pochodna_centralna(funkcja, x, delta x = 0.1):
#funkcja zwraca wartosc pochodnej funkcji
#dla podanego argumentu x dla podanego przyrostu delta_x
#wykorzystywany jest wzor na pochodna centralna

licznik

= (funkcja(x@ + delta_x) - funkcja(xe@ - delta_x))
mianownik =

(2.0 * delta x)

return 1licznik / mianownik

Wprowadzenie funkcji sprawi, ze kod programu bedzie bardziej przejrzysty
i czytelny. Latwiej bedzie takze wykona¢ w nim zmiany. Przyktadowo, teraz zmia-
na funkgcji, dla ktorej wyznaczamy pochodng, bedzie wymagala tylko modyfika-
cji pythonowej funkcji f(x). Wczesniej trzeba bylo niezaleznie zmieni¢ wyrazenie
na pochodng jednostronng i centralng. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku Py-
thon pozwala na przekazywanie funkcji (zdefinowiowanych przez def) jako argu-
mentéw do innych funkgji. Takie funkcje mozna poézniej wykorzystywaé wewnatrz
funkgcji, do ktorej zostaly przekazane. Odbywa si¢ to w taki sam sposdb jak w skryp-
cie gléwnym. Warto zaznaczy¢, ze wprowadzenie funkgji to duza zmiana w kodzie
programu - skrypt trzeba ponownie przetestowa¢, najlepiej na poprzednim przykta-
dzie z funkcjg kwadratows.

#Skrypt wyznacza numerycznie wartosc pochodnej funkcji kwadratowej
#w punkcie x0 dla zadanego przyrostu

#Dane:
X0 = 2.0 #punkt, w ktorym chcemy wyznaczyc pochodna
delta_x = 0.1 #zalozony przyrost
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#Pochodna jednostronna:
f_prim_jedn = wyznacz_pochodna_jednostronna(f, x0, delta_x)

#Pochodna centralna:
f_prim_cent = wyznacz_pochodna_centralna(f, x0, delta_x)

#fPochodna dokladna:
f prim = 2.0 * x0

#Wydruk wynikow

print "Pochodna jednostronna: ", f prim_jedn
print "Pochodna centralna:", f prim_cent
print "Pochodna dokladna: ", f _prim

Pochodna jednostronna: 4.1
Pochodna centralna: 4.0
Pochodna dokladna: 4.0

Uzyskane wyniki sg w zgodzie z poprzednia wersja programu - skrypt po zmia-
nach dziala poprawnie. Mozna go teraz przetestowac na bardziej zlozonej funkcji -
sin (x). Najpierw nalezy ponownie zdefiniowa¢ w Pythonie funkcje f(x):

def f(x):
#funkcja zwraca wartosc f(x) dla podanego argumentu x

return sin(x)

Ponownie zdefiniowana funkcja f(x) nadpisze poprzednia implementacje dla
funkcji kwadratowej. Mozna teraz wywota¢ obliczenia pochodnych.

from math import sin, cos  #import funkcji sinus oraz cosinus

#Dane:
x0 = 1.2 #punkt, w ktorym wyznaczana jest pochodna
delta x = 0.1 #zalozony przyrost

#Pochodna jednostronna:
f _prim_jedn = wyznacz_pochodna_jednostronna(f, x@, delta_ x)

#Pochodna centralna:
f _prim_cent = wyznacz_pochodna_centralna(f, x0, delta_x)

#Pochodna dokladna:
f _prim = cos(x9)
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#Wydruk wynikow

print "Pochodna jednostronna: ", f_prim_jedn
print "Pochodna centralna:", f _prim_cent
print "Pochodna dokladna: ", f _prim

Pochodna jednostronna: ©.3151909945
Pochodna centralna: 0.361754126779
Pochodna dokladna: ©.362357754477

Na tym przykladzie wyraznie wida¢, Ze pochodna jednostronna zwraca mniej
dokladne wyniki niz centralna. Jednakze nawet pochodna centralna jest tylko przy-
blizeniem i rézni si¢ od wartosci analitycznej. Na te réznice duzy wplyw ma zalo-
zony przyrost argumentéw. Aby zbada¢ jego wplyw, mozna przygotowaé niewielki
program, ktory wydrukuje warto$¢ pochodnej centralnej dla réznych wartosci przy-
rostu. Zostanie w tym celu wykorzystana petla for. Poszczegélne wyniki beda zapisy-
wane w tablicy Numpy.

import numpy as np
liczba_powtorzen = 4

#przygotowanie miejsca na wyniki w pamieci komputera
delta_x_macierz = np.zeros(liczba_powtorzen)
f _prim_macierz = np.zeros(liczba_powtorzen)

for i in range(liczba_powtorzen):
delta_x_macierz[i] = 10**(i + 1) * 0.0001 #aktualne delta x

f_prim_c =wyznacz_pochodna_centralna(f, x0, delta_x_macierz[i])
f _prim_macierz[i] = f_prim_c

print "Macierz delta_x: ", delta_x_macierz
print "Macierz f_prim : ", f_prim_macierz
print "Pochodna dokladna: ", f_prim
Macierz delta_x: [0.001 ©0.01 0.1 1. ]

Macierz f_prim : [©.36235769 0.36235172 0.36175413 0.30491354]
Pochodna dokladna: ©.362357754477

Powyzszy przyklad potwierdza wspomniang wczesniej zalezno$¢: im mniejszy
przyrost, tym dokladniejsza wartos¢ pochodnej. Juz przy przyroscie delta_x = 0,001
otrzymywana jest zgodno$¢ do pigtego miejsca po przecinku pomiedzy pochodna
centralng a doktadng.

Zaimplementowane zostaly juz funkcje, ktére pozwalajg na numeryczne wyzna-
czenie pochodnej dowolnej funkcji. W programie przygotowana jest takze funk-
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¢ja f(x), ktéra w wygodny sposoéb przechowuje badang funkcje. Mozna teraz za-
programowac metode Newtona-Raphsona. Przykladem testowym do sprawdzenia
procedury bedzie réwnanie kwadratowe:

x> +3,06—4,0=0,0. (4.11)
W tym przypadku delta réwnania wynosi:
A =b"—4,0ac =3,0> —4,0-1,0%(-4,0) = 25,0. (4.12)
Delta jest dodatnia, co oznacza, ze rownanie posiada dwa rozwigzania:
x, =—4,0

. 4.13
x, =10 ( )

Teraz mozna przej$¢ do implementacji rozwigzania numerycznego. Rdzeniem
programu bedzie wyprowadzony wczesniej wzor na rozwigzanie zlinearyzowanego
réwnania (4.5). Wzdr ten umieszczony zostanie w petli while, poniewaz przyblizanie
réwnania nieliniowego wykonywane bedzie tak diugo, az réznica pomiedzy otrzy-
manym rozwigzaniem przyblizonym i dokladnym bedzie wigksza od parametru eps.
Petla while rézni si¢ od petli for tylko tym, ze liczba jej powtorzen nie jest z gory
okreslona. Kod w niej zawarty wykonywany jest tak dtugo, az wyrazenie logiczne za-
warte po stowie while ma warto$¢ True. W programie uzyta bedzie tez przygotowana
wczesniej funkeja, ktéra wyznacza warto$¢ pochodnej centralnej dowolnej funkcji.

Na poczatku nalezy zaktualizowaé w programie funkeje f(x):

def f(x):
#funkcja zwraca wartosc funkcji kwadratowej
#x"2 + 3.0 * x - 4.0 dla podanego argumentu X

return x**2 + 3.0 * x - 4.0

Dla lepszej wizualizacji zadania mozna takze wygenerowa¢ wykres badanej funk-
cji - rys. 4.3. Kod do generowania wykresu znajduje si¢ ponizej.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

%matplotlib inline

x_min = -5.0
X_max = 5.0

delta x = 0.1
X_range = x_max - x_min
liczba_krokow = int(x_range / delta_x)
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X_cur = x_min
f macierz = np.zeros(liczba_ krokow)
X_macierz = np.zeros(liczba_ krokow)

for i in range(liczba_krokow):
f macierz[i] = f(x_cur)
Xx_macierz[i] = x_cur
X_cur = x_cur + delta x
plt.plot(x_macierz, f macierz)
# podpisy pod osiami

plt.xlabel('x")
plt.ylabel('y")

plt.show()

30 1

20 1

10 A

Rys. 4.3. Badana funkcja

Jako rozwigzanie poczatkowe do metody przyjete zostanie x, = 0,0. W tym przy-
padku procedura numeryczna zostala zaimplementowana jak ponize;j.

#Skrypt rozwiazuje numerycznie rownanie nieliniowe

X0 = 0.0 #trozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001  #przyrost

X_cur = x0 #taktualne rozwiazanie
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# [jego wartosc zmienia sie w petli; na poczatku jest rowne x0]

i=20

#licznik iteracji

#Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0

while
#
#

f_

#
#

(abs(f(x_cur)) > eps):

a) wyznaczenie pochodnej funkcji f(x) dla argumentu x_cur:

[f(x) zawiera juz badana funkcje]

prim_cur = wyznacz_pochodna_centralna(f, x_cur, delta_x)

b) wyznaczenie rozwiazania zlinearyzowanego
rownania nieliniowego:

Xx_new = (f_prim_cur * x_cur - f(x_cur)) / f_prim _cur

#

c) aktualizacja wartosci x_cur:

X_cur = X_new

#

print
print

#

d) wydruk wynikow posrednich:

, i, "1 ", "rozw. aktualne: ", x_cur

f(x_cur) =", f(x_cur)

e) aktualizacja wartosci licznika iteracji:

i=1i+1

print "Rozwiazanie koncowe to: ", x_cur

[ © 1 rozw. aktualne: 1.33333333333
f(x_cur) = 1.77777777778

[ 1] rozw. aktualne: ©0.740740740741
f(x_cur) = -1.22908093278

[ 2] rozw. aktualne: 1.150434385
f(x_cur) = 0.774802429203

[ 3] rozw. aktualne: ©.892166908601
f(x_cur) = -0.527537481392

[ 17 ] rozw. aktualne: ©.999643972771
f(x_cur) = -0.0017800093897

[ 18 ] rozw. aktualne: 1.00023730923
f(x_cur) = 0.00118660248675

[ 19 ] rozw. aktualne: ©.999841775072
f(x_cur) = -0.000791099605048

Rozwiazanie koncowe to: ©.999841775072
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Rozwiazanie, z zalozong dokladnoscig, otrzymane zostalo juz po 19 iteracjach.
Jest ono zgodne z rozwigzaniem analitycznym do piatego miejsca po przecinku.
Mozna oczywiscie otrzymac jeszcze dokladniejsze rozwigzanie, modyfikujac para-
metr eps w programie. Warto doda¢ teraz do programu wizualizacje f(x_cur) w kolej-
nych iteracjach. Mozna to zrobi¢, wykorzystujac funkcje plot z biblioteki Matplotlib.

Liczba iteracji potrzebnych do rozwigzania zadania nie jest z géry okreslona, dla-
tego tez poszczegdlne wyniki wygodnie jest zapisa¢ poczatkowo w liscie.

#Skrypt rozwiazuje numerycznie rownanie nieliniowe
#wykorzystujac metode Newtona-Raphsona

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Dane:
X0 = 0.0 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost
X_cur = X0 #taktualne rozwiazanie
i=0 #licznik iteracji

lista_f_x_cur = [] #lista, w ktorej beda umieszczane
#wyniki poszczegolnych iteracji
lista_f_x_cur.append(abs(f(x_cur)))

#Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0

while (abs(f(x_cur)) > eps):
# a) wyznaczenie pochodnej funkcji f(x) dla argumentu x_cur:
# [f(x) zawiera juz badana funkcje]
f_prim_cur = wyznacz_pochodna_centralna(f, x_cur, delta_x)

# b) wyznaczenie rozwiazania zlinearyzowanego
# rownania nieliniowego:
x_new = (f_prim_cur * x_cur - f(x_cur)) / f_prim_cur

# c) aktualizacja wartosci x_cur:
X_Ccur = x_new

# d) aktualizacja wartosci licznika iteracji:
i=1i+1

# e) zapis wyniku iteracji:
lista_f_x_cur.append(abs(f(x_cur)))
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#Wydruk koncowy
print "[", i, "] ", "rozw. koncowe: ", x_cur, "

print "f(x_cur) =", f(x_cur)

#Wydruk wykresu

plt.plot(range(i + 1), lista_f_x_cur)
plt.xlabel("iteracja")
plt.ylabel("f(x_cur)")

plt.show()
[ 31 ] rozw. koncowe: 1.00000182915
f(x_cur) = 9.14577184119e-06

Po zmianie parametru eps na 0,00001 program potrzebowal 31 iteracji, zeby od-
szuka¢ rozwigzanie z zalozong doktadnoscig. Dodatkowo, przygotowany wykres po-
kazuje, zZe zmiany wartosci funkgji dla aktualnego rozwigzania sa silnie nieliniowe
- najwigksze poprawy rozwigzania otrzymywane sa w poczatkowych iteracjach.

Mozna teraz rozbudowac skrypt, przygotowujac ztozong funkcje rozwiaz_rowna-
nie, ktora bedzie zawierata kod przygotowany w poprzednim skrypcie. Argumentami
rozwiaz_rownanie beda:

« rownanie do rozwigzania (tzn. funkcja f(x)),

« rozwigzanie poczatkowe x0 (podawane przez uzytkownika),

+ zalozona doktadnos¢ rozwigzania eps (dokladno$¢ bedzie parametrem z zada-

na warto$cig domyslng 0,0001),
o zalozony przyrost do numerycznego wyznaczania pochodnych delta_x (przy-
rost bedzie parametrem z zadang warto$cia domyslng 0,0001),

« zmienna logiczna drukuj z wartoscig domyslng False; jezeli drukuj bedzie mia-

to warto$¢ True, to program wydrukuje wszystkie wyniki posrednie,

« zmienna max_iter, ktora okresla maksymalng liczbe iteracji w petli while.

Zmienna max_iter oraz dodatkowy warunek w petli while s3 niezb¢dne. Pomimo
tego, ze procedura na wczesniejszych przykladach dzialata bardzo dobrze, istniejg
problemy, ktérych metoda Newtona-Raphsona w tej wersji nie rozwigze. Zmienna
max_iter to zabezpiecznie, ktore nie pozwoli, zeby program wpadt w petle nieskon-
czona.

Funkcja bedzie zwracala przyblizone rozwigzanie réwnania oraz, opcjonalnie,
drukowata wykres wynikéw z poszczegélnych iteracji.

def rozwiaz_rownanie(f, x0, eps = 0.0001,
delta_x = 0.0001,
max_iter = 1000,
drukuj = False):

X_cur = x0 #taktualne rozwiazanie
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i=29 #licznik iteracji

#Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0
while (abs(f(x_cur)) > eps and i < max_iter):
# a) wydruk wynikow posrednich:

if drukuj:
print "[", i, "] ", ,rozw. aktualne: ", x_cur
print "f(x_cur) =", f(x_cur)

# b) wyznaczenie pochodnej funkcji f(x) dla argumentu x_cur:
# [f(x) zawiera badana funkcje]
f_prim_cur = wyznacz_pochodna_centralna(f, x_cur, delta_x)

# c) wyznaczenie rozwiazania zlinearyzowanego
# rownania nieliniowego:
x_new = (f_prim_cur * x_cur - f(x_cur)) / f _prim_cur

# d) aktualizacja wartosci x_cur:
X_Ccur = X_new

# e) aktualizacja wartosci licznika iteracji:
i=1+1

# Wydruk koncowy
if drukuj:
print M-------- - "

rint "Rozwiazanie koncowe to: X_cur
b —

print "otrzymane zostalo w iteracji ", i

return x_cur

Mozna teraz przetestowaé przygotowang funkcje na rozwigzanym wcezeéniej przy-
ktadzie.

#Dane:
X0 = 0.0 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost [uzywany do numerycznego wyznaczania
pochodnej funkcji]
max_iter = 100 #maksymalna liczba iteracji

X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter)

print "Rozwiazanie koncowe to: ", x
Rozwiazanie koncowe to: 1.00000182915
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Otrzymane rozwigzanie jest poprawne. Warto zauwazy¢, ze do tej pory program
zwracal tylko drugie z mozliwych rozwigzan x, = -1,0. Nie jest to btad, tylko ograni-
czenie procedury. Procedura zawsze zwraca jedno rozwigzanie réwnania. Jest nim to,
do ktdrego najtatwiej dotrzec z rozwigzania startowego x,. Warto sprawdzic, co stanie
sie po zmianie rozwigzania poczatkowego na -10,0.

#Dane:

x0 = -10.0 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #tdokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost

max_iter = 1000
X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta x, max_iter, False)

print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: ", f(x0)
print "Rozwiazanie koncowe to: ", x,
print "Wartosc funkcji f(x) wynosi: ", f(x)

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: 66.0
Rozwiazanie koncowe to: -4.00000160471
Wartosc funkcji f(x) wynosi: 8.02356062124e-06

Zmiana rozwigzania poczatkowego x,; z 0,0 na -10,0 spowodowala, ze program
odszukat pierwsze rozwigzanie x, badanego réwnania.

Do tej pory program zostal przetestowany tylko dla rozwigzan poczatkowych
bliskich rzeczywistym rozwigzaniom réwnania. Warto zbada¢, co si¢ stanie, jezeli
za rozwigzanie poczatkowe bedzie bliskie wierzchotkowi paraboli x = -2,3.

#Dane:

X0 = -2.3 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost

max_iter = 100

X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter, True)

[ © 1 rozw. aktualne: -2.3

f(x_cur) = -5.61

[ 1] rozw. aktualne: -5.80625
f(x_cur) = 12.2937890625

[ 2] rozw. aktualne: 1.87736816406
f(x_cur) = 5.1566157156

[ 3] rozw. aktualne: 5.10025298631
f(x_cur) = 8.3284494649e+20
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[ 81 rozw. aktualne: 5.20528091585e+20

f(x_cur) = 2.70949494129e+41

[ 9 1 rozw. aktualne: 1.69343433831le+41
f(x_cur) = 2.86771985816e+82

[ 10 ] rozw. aktualne: 1.79232491135e+82
f(x_cur) = 3.21242858784e+164

overflowError

Traceback (most recent call last)
<ipython-input-23-cae6a@d662cb> in <module>()
7 max_iter = 100
8
----> 9 x = rozwiaz_rownanie(f, x0, eps, delta_x, max_iter, True)
10
11 print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: ", f(x0)

<ipython-input-22-49ed4ebbd172> in rozwiaz_rownanie(f, x@, eps,
delta_x, max_iter, drukuj)

4
5 #Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0
----> 6 while (abs(f(x_cur)) > eps and i < max_iter):
7 # a) wydruk wynikow posrednich:
8 if drukuj:

<ipython-input-10-a6fee7le2elc> in f(x)

2 #funkcja zwraca wartosc funkcji kwadratowej x*2 + 3.0 *
X - 4.0 dla podanego argumentu x

3
---->4 return x**2 + 3.0 * x - 4.0

OverflowError: (34, 'Result too large')

Program nie jest w stanie znalez¢ rozwigzania. Procedura dziala poprawnie, jed-
nakze pochodna w rejonie wierzchotka paraboli ma bardzo matg warto$¢ i rozwigza-
nie aktualne jest dalekie od poczatkowego. To sprawia, Ze numeryczne rozwigzanie
zaczyna oscylowa¢ wokdt rozwiazania doktadnego z coraz wieksza amplitudg. War-
tosci funkcji f(x_cur) szybko zmierzajg do nieskoniczonosci i nastepuje przepelnienie
zmiennej, ktora t¢ warto$¢ przechowuje. Python zwraca wtedy bfad przepelnienia:
Result too large.

Procedura w obecnej wersji dziala dobrze tylko wtedy, gdy podane rozwigzanie
poczatkowe jest blisko rozwigzania dokladnego. Zbieznos¢ procedury jest lokal-
na. W literaturze przedstawiono bardzo wiele modyfikacji podstawowej metody
Newtona-Raphsona, miedzy innymi w zakresie zbieznosci globalnej. Jedna z nich
jest dodatkowy warunek narzucony na kolejne rozwigzanie przyblizonego réwnania
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zlinearyzowanego [11]. W tym przypadku rozwigzanie to przyjmuje si¢ tylko, gdy nie
jest ono gorsze od poprzedniego, czyli wartos¢ bezwzgledna z wartosci funkgji dla
poprzedniego rozwigzania jest wicksza od wartosci bezwzglednej z wartosci funkeji
dla aktualnego rozwigzania. W przeciwnym przypadku w taki sam sposob spraw-
dzane jest rozwigzanie dokladnie pomiedzy aktualnym a poprzednim. Ten proces
powtarza sie tak dlugo, az aktualne rozwigzanie spelni warunek o niepogarszaniu
wartosci funkcji. Te modyfikacje mozna fatwo zrealizowaé, wykorzystujac zagniez-
dzong petle while. Ponizej znajduje si¢ zmodyfikowana wersja funkcji rozwiaz_row-
nanie oraz jej wywolanie.

def rozwiaz_rownanie(f, x0, eps = 0.0001,
delta_x = 0.0001,
max_iter = 1000,
drukuj = False):

X_cur = X0 #taktualne rozwiazanie
i=20 #licznik iteracji

#Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0
while (abs(f(x_cur)) > eps and i < max_iter):
# a) wydruk wynikow posrednich:

if drukuj:
print "[", i, "] ", ,rozw. aktualne: ", x_cur
print "f(x_cur) =", f(x_cur)

# b) wyznaczenie pochodnej funkcji f(x) dla argumentu x_cur:
# [f(x) zawiera juz nasza nowa funkcje]
f_prim_cur = wyznacz_pochodna_centralna(f, x_cur, delta_x)

# c) wyznaczenie rozwiazania zlinearyzowanego
# rownania nieliniowego:
x_new = (f_prim_cur * x_cur - f(x_cur)) / f_prim_cur

# -- modyfikacja --

# d) aktualizacja wartosci x_cur:

while (abs(f(x_cur)) < abs(f(x_new))):
Xx_new = (x_cur + x_new) / 2.0

X_Cur = X_new
# e) aktualizacja wartosci licznika iteracji:
i=1i+1

# Wydruk koncowy
if drukuj:
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print M--------m -

rint "Rozwiazanie koncowe to: X_cur
b —

print "otrzymane zostalo w iteracji ", i

return x_cur

Dane:

X0 = -2.3 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost

max_iter = 100
X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter, True)
print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: ", f(x0)

print "Rozwiazanie koncowe to: ", X,
print "Wartosc funkcji f(x) wynosi: ", f(x)

[ © 1 rozw. aktualne: -2.3

f(x_cur) = -5.61

[ 1] rozw. aktualne: -4.053125
f(x_cur) = 0.268447265624

[ 2] rozw. aktualne: -3.96923522949
f(x_cur) = -0.152877381434

[ 3] rozw. aktualne: -4.01700941119
f(x_cur) = 0.0853363760211

[ 15 ] rozw. aktualne: -4.00001716859

f(x_cur) = 8.58432267332e-05
[ 16 1] rozw. aktualne: -3.99999034258
f(x_cur) = -4.82870165328e-05
[ 17 ] rozw. aktualne: -4.00000543227
f(x_cur) = 2.71613830396e-05
[ 18 ] rozw. aktualne: -3.99999694434
f(x_cur) = -1.52782981324e-05

Rozwiazanie koncowe to: -4.00000171881
Otrzymane zostalo w iteracji 19

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: -5.61
Rozwiazanie koncowe to: -4.00000171881

Wartosc funkcji f(x) wynosi: 8.59403631637e-06

Wydrukowane na ekran komputera wyniki potwierdzaja, ze zmodyfikowana pro-
cedura bez trudu radzi sobie z testowym przykladem. Pozostato juz tylko zoptymali-
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zowac kod. Warto zauwazy¢, ze wewnatrz programu wielokrotnie wyznaczamy war-
tos¢ funkcji f(x_cur) - to duza strata zasobéw komputera. Wielokrotnie wyznaczang
warto$¢ lepiej wyznaczy¢ raz i zapisa¢ w zmiennej.

def rozwiaz_rownanie(f, x0, eps = 0.0001,
delta_x = 0.0001,
max_iter = 1000,
drukuj = False):

X_cur = X0 #taktualne rozwiazanie
i=290 #licznik iteracji

f x_cur_abs = abs(f(x_cur))
#Petla, w ktorej linearyzowanie jest rownanie f(x) = 0.0

while (f_x_cur_abs > eps and i < max_iter):
# a) wydruk wynikow posrednich:

if drukuj:
print "[", i, "] ", "rozw. aktualne: ", x_cur
print "f(x_cur) =", f(x_cur)

# b) wyznaczenie pochodnej funkcji f(x) dla argumentu x_cur:
# [f(x) zawiera juz nowa funkcje]
f_prim_cur = wyznacz_pochodna_centralna(f, x_cur, delta_x)

# -- modyfikacja --
if f_prim_cur == 0:
f_prim_cur = 0.00001

# c) wyznaczenie rozwiazania zlinearyzowanego
#rownania nieliniowego:
x_new = (f_prim_cur * x_cur - f(x_cur)) / f_prim_cur

# -- modyfikacja --

# d) aktualizacja wartosci x_cur:

while (f_x_cur_abs < abs(f(x_new))):
x_new = (x_cur + x_new) / 2.0

X_cur = x_new
f x_cur_abs = abs(f(x_cur))

# e) aktualizacja wartosci licznika iteracji:
i=1+1
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# Wydruk koncowy

if drukuj:
print M------mm e
print "Rozwiazanie koncowe to: ", x_cur

print "otrzymane zostalo w iteracji ", i

return x_cur

Teraz mozna wykona¢ koncowy test procedury. Testy modyfikowanych progra-
moéw na kazdym etapie rozbudowy sg bardzo wazne. W przypadku duzych systemow,
przygotowywanych przez wielu programistow, stosuje sie duzo bardziej zozone me-
todologie testowania. Zainteresowani czytelnicy wiecej informacji moga znalez¢, po-
szukujac materiatéw dotyczacych testow jednostkowych.

#Dane:
X0 = -2.3 #rozwiazanie poczatkowe [podaje uzytkownik]
eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania

delta_x = 0.001 #przyrost
max_iter = 100

X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter, True)

print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: ", f(x0)

print "Rozwiazanie koncowe to: ", x, ",
print "Wartosc funkcji f(x) wynosi: ", f(x)

[ © 1 rozw. aktualne: -2.3

f(x_cur) = -5.61

[ 1] rozw. aktualne: -4.053125
f(x_cur) = 0.268447265624

[ 2] rozw. aktualne: -3.96923522949
f(x_cur) = -0.152877381434

[ 3] rozw. aktualne: -4.01700941119
f(x_cur) = 0.0853363760211

[ 15 ] rozw. aktualne: -4.00001716859
f(x_cur) = 8.58432267332e-05

[ 16 ] rozw. aktualne: -3.99999034258
f(x_cur) = -4.82870165328e-05

[ 17 ] rozw. aktualne: -4.00000543227
f(x_cur) = 2.71613830396e-05

[ 18 ] rozw. aktualne: -3.99999694434
f(x_cur) = -1.52782981324e-05

Rozwiazanie koncowe to: -4.00000171881
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Otrzymane zostalo w iteracji 19

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: -5.61
Rozwiazanie koncowe to: -4.00000171881

Wartosc funkcji f(x) wynosi: 8.59403631637e-06

Procedura dziala poprawnie.

W  poprzednich skryptach zaimplementowana zostala metoda Newtona-
-Raphsona. Przygotowany program przestestowano na kilku ogdlnych przyktadach
obliczeniowych. Celem skryptu jest jednak przedstawienie zagadnien zwigzanych
z modelowaniem ukladéw biomechanicznych. Dlatego na tym etapie warto zasto-
sowa¢ przygotowane programy do statyki ukladéw mechanicznych. Pierwsze proby
zostang wykonane na prostym ukladzie - cialo, do ktérego doltaczona jest sprezy-
na liniowa.

Ten przykiad rozwigzany zostal juz w zakresie dynamiki w poprzednim rozdzia-
le - wzory matematyczne, pozwalajace wyznaczy¢ sile od sprezyny oraz sume sit,
pozostaja bez zmian. Niemniej jednak w tej wersji program bedzie przygotowany
z wykorzystaniem funkeji, ktére ulatwia dalsza jego rozbudowe i utrzymanie.

W pierwszym kroku nalezy przygotowa¢ funkgcje, ktéra dla zadanych parametrow
sprezyny — wspolrzedne przyczepow, wspotczynnik sztywnosci oraz dlugos¢ swo-
bodna - wyznaczy sile, z jaka sprezyna dziata na cialo dolaczone do jej ruchome-
go konca.

def wyznacz_sile od_spr(a, b, k, lswob):

l cur=a-»>b #taktualna dlugosc sprezyny
delta_l = 1 cur - lswob  #wydluzenie sprezyny
F_spr = -k * delta_l #sila od sprezyny

return F_spr

Warto zauwazy¢, ze w przypadku statycznym réwnanie rownowagi do rozwia-
zania okre$la po prostu sume sil. Jezeli suma sit dziatajacych na cialo jest réwna 0,
to cialo jest w stanie rownowagi. Zmienng w tym zadaniu jest polozenie ciala. Roz-
wigzaniem bedzie potozenie, w ktérym suma sit jest rowna 0. Majac to na uwadze,
mozna zaimplementowa¢ nowg funkcje f(x), tym razem nie jako funkcje kwadrato-
wag, a sume sil:

def f(x):
#funkcja, ktora, dla zadanego polozenia ciala x wyznacza,
#sume sil dzialajacych na cialo w tym polozeniu

#uwaga: obciazenie zewnetrzne Fext i parametry sprezyny
# podawane sa jako zmienne o zasiegu globalnym
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sila0dSpr = wyznacz_sile od_spr(x, b, k, lswob)
sumaSil = Fextx + silaOdSpr

return sumaSil

Program gléwny warto rozpocza¢ od wprowadzenia danych ukladu.

#Dane ukladu:

X0 = 10.0 #[m] - poczatkowe polozenie ciala

# i ruchomego przyczepu sprezyny

# //rozwiazanie podane przez uzytkownika//
b=-1.0 #[m] - polozenie nieruchomego przyczepu sprezyny
k = 10.0 #[N/m] - wspolczynnik sztywnosci sprezyny
1 swob = 2.0 #[m] - dlugosc swobodna sprezyny
Fextx = 10.0 #[N] - sila zewnetrzna, ktora dziala na cialo

Teraz mozna wykorzysta¢ przygotowana wczeéniej funkcje do rozwigzywania nu-
merycznego rozwigzywania rdwnan algebraicznych.

#Ustawienia procedury numerycznej:

eps = 0.00001 #dokladnosc rozwiazania
delta_x = 0.001 #przyrost

max_iter = 100

print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: ", f(x0)
X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter, True)

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x0: -80.0
[ ] rozw. aktualne: 10.0 | |f(x_cur)| = 80.0

Rozwiazanie koncowe to: 1.99999999999
Otrzymane zostalo w iteracji 1

Program w tym przypadku zwrdcil poprawne rozwigzanie x = 1,0 juz po pierw-
szej iteracji. Wynika to z przyjetego sposobu wyznaczania sity od sprezyny. Sprezyna
jest liniowa. Powstale rownanie na sume sif takze jest liniowe. Juz pierwsze przybli-
zenie tego rownania prowadzi do doktadnego wyniku. W rzeczywistosci problemy
statyczne w zakresie modelowania stawéw czlowieka sa duzo bardziej ztozone - wie-
zadla majg nieliniowe charakterystyki sita—wydtuzenie. Co wigcej, wigzadta zacho-
wuja sie jak ciegna, to znaczy, Ze generuja sile tylko wtedy, gdy sa rozciagane, a przy
$ciskaniu pozostajg swobodne.

Na podstawie tego uproszczonego skryptu mozna teraz zaimplementowa¢ ukfad
z bardziej ztozonym modelem wig¢zadla. W rzeczywistosci charakterystyka wieza-
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dla, czyli sita, jaka generuje do wydluzenia, jest silnie nieliniowa [12-14], a model
liniowy znacznie upraszcza jego zachowanie. Dlatego tez w kolejnym przykladzie
do uwzglednienia nieliniowo$ci wykorzystana zostanie funkcja kwadratowa. Jest to
jedno z najczesciej stosowanych podejs¢ w modelowaniu wigzadet i stawdw cztowie-
ka. Podstawowa zmiana nastapi w rownaniu do wyznaczenia wartosci sity [14]:

F, =k(Al?. (4.14)

Dodatkowo, w nowej funkeji uwzgledniony zostanie fakt, ze wigezadlo generuje
site tylko wtedy, gdy jest rozciagane, czyli dziala jak ciegno. Ten warunek zaimple-
mentowany bedzie z wykorzystaniem instrukcji warunkowej if/ else.

def wyznacz_sile od_wiez(a, b, k, 1 _swob):
l cur=a-b»b #aktualna dlugosc wiezadla
delta_l = 1 _cur - 1_swob #wydluzenie wiezadla

#sila od wiezadla
if delta_l > @.0:

F_ wiez = -k * delta_l1**2
else:

F_ wiez = 0.0

return F_wiez

Zmiane modelu elementu podatnego nalezy uwzglednic¢ takze w funkeji f(x), kto-
ra zwraca sume sit dzialajacych na cialo.

def f(x):
#funkcja, ktora, dla zadanego polozenia ciala x,
#wyznacza sume sil dzialajacych na cialo w tym polozeniu

#uwaga: obciazenie zewnetrzne Fext i parametry sprezyny
# podawane sa jako zmienne o zasiegu globalnym

silaOdSpr = wyznacz_sile_od_wiez(x, b, k, 1_swob)
sumaSil = Fextx + silaOdSpr

return sumaSil

Dane pozostang na razie bez zmian, ale nalezy pamigta¢ o tym, ze wspotczynnik
sztywnosci k dla nieliniowej sprezyny wyrazony jest w [N/m?], a nie [N/m] - jest to
inna wielko$¢ fizyczna.

Rozwigzanie zadania statyki dla ukladu z nieliniowym modelem wiezadta zostato
przedstawione ponizej.
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x0 = 7.1 #[m] - poczatkowe polozenie ciala
print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x@: ", f(x0)

X = rozwiaz_rownanie(f, x@, eps, delta_x, max_iter, True)

-362.1

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu xO:

[ © 1 rozw. aktualne: 7.1
f(x_cur) = -362.1

[ 1] rozw. aktualne: 4.13196721311
f(x_cur) = -88.0921862401

[ 2] rozw. aktualne: 3.40990011278
f(x_cur) = -48.0761855359

[ 30 1] rozw. aktualne: 2.00494616121
f(x_cur) = -0.0991678693901

[ 31 ] rozw. aktualne: 2.00413330983
f(x_cur) = -0.0828370390148

[ 32 ] rozw. aktualne: 2.0034543177
f(x_cur) = -0.00160539275995

[ 65 ] rozw. aktualne: 2.00000936267
f(x_cur) = -0.000187254206192

[ 66 1 rozw. aktualne: 2.0000078278
f(x_cur) = -0.000156556531488

[ 79 1 rozw. aktualne: 2.00000076342
f(x_cur) = -1.52683552574e-05

[ 80 ] rozw. aktualne: 2.00000063827
f(x_cur) = -1.27653444419¢e-05

[ 81 ] rozw. aktualne: 2.00000053363
f(x_cur) = -1.06726637981e-05

Rozwiazanie koncowe to: 2.00000044615
Otrzymane zostalo w iteracji 82

Warto sprawdzi¢, co si¢ stanie, jezeli rozwigzanie poczatkowe zostanie dobrane
tak, ze uklad bedzie w nim nienapiety — wydiuzenie wiezadla ponizej zera. Takim
polozeniem jest na przyklad x, = -3,0.

X0 = -3.0 #[m] //wiezadlo w tym polozeniu nie generuje sily//
print "Wartosc funkcji f(x) dla argumentu x@: ", f(x@)

X rozwiaz_rownanie(f, x0, eps, delta_x, max_iter, True)
10.0

Wartosc funkcji f(x) dla argumentu xO:
[ 1 rozw. aktualne: -3.0
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f(x_cur) = 10.0

[ 1] rozw. aktualne: -1000003.0
f(x_cur) = 10.0

[ 2] rozw. aktualne: -2000003.0
f(x_cur) = 10.0

[ 3] rozw. aktualne: -3000003.0
f(x_cur) = 10.0

[ 97 1 rozw. aktualne: -97000003.0

f(x_cur) = 10.0

[ 98 ] rozw. aktualne: -98000003.0
f(x_cur) = 10.0

[ 99 1 rozw. aktualne: -99000003.0
f(x_cur) = 10.0

Rozwiazanie koncowe to: -100000003.0
Otrzymane zostalo w iteracji 100

Wyniki sg niespodziewane. Wiadomo juz, ze przyjete zadanie ma rozwigzanie, po-
niewaz rozwigzanie to zostato uzyskane w poprzedniej prébie. Jednakze dla x, = -3,0
program nie wykazuje zbieznosci. Problem mozna przeanalizowa¢ dokfadniej, dru-
kujac warto$¢ sumy sit - f(x) — dla wielu potozen ciata x. Kod do generowania wykre-
su funkgji przedstawiono juz wcze$niej — wystarczy go nieznacznie zmodyfikowac.

Analiza uzyskanego wykresu (rys. 4.4) w pelni ttumaczy zaobserwowane zja-
wisko. Z uwagi na to, ze wigzadlo dziala jak ciegno, w przedziale x € (-o0; 1,5 m)
suma sil - f(x) — jest funkcja stala. Jej pochodna ma wtedy wartos¢ zero. Jezeli pro-
cedura zostanie wystartowana dla dowolnego x, z tego zakresu, to nigdy nie trafi
na lepsze rozwiazanie, co wynika bezposredniego z przepisu na kolejne rozwigzanie:

. - S )Xo = f Ke) (4.15)
. f,(xcur)

W tym przypadku iloczyn f'(x_ )x__ma bardzo malg warto$¢. Sktadnikiem, ktory
determinuje nowe rozwigzanie, jest f(x_ ). Z uwagi na minus, nowe rozwigzanie be-
dzie zawsze blizej —oo niz poprzednie, czyli program nigdy nie dojdzie do rozwigzan
w zakresie (1,5; 00).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

%matplotlib inline

-5.0
5.0

x_min
X_max
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delta_x = 0.1

X_range = x_max - x_min

liczba_krokow = int(x_range / delta_x)
X_cur = x_min

f _macierz = np.zeros(liczba_krokow)
x_macierz = np.zeros(liczba_krokow)

for i in range(liczba_krokow):
f macierz[i] = f(x_cur)
X_macierz[i] = x_cur

x_cur = x_cur + delta_x
plt.plot(x_macierz, f_macierz)

plt.xlabel("x [m]")
plt.ylabel("f(x) [N]")

plt.show()

f00 IN]
3

-160 : : :
-6 -4 -2 0 2 4 6

x [m]

Rys. 4.4. Warto$¢ sumy sit - f(x) — dla wielu potozen ciata x

Warto zaznaczy¢, ze nie jest to blad wynikajacy z nieprawidtowej implementacji
procedury. Niektdre problemy mechaniczne w zakresie statyki s3 bardzo wrazliwe
na wybrane rozwiazanie poczatkowe. Sytuacje, w ktérych program nie zwraca roz-
wigzania problemu, sg bardzo czeste. W literaturze najczesciej spotykanym sposo-
bem radzenia sobie z tym utrudnieniem jest wielokrotny restart procedury nume-
rycznej dla réznych rozwigzan poczatkowych [9].
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5. DWUWYMIAROWE MODELOWANIE WIEZADEL
STAWOW CZtOWIEKA

W poprzednich rozdziatach zostaly wprowadzone zostaly jednowymiarowe mode-
le wigzadetl - liniowe oraz nieliniowe ciggno. Jednowymiarowe elementy podatne
reprezentujg jednak przypadek szczegdlny, niezbyt uzyteczny w zaawansowanych
problemach biomechaniki. Dlatego tez rozdzial ten poswiecony bedzie rozbudowie
przedstawionych modeli do przypadku dwuwymiarowego.

Podstawowym zadaniem podczas rozwigzywania modeli stawow jest wyznacze-
nie sity, z jaka wie¢zadlo oddzialuje na kosci, ktore faczy. Pewnym uproszczeniem tego
zadania jest przypadek, w ktérym dwuwymiarowe wiezadlo dziala na punkt mate-
rialny (rys. 5.1 oraz 5.2).

Polozenie przyczepu B wigzadla jest zdeterminowane przez wektor potloze-
nia b wyrazony w ukladzie {x, y} - patrz: rys. 5.2. Niezaleznie od parametréw sy-
mulacji bedzie on staly, poniewaz przyczep B nigdy nie zmieni swojego polozenia
wzgledem uktadu odniesienia {x, y}. Przyczep ruchomy A doczepiony jest do punk-
tu materialnego, ktéry moze zmienia¢ swoje potozenie wzgledem {x, y}. Warto za-
uwazy¢, ze z uwagi na mozliwos¢ zmiany potozenia punktu materialnego wektor
polozenia a jest zmienny. Od tego wektora zalezy, z jaka sila wiezadlo dziala na

przyczep

ruchomy A
wiezadto \ A
\ punkt
X materialny
y e
////
g
przyczep swob
nieruchomy B wugos@f swgfbodna
wiezadta

\_ X
dwuwymiarowy
uktad odniesienia

Rys. 5.1. Dwuwymiarowe wiezadlo doczepione do punktu materialnego
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punkt. Rozwazane wi¢zadlo opisuje takze wspotczynnik sztywnosci k oraz dlugosé

swobodnal .
swob

a ~ wektor potozenia
przyczepu ruchomego A
w uktadzie odniesienia {x, y}

wektor potozenia
przyczepu nieruchomego B
w uktadzie odniesienia {x, y}

Rys. 5.2. Dwuwymiarowe wiezadlo doczepione do punktu materialnego
Dla wektora a, przyjetego jak na rys. 5.1 oraz 5.2, dlugos¢ swobodna wiezadla jest

mniejsza od jego dlugosci aktualnej. Oznacza to, ze w takiej konfiguracji wiezadlo
jest napiete i dziala silg na punkt (rys. 5.3).

dtugos¢ aktualna N
wiezadta N

Rys. 5.3. Dwuwymiarowe wiezadlo oraz sila, z jaka dziala na punkt materialny

Wiezadla oraz inne elementy podatne w modelach wielocztonowych przyjmuje
sie najczesciej za bezmasowe. Przy takim zalozeniu kierunek sity generowanej przez
wigzadlo jest zgodny z kierunkiem wiezadta wyznaczonym przez wektor b - a. Co
wiecej, napiete wiezadlo zawsze dazy do powrotu do swojej nienapietej, swobodnej
konfiguracji. Oznacza to, Ze zwrot sily jest réwniez zgodny ze zwrotem wektora b — a
(patrz: rys. 5.3). Na tej podstawie mozna otrzymac wersor sily wiezadta, dzielac wek-
tor b — a przez jego dtugos¢:
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(5.1)

Ogolnie wartos¢ sily generowanej przez wigzadlo zalezy od jego sztywnosci oraz
przyrostu dlugosci. Przyrost dtugosci Al oblicza si¢ jako réznice pomiedzy dlugoscia

aktualng [ iswobodng [ _:

Al=1, ~I (5.2)

swob *

Warto zauwazy¢, ze tak wyznaczony przyrost dlugosci wigzadta moze mie¢ war-
tos¢ dodatnig albo ujemna. Dodatnia oznacza, ze wigzadlo jest rozciggane. Nato-
miast warto$¢ ujemna sygnalizuje, ze wigzadlo jest nienapiete (swobodne). W tym
przypadku nie generuje ono zadnej sily.

Znajac przyrost dlugosci Al, mozna wyznaczy¢ warto$¢ sity. Najprostszy model,
przedstawiony juz wczesniej dla wigzadel jednowymiarowych, jest modelem linio-
wym. W tym przypadku wystarczy pomnozy¢ przyrost diugosdci przez wspotczyn-
nik sztywnodci:

F =kAl, (5.3)

gdzie:

k - wspolczynnik sztywnosci modelu liniowego wyrazony w N/m.

Warto jednak zaznaczy¢, ze w ostatnich latach modele liniowe traca popular-
no$¢ na rzecz modeli nieliniowych, ktére lepiej odwzorowuja rzeczywiste zachowa-
nie wigzadel. Jak wspomniano wczesniej, obecnie najczesciej wykorzystuje sie¢ mo-
dele kwadratowe i eksponencjalne. W modelu kwadratowym warto$¢ sity wyznacza
sie analogicznie do modelu liniowego. Jedyng rdznica jest to, ze przyrost diugosci
podnoszony jest do kwadratu:

F =k(Al)’. (5.4)

W powyzszym wzorze to k wspélczynnik sztywnosci modelu kwadratowego
wyrazony w N/m? i nie moze by¢ bezposrednio poréwnywany ze wspétczynnikiem
z poprzedniego wzoru. Warto zauwazy¢, ze przedstawione wzory na warto$¢ sily nie
réznig sie¢ od wzorow dla uktadéw jednowymiarowych.

Teraz mozna wyznaczy¢ site jako wektor poprzez:

F = FF. (5.5)

Nalezy tylko pamigtac o tym, ze wigzadlo generuje sile tylko wtedy, gdy jest roz-
ciggane. Oznacza to, ze dla przyrostu diugosci wiezadla Al mniejszego od 0,0, sifa jest
réwna 0,0. Ostatecznie, uwzgledniajac powyzszy warunek, wzdr na sile od wiezadla
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
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(5.6)

p_JFF dla Al>0
0 dla AI<O

Powyzszy wzoér wektorowy jest stuszny niezaleznie od przyjetego modelu wie-
zadfa.

Przygotowane wzory mozna zaimplementowa¢ w Pythonie. Celem bedzie zapro-
gramowanie prostego skryptu, ktory dla zadanych parametrow wiezadla - a, b, k
il —wyznaczy wektor sily, ktérg wiezadlo dziata na punkt zwigzany z jego rucho-
mym przyczepem A. Z uwagi na to, Ze program dziala na wektorach, a nie wielko-
$ciach skalarnych (przypadek jednowymiarowy), do obliczen wygodnie bedzie wy-

korzysta¢ wprowadzong wczesniej biblioteke Numpy.

import numpy as np

W kolejnym etapie warto zdefiniowa¢ dane wejsciowe do programu.

#Dane:
# [m] - dwuwymiarowy wektor polozenia przyczepu ruchomego A
a = np.array([2.0, 3.0])

[m] - dwuwymiarowy wektor polozenia przyczepu nieruchomego B
= np.array([-1.0, 0.2])

C =

[N/m~2] - wspolczynnik sztywnosci wiezadla w modelu kwadratowym
= 11.0

~ =

[m] - dlugosc swobodna wiezadla
_swob = 2.1

= 3

Teraz mozna juz zaimplementowal czg$¢ obliczeniowa programu. Warunek
zwigzany z przyrostem dlugos$ci wigzadla zostanie ponownie zaprogramowany
z wykorzystaniem instrukcji warunkowej if/else (patrz: poprzedni rozdzial). Z uwa-
gi na zlozonos¢ obliczen i wykorzystanie biblioteki Numpy pierwsza wersja kodu
nie bedzie zapisana w formie funkcji. Ulatwi to podstawowa weryfikacje dzialania
skryptu.

import matplotlib.pyplot as plt
%matplotlib inline

#Wyznaczenie sily, ktora wiezadlo dziala na punkt
# 1) wyznaczenie aktualnej dlugosci wiezadla
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wek _kier = b - a
# //dzieki bibliotece numpy powyzsza operacja zostanie
# //poprawnie wykonana jako odejmowanie wektorow

1 akt = np.linalg.norm(wek_kier)

# //do wyznaczenia dlugosci wektora wykorzystywana jest
# //funkcja norm z biblioteki numpy, ktora

# //znajduje sie w module linalg

# 2) wyznaczenie przyrostu dlugosci wiezadla
delta 1 = 1 akt - 1 swob
# przyrost dlugosci

# 3) warunek if/else

if delta_ 1l > 0.0:
F_ wart = k * delta_1**2
# wartosc sily

F_ wer = wek _kier / 1 akt
# wersor sily - wykorzystywane sa policzone wczesniej:
# wek_kier oraz 1_akt; to przyspieszy obliczenia

F = F_wer * F_wart
# wektor sily [N]

else:

# -- jezeli przyrost dlugosci jest mniejszy od zera --
F = np.array([0.0, 0.0])
# wektor sily [N] - wektor zerowy

# 4) wydruk wynikow
print "Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi: ", F, "N"

Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi:
[-32.28416895 -30.13189102] N

Warto takze przygotowac wizualizacj¢ zadanego problemu. Pomoze ona spraw-
dzi¢ otrzymane wyniki. Wizualizacje mozna przygotowac, wykorzystujac bibliote-
ke Matplotlib.

#rysowanie przyczepow
plt.plot(a[@], a[1], 'bo') #rysowanie przyczepu ruchomego
plt.plot(b[@], b[1], 'bo') #rysowanie przyczepu nieruchomego
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#rysowanie podpisow przyczepdw
# //rysowanie podpisu przyczepu ruchomego
plt.text(a[@], a[1] + ©.1, 'A")

# //rysowanie podpisu przyczepu nieruchomego
plt.text(b[@], b[1] + ©.1, 'B")

#rysowanie wiezadla - linii pomiedzy A i B
plt.plot([a[e], b[e]], [a[1], b[1]])

#rysowanie sily - wykorzystywana jest funkcja quiver
# //sila dziala na cialo w punkcie A

# //a jej wspolrzedne przechowuje zmienna F

# //wektor sily F jest recznie przeskalowany
plt.quiver(a[@], a[1], F[@], F[1], scale = 250.0)

#tustawienie zakresow osi
plt.axis([-2, 3, -2, 3])

#ustawienie skalowania osi - jednakowe dla x iy
plt.axis('equal')

#podpisy osi
plt.xlabel('x [m]")
plt.ylabel('y [m]")

#wyswietlanie wykresu
plt.show()

3,0

Rys. 5.4. Wizualizacja wig¢zadla oraz sily w programie
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Powyzsza wizualizacja potwierdza, ze zaréwno zwrot, jak i kierunek sily zostaly
poprawnie wyznaczone.

Mozna teraz przygotowac oraz przetestowac funkcje wyznacz_sile_od_wiez, ktora
przyjmuje parametry wiezadla i zwraca wektor sity. Pierwszy test wykonamy na da-
nych przyjetych w powyzszym przyktadzie. W drugim tescie I_swob zostanie zwigk-
szone do do 10,0 m. Wiezadlo bedzie wtedy swobodne i nie bedzie generowalo sity
- funkcja powinna wtedy zwréci¢ wektor zerowy.

Na tym etapie warto tez spojrze¢ krytycznie na rozpatrywany model. Podsta-
wowym utrudnieniem jest w nim dobor wartosci wejsciowych. Model wymaga
czterech parametréw do wyznaczenia sity: wektora polozenia przyczepu nierucho-
mego b, wektora polozenia przyczepu ruchomego a, dtugosci swobodnej I, oraz
wspolczynnika sztywnosci k. Te wielkosci bardzo trudno wyznaczy¢ na podstawie
badan eksperymentalnych wigzadel. W literaturze przedstawiono wiele takich ba-
dan, ale nalezy pamieta¢, Ze nawet wyznaczenie dlugosci swobodnej stanowi pro-
blem przy nieregularnej geometrii wiezadet. Dlatego tez modele stawdéw poddaje si¢
procedurze poszukiwania optymalnych parametréw (ang. parameters estimation).
W tym zagadnieniu specjalna procedura numeryczna dostraja wartoéci przyjetych
parametrow tak, aby charakterystyki wyjsciowe ukladu (np. zaleznos¢ pomiedzy
przemieszczeniem katowym a momentem zginajacym w modelu triady kregostupa)
byty zblizone do charakterystyk otrzymanych w sposob eksperymentalny. To zagad-
nienie wykracza poza zakres tej ksigzki. Zainteresowani wiecej informacji znajda
w nastepujacych pracach: [15, 16].

def wyznacz_sile od_wiez(a, b, k, 1 swob):
#Wyznaczenie sily, ktora wiezadlo dziala na punkt
# 1) wyznaczenie aktualnej dlugosci wiezadla
wek_kier = b - a

+*

//dzieki bibliotece numpy ta operacja zostanie
# //poprawnie wykonana jako odejmowanie wektorow

1 akt = np.linalg.norm(wek_kier)

+*

//do wyznaczenia dlugosci wektora wykorzystywana jest
//funkcja norm z bilbioteki numpy, ktora
//znajduje sie w module linalg

H

# 2) wyznaczenie przyrostu dlugosci wiezadla
delta_l = 1_akt - 1 _swob # przyrost dlugosci

# 3) warunek if/else
if delta_l > @.0:
F_wart = k * delta_l1**2 # wartosc sily
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F_ wer = wek _kier / 1 akt # wersor sily
# wykorzystujemy policzone wczesniej:
# wek_kier oraz 1 _akt; to przyspieszy obliczenia

F = F_wer * F_wart # wektor sily [N]
else: # -- jezeli przyrost dlugosci jest mniejszy od zera --
F = np.array([0.0, 0.0]) # wektor zerowy
return F
print "--- TEST 1 ---"

print "Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi:
print wyznacz_sile od_wiez(a, b, k, 1_swob), "N"

print "--- TEST 2 ---"

1 swob = 10.0

print "Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi:
print wyznacz_sile od_wiez(a, b, k, 1_swob), "N"

--- TEST 1 ---
Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi:
[-32.28416895 -30.13189102] N

--- TEST 2 ---

Sila dla zadanych parametrow wiezadla wynosi:
[ . ©.]1 N
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WIELOCZEONOWYCH W DWOCH WYMIARACH

Wprowadzone wczes$niej metody dotyczyly przypadkéw, w ktorych do punktu ma-
terialnego dolaczone bylto jedno- lub dwuwymiarowe wiezadlo. Niemniej jednak
punkt materialny nie wystarczy do zamodelowania elementéw stawow czlowieka.
W rzeczywisto$ci w sklad typowego stawu wchodzg przynajmniej dwie kosci, kto-
re moga sie przemieszcza¢ wzgledem siebie. Kosci te polaczone sa poprzez ztozo-
ny uklad wiezadel oraz moga wchodzi¢ w posredni kontakt, ktéry umozliwia chrzast-
ka. Na poczatku warto zaznaczy¢, ze wszystkie elementy stawéw sa odksztalcalne.
Jednakze niektdre z nich, kosci, odksztalcaja sie tylko w niewielkim stopniu. Dlatego
tez w typowych modelach wieloczlonowych zaklada sig, ze s one cialami sztywny-
mi (rys. 6.1). Z tego wzgledu w tej czesci skryptu przedstawione zostang podstawy
opisu uktadéw zlozonych z ciat sztywnych i elementéw podatnych.

ciato ruchome

przyczep
ruchomy A,

y przyczep
ruchomy A,
e B
przyczep
nieruchomy B,
wiezadto 2

X

Rys. 6.1. Ruchome cialo sztywne oraz dwa, dolaczone do niego, wi¢zadla

Mechanika ciata sztywnego jest rozszerzeniem mechaniki punktu materialne-
go. Kluczowa rdznica w tych dwoch zagadnieniach polega na tym, ze w mechanice
ciala sztywnego uwzglednia si¢ jego obroty — przemieszczenia katowe. Przemiesz-
czenia katowe powstaja na skutek dzialania momentéw sit. W ogdlnym przypadku
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moment sily to iloczyn wektorowy ramienia, na ktérym dziata sila, oraz samej sily.
Ramie oczywiscie nalezy wyznaczy¢ wzgledem pewnego bieguna. W przypadku za-
dan statycznych wybor bieguna nie ma wpltywu na wyniki. Nalezy tylko pamietaé
o tym, zeby wszystkie momenty wyznacza¢ wzgledem tego samego bieguna. Takim
biegunem moze by¢ przykladowo $rodek nieruchomego uktadu wspotrzednych. Za-
dania dynamiczne wymagaja juz bardziej $cislej definicji bieguna. Najprostsza for-
me réownan otrzymuje si¢ jednak, gdy za biegun przyjety zostanie srodek ciezkosci
ciala ruchomego. Z uwagi na to, Ze cialo ruchome ma w tym przypadku okreslong
geometri¢ — nie jest punktem - silty mozna do niego przytozy¢ w dowolnych miej-
scach. Analogicznie, wi¢zadla i inne elementy podatne tez mozna dotaczy¢ dowol-
nie — patrz: rys. 6.1.

Miejsce przyczepu wigzadla determinuje jego odksztalcenia oraz to, jaki moment
wytworzy sila, ktérg to wigzadlo wygeneruje. Metoda wyznaczania sily, ktorg dziata
wigzadlo, pozostaje w tym przypadku bez zmian wzgledem wcze$niejszego rozdzia-
tu. Niemniej jednak wyznaczenie punktu przyczepu wigzadla do ciata ruchomego
- przykladowo A z rys. 6.1 — jest juz bardziej skomplikowane. Wymaga to podania
wspolrzednych tego punktu — A| — w ukladzie lokalnym {x, y,} - np. poprzez wektor
przyczepu a,, a takze aktualnego polozenia liniowego i katowego ciata ruchomego.
Po podaniu tych parametréw, wektor przyczepu w ukladzie globalnym a, mozna wy-
znaczy¢ za pomoca nastepujacej transformacji wektorowej:

a,=Ra, +p, (6.1)
gdzie:
R - macierz obrotu zalezna od polozenia katowego ciala ruchomego,
p - wektor przemieszczenia Srodkéw ukladu lokalnego i globalnego, zalezny

od polozenia liniowego ciata ruchomego.

Na dalszym etapie rozwazan opisane w ten sposob sity i momenty mozna juz
uwzgledni¢ w réwnaniach réwnowagi albo dynamiki. Z uwagi na uwzglednienie
przemieszczen katowych ciala sztywnego réwnania te beda miaty forme dwdch row-
nan wektorowych albo trzech réwnan po rozpisie na wspétrzedne. Drugie rownanie
wektorowe reprezentuje ruch obrotowy i zwigzane jest z momentami generowanymi
przez sily dzialajace na uktad. Przykltadowo, w przypadku statyki, réwnania te maja

nastepujaca postac:
{FZO. (6.2)
M=0
gdzie:
F - wektorowa suma sil dzialajacych na cialo ruchome,

M - wektorowa suma momentéw dzialajacych na cialo ruchome.
Warto zauwazy¢, ze wersja wektorowa przedstawionych réwnan jest stuszna takze
w ukfadach tréjwymiarowych.
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7. PRZEGLAD WYBRANYCH MODELI STAWOW CZtOWIEKA
ORAZ SZCZEGOLOWA ANALIZA WIELOCZEONOWEGO
MODELU STAWU SKOKOWEGO GORNEGO

Na przestrzeni lat przedstawionych zostalo bardzo wiele réznorodnych modeli sta-
wow czlowieka. Modele te mozna podzieli¢ na dwie podstawowe grupy. Pierwsza
z nich to modele przygotowane metoda elementéw skonczonych (MES) [17-21].
Druga to systemy opisane metoda ukladéw wielocztonowych. Modele MES stuza
gléwnie do analizy wytezenia elementéw stawu podczas réznych aktywnodci fizycz-
nych (najczesciej w zakresie statycznym), a takze do badania wptywu ukladéw orto-
tycznych na otaczajace tkanki. Pomimo duzej liczby zalet modele MES s3 bardzo
zlozone numerycznie. Co wigcej, podczas ich rozwigzywania mozna napotkaé pro-
blemy ze zbiezno$cig numeryczna.

Alternatywe dla modeli MES stanowig uklady wielocztonowe, oméwione w tym
skrypcie. Modelowanie wielocztonowe wyréznia sie¢ tym, ze w rzeczywistych ukfa-
dach wyszczegdlnia si¢ najwazniejsze elementy i zastepuje si¢ je uproszczonymi
odpowiednikami mechanicznymi. W literaturze przedstawiono wiele takich mode-
li, miedzy innymi dla stawu kolanowego [14, 22, 23], stawu skokowego [15, 24, 25]

| the model in the sagittal plane | the model in the frontal plane

the sphere-sphere
Hertzian contact pairs

the sphere-sphere
between TFS and TCS

Hertzian contact pairs
between TFS and TCS

|
|
|
: TCS
T
|
|

a nonlinear cable
representing a ligament

Rys. 7.1. Ptaski model gérnego stawu skokowego (rysunek skopiowany
z [15] za pozwoleniem)
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oraz triady kregostupa [9]. Przyktad takiego postepowania zostanie zaprezentowany
na podstawie modelu stawu skokowego [15] - rys. 7.1.

W rzeczywistosci staw skokowy sklada si¢ z wielu mniejszych stawow, ktore
zapewniajg wszystkim kosciom stopy duza ruchomos$¢ [26]. Analiza tak ztozone-
go ukladu moze przysporzy¢ wiele probleméw. Jednym ze sposobéw uproszczenia
tego zadania jest wyizolowanie wazniejszych polaczen w stawie i przesztywnienie
pozostalych, takie podejscie zastosowano w [15], gdzie rozwazany jest staw skokowy
gorny, a wedlug anglojezycznej literatury, prawdziwy staw skokowy (ang. true ankle
joint). Ta cze$¢ stawu skokowego umozliwia ruchy zginania i prostowania kosci sko-
kowej wzgledem kosci piszczelowej i strzatkowej. Ruchy te stabilizowane sg przez
ztozony uklad szesciu przestrzennych wiezadel oraz posredni kontakt kosci realizo-
wany poprzez tkanke miekka — chrzastke.

W przedstawionym modelu uklad wiezadel zastapiono sze$cioma dwuwymia-
rowymi ciggnami o eksponencjalnej charakterystyce. Posredni kontakt kosci opisa-
ny zostal za pomoca dwdch odksztalcalnych par typu sfera-sfera. Warto zauwazy¢,
ze z uwagi na przestrzenny charakter uktad wiezadel stawu przyjete ciegna wymaga-
ty dostrojenia parametréw. Poszukiwanie optymalnych wartosci parametréw ciegien
zrealizowano w modelu za pomoca procedury optymalizacyjnej, ktora iteracyjnie
przeszukiwala r6zne kombinacje parametréw materialowych tak, zeby zminimalizo-
wa¢ réznice odpowiedzi zastepujacych dwuwymiarowych ciggien oraz rzeczywistych
tréjwymiarowych wiezadel. Najwazniejsze wyniki otrzymane z modelu przedstawio-
no na rysunku 7.2 w formie funkgcji przemieszczenia katowego od momentu powo-
dujacego zginanie/prostowanie.

ees0e0000000000]

30 oo**®
o

.

20} ’

10+

angular displacement [deg]

0
external moment [Nm]

Rys. 7.2. Wykres zaleznosci pomiedzy przemieszczeniem katowym a momentem zginajacym/
prostujacym w modelu stawu skokowego (rysunek skopiowany z [15] za pozwoleniem)

Warto zauwazy¢, ze model wykazuje charakterystyczny oraz stosunkowo duzy
zakres przemieszczen o bardzo malej sztywnosci katowej. Co wiecej, po tym zakre-
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sie sztywnos¢ ukladu znaczaco wzrasta — dalszy przyrost przemieszczenia katowego
wymaga bardzo duzego zwigkszenia momentu zginajacego. Zaréwno zakres prze-
mieszczen katowych, jak i szczegétowo przeanalizowane w artykule odksztalcenia
i sity generowane przez ciggna, pozwalaja stwierdzi¢, ze wyniki otrzymane z mode-
lu w duzym stopniu pokrywaja si¢ z dostepnymi wynikami badan eksperymental-
nych. Potwierdza to skuteczno$¢ metody ukladéw wielocztonowych w zastosowaniu
do modelowania stawdw czlowieka. Modele te posiadaja takze znacznie mniejszg
zlozonos$¢ numeryczng od modeli MES. Sprawia to, ze mozna je stosowac¢ do bardzo
zroznicowanych zadan, w tym zadan, ktére wymagaja wielokrotnych rozwigzan, np.
szacowanie wartosci sit miesniowych albo optymalizacja parametréw modelu. Pomi-
mo niewatpliwych zalet z ukltadami wieloczlonowymi wiaza si¢ tez pewne trudnosci.
Przede wszystkim samo okreslenie struktury modelu jest zazwyczaj zadaniem trud-
nym. Proste odpowiedniki mechaniczne nie zawsze odpowiadajg ztozonym struktu-
rom wystepujacym w stawach cztowieka. Duzym problemem moze by¢ takze dobor
parametrow modelu, co widoczne bylo juz w przytoczonym modelu stawu skokowe-
go. O ile w metodzie MES geometri¢ modelu mozna uzyska¢ prawie bezposrednio ze
zdje¢ z rezonansu magnetycznego lub tomografii komputerowej, o tyle w modelach
wieloczlonowych taka geometrig trzeba odpowiednio przetworzy¢ i uproscic, co cze-
sto jest zadaniem trudnym i ma duzy wpltyw na wyniki otrzymywane.

Warto takze wspomnie¢, ze niektére grupy badawcze podchodza do problemu
modelowania stawéw w sposdb hybrydowy [27]. W tym podejsciu czgs¢ ztozonych
elementdw, takich jak tkanki miekkie posredniczace w kontakcie kosci, modelowana
jest za pomocg MES-u. Elementy spelniajace mniej skomplikowane funkcje, np. wie-
zadla, ktdre pracuja glownie na rozciaganie, zastepowane s przez proste odpowied-
niki mechaniczne, np. nieliniowe ciggna.

Powyzszy rozdzial konczy juz niniejszy skrypt. Czytelnik, ktory dotart do tego

etapu, moze juz samodzielnie studiowa¢ literature naukows z zakresu modelowania
systemow biomechanicznych metoda uktadéw wielocztonowych.
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