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WPROWADZENIE

W mechanice klasycznej możemy wyróżnić trzy równoważne sformułowania: New-
tona, Lagrange’a i Hamiltona. Mechanika klasyczna oparta na podejściu Newtona 
jest stosunkowo łatwa w zapisie, ale często otrzymuje się układ równań z wieloma 
niewiadomymi. Mechanika oparta na podejściu Lagrange’a oraz Hamiltona nosi na-
zwę mechaniki analitycznej. Należy pamiętać, że mechanika analityczna nie jest za-
przeczeniem mechaniki newtonowskiej, lecz jej innym sposobem zapisu. Bazuje ona 
na metodach rachunku wariacyjnego. W podejściu Lagrange’a nie uwzględnia się 
reakcji więzów, więc otrzymuje się mniejszą liczbę niewiadomych, co upraszcza za-
gadnienie. Do opisu zagadnienia stosuje się zamiast współrzędnych kartezjańskich, 
jak to było w mechanice newtonowskiej, współrzędne uogólnione i prędkości uogól-
nione. Formalizm Lagrange’a oparty jest na funkcji Lagrange’a, którą nazywamy 
potencjałem kinetycznym i jest różnicą energii kinetycznej i potencjalnej. Podejście 
Hamiltona, które powstało prawie pół wieku później, nad którym również pracował 
Lagrange’a, jest jeszcze bardziej elastyczne, gdyż daje dużą swobodę przy wyborze 
współrzędnych. Formalizm Hamiltona z kolei oparty jest na funkcji Hamiltona, któ-
ra w większości przypadków jest niczym innym jak całkowitą energią układu. 

Niniejszy podręcznik przeznaczony jest dla studentów kierunków technicznych, 
którzy planują studia z  przedmiotu mechanika analityczna. Z mojego doświadcze-
nia wynika, że studenci mają bardzo duży problem z rozwiązywaniem zadań z me-
chaniki analitycznej ze względu na zaawansowane metody analizy matematycznej. 
Celem tego podręcznika jest pokazanie sposobu rozwiązywania zagadnień mechani-
ki analitycznej, dlatego rozwiązania zadań są bardzo dokładnie rozpisane, linijka po 
linijce pokazane przejścia matematyczne. 

Podręcznik składa się z siedmiu rozdziałów i skonstruowany jest w ten sposób, że 
każde zagadnienie zawiera najpierw wstęp teoretyczny, a następnie około 10 zadań 
z dokładnym rozpisaniem i wytłumaczeniem problemu. Na końcu rozdziału znaj-
duje się zestaw zadań do samodzielnego rozwiązania. W ten sposób student może 
samodzielnie pracować a następnie sprawdzić rozwiązania tych zadań z odpowie-
dziami znajdującymi się w VII rozdziale.

Pisząc ten podręcznik, inspirowałam się zadaniami zawartymi w literaturze 
[5, 7–10, 13, 16, 18, 21]. Każde z nich jest moim własnym opracowaniem. Wstęp 
teoretyczny jest wynikiem moich przemyśleń opracowanych na podstawie literatury 
[1–4, 6, 11, 12, 14–17, 19, 20].



Chciałam podziękować prof. dr. hab. inż. Markowi Stanisławowi Kozieniowi 
oraz dr. inż. Danielowi Ziemiańskiemu za cenne wskazówki przy pisaniu tego pod-
ręcznika. Dziękuję również prof. dr. hab. inż. Arturowi Ganczarskiemu za cenne 
uwagi redakcyjne.

Podziękowania składam Panom Recenzentom, prof. dr. hab. inż. Adamowi Brań-
skiemu oraz dr. hab. inż. Romanowi Staroście, za otrzymane rady i sugestie.
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I. WIĘZY I ICH KLASYFIKACJA

1.1. WIĘZY I KLASYFIKACJA WIĘZÓW

Rozważmy układ  punktów materialnych A1, A2, …, An poddanych pewnym ograni-
czeniom ruchu, czyli układ nieswobodny. Współrzędne prostokątne tych punktów są 
wówczas zależne od siebie i muszą spełniać określoną liczbę równań, które noszą 
nazwę więzów, w postaci:

	 fv(x1, y1, z1, …, xn, yn, zn) = 0, v = 1, 2, …, k	  (1.1)

Liczba współrzędnych prostokątnych  punktów materialnych jest równa 3n, 
z czego dowolnych współrzędnych jest 3n – k i spełniają one k równań posta-
ci (1.1). 

Więzy możemy podzielić ze względu na:
•	 ograniczenia dotyczące ruchu ciała (kinematyczne) lub położenia (geome-

tryczne),
•	 ograniczenia dotyczące swobody ciała materialnego (jednostronne lub dwu-

stronne),
•	 występowanie czasu (skleronomiczne (stacjonarne) lub reonomiczne (niesta-

cjonarne)),
•	 występowanie tarcia (idealne lub nieidealne (rzeczywiste)),
•	 zależność od prędkości (holonomiczne lub nieholonomiczne).
Jeżeli w równaniach więzów występują tylko współrzędne punktów material-

nych i nie występuje w nich bezpośrednio czas, to tego typu więzy nazywamy 
więzami skleronomicznymi (stacjonarnymi) lub więzami niezależnymi od 
czasu.

Jeżeli w równaniach więzów oprócz współrzędnych punktów występuje bezpo-
średnio czas, czyli:

	 fv(x1, y1, z1, …, xn, yn, zn, t) = 0, v = 1, 2, …, k	 (1.2)

to więzy tego typu nazywamy więzami reonomicznymi (niestacjonarnymi).
Więzy geometryczne nakładają ograniczenia nie tylko na położenie, ale także na 

prędkości i przyspieszenia punktów układu:
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1.1. WIĘZY I KLASYFIKACJA WIĘZÓW

	 fv(t, x1, y1, z1, …, xn, yn, zn) = 0, v = 1, 2, …, k	 (1.3)

Funkcje fv są funkcjami klasy C
2 określonymi w 3n + 1 wymiarowej przestrzeni 

euklidesowej i mają ciągłe drugie pochodne cząstkowe względem swych argu-
mentów.

Więzy kinematyczne (różniczkowe) dwustronne wyrażają się funkcjami 
klasy C1 określonymi następująco:

	 f t x y z x y z x y z x y zv n n n n n n, , , ,..., , , , , , ,..., , , ,
1 1 1 1 1 1

0     � � � vv k�1 2, ,..., 	 (1.4)

Więzy kinematyczne nakładają również ograniczenia na przyspieszenia punk-
tów. Więzy te możemy traktować jako równania różniczkowe I rzędu względem 
niewiadomych xv(t), yv(t), zv(t), v = 1, 2, …, n. Czasem równanie różniczkowe da 
się scałkować, wówczas mówimy, że więzy kinematyczne są całkowalne. Jeżeli 
więzy kinematyczne da się przekształcić za pomocą pewnego mnożnika do po-
chodnej zupełnej względem czasu, to takie więzy są równoważne więzom geome-
trycznym.

Jeżeli w równaniach więzów występują współrzędne, za pomocą których okre-
ślamy położenie rozważanego układu, ale nie występują pochodne tych współrzęd-
nych po czasie, to więzy tego typu nazywamy holonomicznymi.

Jeżeli w równaniach więzów występują współrzędne, za pomocą których okre-
ślamy położenie rozważanego układu oraz występują pochodne tych współrzędnych 
po czasie, to więzy tego typu nazywamy nieholonomicznymi.

Więzy kinematyczne całkowalne i więzy geometryczne nazywamy więzami ho-
lonomicznymi. Więzy kinematyczne niecałkowalne nazywamy więzami nieholono-
micznymi.

Przykład 1.1.
Punkt materialny porusza się po powierzchni 3x – 6y + z – 2 = 0. Określić rodzaje 
więzów.

W tym przykładzie mamy do czynienia z więzami geometrycznymi (rów-
nanie nie zawiera prędkości) i skleronomicznymi (w równaniu nie występuje 
jawnie czas).

Przykład 1.2.
Rozważmy bęben, na który nawinięta jest nieważka nić o długości części swobodnej 
w chwili t = 0 równej d. Na końcu nici zawieszono punkt materialny o masie m. 
Wraz z upływem czasu nić rozwija się zgodnie z równaniem l(t).
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Rys. 1.1. Ilustracja do przykładu 1.2

W tym przypadku występują więzy reonomiczne (niestacjonarne). Równanie 
więzów możemy zapisać następująco: l(t) = d + rφ֗(t)t.

Przykład 1.3.
Rozważmy dwa elementy połączone prętem o stałej długości l.

Rys. 1.2. Ilustracja do przykładu 1.3

W tym przypadku równanie więzów ma postać: x2 + y2 = l2. Mamy tutaj do 
czynienia z układem holonomicznym i skleronomicznym. Są to też więzy 
geometryczne.

Przykład 1.4.
Dane jest równanie więzów kinematycznych całkowalnych: 3xy֗ – 2x֗ = 0. Wykazać, 
że jest ono równoważne więzom geometrycznym.

Zadane równanie w postaci f(x, y, x ,֗y֗) jest równaniem różniczkowym rzędu I 
o zmiennych rozdzielonych, zatem możemy rozdzielić te zmienne i wyznaczyć y.:
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


y x
x

=
2

3

Całkując stronami, otrzymujemy:

y x C� �
2

3
ln

co odpowiada więzom geometrycznym danym równaniem f(x, y) = 0.

Przykład 1.5.
Rozważmy zsuwający się bez tarcia pręt o długości d.

Rys. 1.3. Ilustracja do przykładu 1.5

Możemy zapisać tutaj geometryczne równanie więzów w postaci:

x2 + y2 = d2

f(x, y) = x2 + y2 – d2 = 0

Przykład 1.6.
Rozważmy ciało poruszające się po torze krzywoliniowym, bez tarcia, z prędkością v. 
Zapisać równanie więzów.

Rys. 1.4. Ilustracja do przykładu 1.6
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Po rozłożeniu prędkości na składowe vx i vy możemy zapisać zależność:

tg
v
v

x
y

x

y

� � �




Mamy tutaj do czynienia z więzami nieholonomicznymi, niecałkowalnymi, ki-
nematycznymi.

1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Rozważmy swobodny punkt materialny. Na płaszczyźnie posiada on dwa stopnie 
swobody, a w przestrzeni trójwymiarowej trzy, gdyż do jednoznacznego określenia 
jego położenia potrzeba na płaszczyźnie dwóch, a w przestrzeni – trzech niezależ-
nych współrzędnych. Zatem liczba stopni swobody odpowiada liczbie wymiarów 
przestrzeni, w której znajduje się punkt.

Liczbę niezależnych współrzędnych określających położenie w przestrzeni dane-
go układu n punktów materialnych poddanych ograniczeniom ruchu wyrażającymi 
się za pomocą k równań nazywany liczbą stopni swobody tego układu i oznaczamy 
jako s:

s = 3n – k

Rozpatrzmy ciało doskonale sztywne. Do jednoznacznego opisania go w prze-
strzeni trójwymiarowej wystarczy znać położenie trzech punktów, które nie leżą na 
jednej prostej. Można zapisać trzy równania więzów, które określają stałą odległość 
między tymi punktami. Zatem ciało sztywne w przestrzeni będzie miało 6 stopni 
swobody. Może wykonać trzy translacje i trzy obroty. Wówczas mówimy, że bryła 
jest swobodna.

Rys. 1.5. Swobodna bryła sztywna w przestrzeni trójwymiarowej
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1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Równania więzów:

d1
2 = (xB – xA)2 + (yB – yA)2 + (zB – zA)2

d2
2 = (xC – xB)2 + (yC – yB)2 + (zC – zB)2

d3
2 = (xC – xA)2 + (yC – yA)2 + (zC – zA)2

Gdy rozważymy to samo ciało doskonale sztywne, ale w przestrzeni euklide-
sowej dwuwymiarowej, wówczas ma tylko 3 stopnie swobody, dwie translacje 
i jeden obrót.

Jeżeli rozważamy układ n-ciał sztywnych znajdujących się w dwuwymiaro-
wej przestrzeni euklidesowej, połączonych za pomocą różnego rodzaju podparć, 
wówczas liczbę stopni swobody takiego układu możemy zapisać, korzystając ze 
wzoru:

s n wi
i

p

� �
�
�3

1

gdzie: 
n 	 – liczba ciał sztywnych,
p	 – liczba podparć,
wi 	 – liczba odebranych stopni swobody (reakcji więzów) w i-tym podparciu.

Jeżeli rozważamy układ n-ciał sztywnych i m-punktów materialnych, znajdu-
jących się w dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej, połączonych za pomocą 
różnego rodzaju podparć, wówczas liczbę stopni swobody takiego układu możemy 
zapisać, korzystając ze wzoru:

s n m wi
i

� � �
�
�3 2

1

0

gdzie: 
n 	 – liczba ciał sztywnych,
m 	 – liczba punktów materialnych,
p 	 – liczba podparć,
wi 	 – liczba odebranych stopni swobody (reakcji więzów) w i-tym podparciu.

Przykład 1.7.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 1.6. Określić liczbę stopni swobody 
tego mechanizmu.
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Rys. 1.6. Mechanizm do przykładu 1.7

Mechanizm składa się z   ciał sztywnych,   podparć (3 połączenia przegubowe 
i 2 podpory stałe przegubowe). Na każdym podparciu odbieramy dwa stopnie swo-
body, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu wynosi:

s = 3 · 4 – 5 = 2

Przykład 1.8.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 1.7. Określić liczbę stopni swobody 
tego mechanizmu.

Rys. 1.7. Mechanizm do przykładu 1.8

Mechanizm składa się z  ciał sztywnych, ma  podparcia (1 połączenie przegubowe 
belki z krążkiem i 1 podporę stałą przegubową). Na każdym podparciu odbieramy dwa 
stopnie swobody, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu jest równa:

s = 3 · 2 – 2 · 2 = 2
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1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Przykład 1.9.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rysunku 1.8. Określić liczbę stopni swobody 
tego mechanizmu.

Rys. 1.8. Mechanizm do przykładu 1.9

Mechanizm składa się z   ciała sztywnego (belki) i   punktu materialnego, ma 
3  podparcia (1 cięgno i 2 suwaki). Na każdym podparciu odbieramy po jednym 
stopniu swobody, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu jest równa:

s = 3 · 1 + 2 · 1 – (2 · 1 + 1) = 2
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II. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

2.1. WSPÓŁRZĘDNE UOGÓLNIONE

Położenie nieswobodnego układu materialnego można wyrazić za pomocą odpo-
wiednio dobranych niezależnych parametrów, które będziemy nazywać współrzęd-
nymi uogólnionymi. Liczba współrzędnych uogólnionych jest równa liczbie stopni 
swobody układu.

Współrzędne prostokątne dowolnego punktu należącego do nieswobodnego 
układu materialnego można przedstawić za pomocą współrzędnych uogólnionych.

Jeżeli mamy układ złożony z  punktów materialnych, to położenie tych punktów 
można wyrazić za pomocą współrzędnych uogólnionych  oraz we współrzędnych 
prostokątnych:

xi = xi(q1, q2, …, qs) 
yi = yi(q1, q2, …, qs) 
zi = zi(q1, q2, …, qs)

2.2. PRZESUNIĘCIA PRZYGOTOWANE

Rozważmy nieswobodny punkt materialny, który musi pozostawać na pewnej nie-
ruchomej powierzchni. Zadamy temu punktowi pewne elementarne przesunięcie, 
zgodnie z nałożonymi na punkt więzami. Wektor przesunięcia elementarnego musi 
leżeć na płaszczyźnie stycznej w punkcie  do tej powierzchni. Wektor ten nie przed-
stawia rzeczywistego przesunięcia tylko przesunięcie pomyślane. Tak zdefiniowany 
wektor  nazwiemy przesunięciem przygotowanym.

Jako przesunięcie przygotowane można też przyjąć każdy elementarny wektor 
proporcjonalny do możliwej prędkości danego punktu.

Wektor przesunięcia przygotowanego można przedstawić jako wariacje jego 
współrzędnych:

	 δr = iδx + jδy + kδz	 (2.1)
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2.2. PRZESUNIĘCIA PRZYGOTOWANE

W przypadku punktu nieswobodnego wariacje δx, δy, δz nie są od siebie niezależ-
ne. Załóżmy, że punkt A podlega więzom danym w postaci:

	 f(x, y, z) = 0	 (2.2)

Po przemieszczeniu punktu A o przesunięcie przygotowane jego współrzędne 
będą spełniały równanie:

	 f(x + δx, y + δy, z + δz) = 0	 (2.3)

zatem:

	 f(x + δx, y + δy, z + δz) – f(x, y, z) = 0	 (2.4)

Uwzględniając fakt, że δx, δy, δz są małymi wielkościami, na podstawie rozwi-
nięcia w szereg Taylora, przy ograniczeniu do członów liniowych mamy:

	
�
�
�

�
�
�

�
�
�

f
x

x f
y

y f
z

z� � � 0 	  (2.5)

Powyższe równanie jest warunkiem prostopadłości wektora δr do normalnej do 
powierzchni o równaniu f(x, y, z) = 0 w punkcie o współrzędnych f(x, y, z), co można 
również zapisać w postaci iloczynu skalarnego �

�
�

f
r
� �r 0.

W przypadku gdy rozpatrujemy nieswobodny układ punktów materialnych A1, 
A2, …, An, to poszczególnym punktom możemy zadać przesunięcia przygotowane 
zgodnie z nałożonymi więzami w postaci:

	 fv(x1, y1, z1,…, xn, yn, zn) = 0,      v = 1, 2, …, k	 (2.6)

Składowe przesunięć przygotowanych δri = (δxi, δy1, δzi) rozpatrywanych punk-
tów układu muszą spełniać równania:

	 �
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � �

�� f
x

x
f
y

y
f
z

z v kv

i
i

v

i
i

v

i
ii

n
� � � 0 1 2

1
, ,..., 	 (2.7)

Jeżeli położenie rozpatrywanego układu punktów materialnych określimy za po-
mocą współrzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs, to współrzędne prostokątne punk-
tów A1, A2, …, An, możemy wyrazić jako:

xi = xi(q1, q2, …, qs)        yi = yi(q1, q2, …, qs)        zi = zi(q1, q2, …, qs)

Współrzędne (xi, yi, zi) są składowymi promienia wektora ri punktu A. Wektor ten 
możemy traktować jako funkcję skalarnych parametrów q1, q2, …, qs:
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	 ri = ri(q1, q2, …, qs)	 (2.8)

Współrzędne uogólnione nie są od siebie zależne, zatem ich wariacje nie są ze sobą 
związane i mogą nimi być dowolne elementarne wielkości. Punkty materialne rozpa-
trywanego układu doznają przesunięć elementarnych δr1, δr2, …, δrn. Przesunięcia te 
są zgodne z więzami i są przesunięciami przygotowanymi punktów A1, A2, …, An:
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i
i�
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��� q

q
j

jj

s

1 	 (2.9)

2.3. PRACA PRZYGOTOWANA

Załóżmy, że punkt A, na który działa siła P, doznał przesunięcia przygotowanego δr. 
Pracę siły P na tym przesunięciu nazwiemy pracą przygotowaną (wirtualną) i wyra-
zimy wzorem:

	 δL = P · δr 	  (2.10)

Jeżeli siła ma składowe P(Px, Py, Pz), a przesunięcie przygotowane δr(δx, δy, δz), 
to pracę przygotowaną można wyrazić następująco:

	 δL = P · δr = Pxδx + Pyδy + Pzδz	  (2.11)

Pracę przygotowaną możemy wyrazić również, korzystając z definicji iloczynu 
skalarnego jako:

	 δL = P ·δr = Pδs cos α	  (2.12)

gdzie:
P 	 – wartość bezwzględna siły P, 
δs 	 – wartość bezwzględna przesunięcia przygotowanego δr,
α 	 – kąt zawarty między wektorem siły P i wektorem przesunięcia δr.
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W przypadku gdy na układ punktów A1, A2, …, An działają siły P1, P2, …, Pn, to 
suma prac przygotowanych jest równa:

	 � � � � � � � �L L P s P x P y P zi
i

n

i

n

i i i xi i yi i zi i
i

� � � � � � �� �
� �
� �

1 1
P ri i cos

���
��

11

n

i

n

	 (2.13)

W przypadku nieswobodnego punktu materialnego oprócz siły P na punkt A 
działa również siła reakcji więzów R. W przypadku więzów nieidealnych (z  tar-
ciem) praca wykonana przez siły reakcji więzów R jest równa: R · δr.

Praca wykonana przez siłę R jest równa zero, tylko w przypadku gdy więzy 
są więzami idealnymi, czyli więzami bez tarcia. Z więzami idealnymi mamy do 
czynienia, gdy więzy są realizowane za pomocą gładkich powierzchni lub linii, 
po których mogą się poruszać punkty nieswobodnego układu materialnego. Gdy 
ta swoboda zostanie ograniczona w ten sposób, że odległość między tymi punk-
tami nie ulegnie zmianie, to wówczas również mamy do czynienia z więzami 
idealnymi.

Załóżmy, że układ nieswobodnych punktów materialnych A1, A2, …, An jest 
w równowadze. Niech Pi oznacza siłę czynną przyłożoną do punktu Ai, a Ri oznacza 
reakcję więzów. Siły Pi i Ri muszą spełniać równanie:

	 Pi + Ri = 0	  (2.14)

Każdy punkt materialny rozważanego układu doznaje dowolnego przemieszcze-
nia przygotowanego zgodnie z więzami, a siła wypadkowa Pi i Ri  jest równa zero, 
więc suma prac na dowolnym przesunięciu przygotowanym musi być równa zero.

Zatem:

	 Pi · δri + Ri · δri = 0	 (2.15)

	 P r R ri i i i� � � �
� �� �� �

i

n

i

n

1 1
0 	  (2.16)

2.4. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu materialnego 
jest, aby suma prac przygotowanych wszystkich sił czynnych i reakcji więzów 
przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym układu była równa zero.

Dla układu nieswobodnego o więzach idealnych zasada przyjmuje postać:

	 P r R ri i i i� � � �
� �� �� �

i

n

i

n

1 1
0 	  (2.17)
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Warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu materialnego 
o więzach idealnych jest, aby suma prac przygotowanych (wirtualnych) wszyst-
kich sił czynnych przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym układu była 
równa zero.

	 P ri i� �
�� �

i

n

1
0 	 (2.18)

2.5. SIŁY UOGÓLNIONE

Rozważmy nieswobodny układ materialny, na który nałożono więzy idealne, określo-
ny za pomocą niezależnych współrzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs, na który dzia-
łają siły zewnętrzne P1, P2, …, Pn. Pracę przygotowaną możemy zapisać następująco:
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Przyjmijmy:
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Wówczas wyrażenie na pracę przyjmie postać:

	 � �L Q qj jj

s
�

�� 1
	  (2.21)

Wielkości  określone wzorem:
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nazywamy siłami uogólnionymi odpowiadającymi współrzędnym q1, q2, …, qs. 
Pracę przygotowaną δL możemy wyznaczać jako sumę iloczynów wariacji 

współrzędnych uogólnionych przez odpowiednie siły uogólnione.
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2.6. RÓWNANIA RÓWNOWAGI WE WSPÓŁRZĘDNYCH UOGÓLNIONYCH

Wychodząc z zasady prac przygotowanych, można wyprowadzić ogólne warunki 
równowagi sił działających na ciało sztywne. W tym celu rozważmy swobodne ciało 
sztywne, do którego w punktach A1, A2, …, An przyłożono siły P1, P2, …, Pn. Ciało 
dozna przemieszczenia przygotowanego w postaci:

	 δri = δr0 + δφ × ri	  (2.23)

gdzie:
δr0 	– przesunięcie przygotowane dowolnie obranego punktu O,
δφ 	– wektor elementarnego obrotu,
ri 	 – poprowadzony z punktu O promień wektor Ai.

Praca sił wewnętrznych (reakcji więzów) jest równa zero, zatem pracę wykonają 
tylko siły zewnętrzne P1, P2, …, Pn na przemieszczeniu przygotowanym δri:
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	 (2.24)

Korzystając z własności iloczynu mieszanego trzech wektorów, wiemy, że:

	 Pi · (δφ × ri) = δφ · (ri × Pi)	  (2.25)

Aby równanie  było spełnione, wówczas:

	 P ri � � �
� �� �0 0
1 1i

n
i ii

n Poraz ( ) 	  (2.26)

Ponieważ (ri × Pi) jest równe momentowi siły Pi względem punktu O, zatem 
otrzymaliśmy ogólne warunki równowagi sił przyłożonych do ciała sztywnego.

2.7. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Zadanie 2.1.
Na rysunku 2.2 przedstawiono układ jednorodnych prętów połączonych przegu-
bowo. Do układu w punkcie A przyłożono siłę Q. Pomijając ciężary tych prętów, 
wyznacz wartość siły P, jaką należy przyłożyć w punkcie B, aby układ pozostał 
w równowadze.
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Rys. 2.1. Mechanizm do zadania 2.1

Rozwiązanie:
Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =Q Pδδ δδA B 0

Przemieszczenia przygotowane δA i δB można potraktować jako wektory propor-
cjonalne do prędkości vA i vB, zatem rozkładając wektory sił i prędkości na składowe 
oraz korzystając z definicji iloczynu skalarnego, mamy:

Rys. 2.1a

δL Q v P vA B= −( )⋅ −( ) + −( )⋅( ) =0 0 0 0 0, , , ,

0− =A BQv Pv
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Korzystając z twierdzenia o rzutach prędkości na kierunek pręta AB, w naszym 
przypadku otrzymujemy:

( )90cos cosA Bv vα = °−α

cos sinA Bv vα = α

Z tego równania można wyliczyć vA w zależności od vB:

vA = vB tg α

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

QvB tg α – PvB = 0

Szukana wartość siły P jest równa:

P = Q tg α

Zadanie 2.2.
Na rysunku 2.2 przedstawiono układ jednorodnych prętów połączonych przegubo-
wo. Do układu w punkcie A przyłożono siłę P pod kątem α. Pomijając ciężary tych 
prętów, wyznacz wartość siły Q, jaką należy przyłożyć w punkcie B, aby układ po-
został w równowadze.

Rys. 2.2. Mechanizm do zadania 2.2

Rozwiązanie:
Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =P QA Bδδ δδ 0

Przemieszczenia przygotowane δA i δB można potraktować jako wektory propor-
cjonalne do prędkości vA i vB, zatem rozkładając wektory sił i prędkości na składowe 
oraz korzystając z definicji iloczynu skalarnego mamy:
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Rys. 2.2a

δ α α α αL P P v Q v vA B B= −( )⋅( ) + ( )⋅ −( ) =cos , sin , , cos , sin0 0 0

0cos sinA BPv Qvα− α =

Korzystając z twierdzenia o rzutach prędkości na kierunek pręta AB, w naszym 
przypadku otrzymujemy:

vA = vB cos α

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

2 0cos sinB BPv Qvα− α =

Szukana wartość siły Q jest równa:

2cos ctg cos
sin

PQ Pα= = α α
α

Zadanie 2.3.
Na rysunku 2.3 przedstawiono układ jednorodnych prętów połączonych przegubo-
wo. Do układu w punkcie A przyłożono siłę P pod kątem prostym do pręta OA. Po-
mijając ciężary tych prętów, wyznacz wartość siły F, jaką należy przyłożyć w punk-
cie B, aby układ pozostał w równowadze.
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Rys. 2.3. Mechanizm do zadania 2.3

Rozwiązanie:
Zaznaczmy na rysunku możliwe wektory prędkości tych punktów, w których przy-
łożone są siły:

Rys. 2.3a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =P FA Bδδ δδ 0

Przemieszczenia przygotowane δA i δB można potraktować jako wektory propor-
cjonalne do prędkości vA i vB, zatem rozkładając wektory sił i prędkości na składowe 
oraz korzystając z definicji iloczynu skalarnego, mamy:
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δ β βL P v F v vA B B= −( )⋅ −( ) + ( )⋅ − −( ) =0 0 0 0, , , cos , sin

Pv FvA B− =cosβ 0

Korzystając z twierdzenia o rzutach prędkości na kierunek pręta AB, w naszym 
przypadku otrzymujemy:

v vA Bcos cos90° −( ) = −( )α β α

v vA Bsin cosα β α= −( )

Z tego równania można wyliczyć vA w zależności od vB:

v
v

A
B=

−( )cos
sin

β α
α

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

P
v

FvB
B

cos
sin

cos
β α
α

β
−( )

− = 0

P F vB

cos
sin

cos
β α

α
β

−( )
−









 = 0

Wiedząc, że vB ≠ 0, szukana wartość siły F jest równa:

F
P

=
−( )cos

sin cos
β α

α β

Zadanie 2.4.
Na mechanizm przedstawiony na rys. 2.4 działa siła Q przyłożona w punkcie A. 
Pomijając ciężary prętów, z których zbudowany jest mechanizm i przyjmując kąty α 
i β jako dane oraz α > β, wyznacz wartość siły P, jaką należy przyłożyć w punkcie 
C, aby układ pozostał w równowadze.



27

2.7. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Rys. 2.4. Mechanizm do zadania 2.4

Rozwiązanie:
Zaznaczmy na rysunku możliwe wektory prędkości dla punktów A, B, C danego 
mechanizmu:

Rys. 2.4a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =Q PA Cδδ δδ 0

Przemieszczenia przygotowane δA i δC można potraktować jako wektory propor-
cjonalne do prędkości vA i vC, zatem rozkładając wektory sił i prędkości na składowe 
oraz korzystając z definicji iloczynu skalarnego, mamy:

δ α αL Q v v P vA A C= −( )⋅ − −( ) + ( )⋅ −( ) =0 0 0 0, sin , cos , ,

Qv PvA Ccosα− = 0
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Z trójkąta OAB możemy wyliczyć kąt γ:

γ = α – β

Korzystając z twierdzenia o rzutach prędkości na kierunek pręta AB, otrzymu-
jemy:

v vA Bcos cos90°−( ) =γ β

v vA Bsin cosα β β−( ) =

Z tego równania można wyliczyć vB w zależności od vA:

v
v

B
A=

−( )sin
cos
α β
β

Pręt BC może wykonywać tylko ruch postępowy, zatem:

vB = vC

Wstawiając powyższe zależności do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

Qv P
v

A
Acos

sin
cos

α
α β
β

−
−( )

= 0

Q P vAcos
sin

cos
α

α β
β

−
−( )







 = 0

Wiedząc, że vA ≠ 0 szukana wartość siły P jest równa:

P Q=
−( )

cos cos
sin

α β
α β

Zadanie 2.5.
Mechanizm przedstawiony na rys. 2.5 składa się z trzech jednorodnych prętów 
o  długościach: |OA| = |AB| = |AC| = l, |CD| = 2l. Mechanizm wprawiany jest 
w ruch za pomocą znanego momentu M przyłożonego do korby OA. W punkcie 
C, prostopadle do pręta CD, przyłożono siłę Q. Kąt  przyjmij jako dany. Znajdź 
wartość siły P, którą należy przyłożyć w punkcie B, aby ten mechanizm pozostał 
w równowadze.
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Rys. 2.5. Mechanizm do zadania 2.5

Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki obrotu.

Rys. 2.5a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ + ⋅ =Q M PC Bδδ δδϕϕ δδ 0

Kierunek i zwrot siły Q oraz wektora przemieszczenia δC są takie same, zatem nie 
musimy ich rozkładać na składowe, gdyż ich iloczyn skalarny będzie wynosił QδC. 
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δ δ δϕ δ α δ αL Q M PC B B= + + −( )⋅ −( ) =0 0, cos , sin

Q M P Bδ δϕ δ αC + − =sin 0

Korzystając z zasady chwilowego środka obrotu, wyznaczymy wszystkie prze-
mieszczenia przygotowane w zależności od jednego, np. od δφ. 

Wiedząc, że chwilowy środek obrotu pręta OA znajduje się w punkcie O, może-
my zapisać przemieszczenie δA jako:

δA = |OA|δφ = lδφ

Chwilowy środek obrotu dla pręta AB znajduje się w punkcie O1, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta  oraz jego wysokość:

BO CO1 1= = l
sinα

AO ctg1 = l α

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O1, możemy zapisać prze-
mieszczenie δA następująco:

δ δϕ αδϕA l= =AO ctg1 1 1

Porównując z wcześniej obliczonym δA, otrzymujemy:

lδφ = l ctg αδφ1

Z powyższego równania wyznaczymy wartość δφ1: 

δφ1 = tg αδφ

Przemieszczenie punktu B możemy zapisać jako:

δ δϕ
α
δϕB BO= =1 1 1

l
sin

Podstawiając za δφ1 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ
α
α
δϕB

tg
=

l
sin
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Przemieszczenie punktu C możemy zapisać jako:

δC = |CO1|δφ1 

Wiedząc, że |CO1| = |BO1|, przemieszczenie punktu C będzie takie samo jak prze-
mieszczenie punktu B, zatem:

δC = δB

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

Q
l

M Pl
tg

tg
α
α
δϕ δϕ αδϕ

sin
+ − = 0

Q
l

M Pl
tg

tg
α
α

α δϕ
sin

+ −








 = 0

Wiedząc, że δφ ≠ 0, wyznaczymy wartość szukanej siły P: 

tg sin
M QP

l
= +

α α

Zadanie 2.6.
Do mechanizmu składającego się z czterech jednorodnych prętów o długościach:
|OA| = 3l, |AB| = |BC| = 2l, |CD| = |DE| = d oraz suwaka B przedstawionego na rys. 
2.6. w punkcie D przyłożono siłę P pod kątem β. Wyznacz wartość momentu, jaki 
należy przyłożyć do korby OA, aby mechanizm pozostał w równowadze. Kąty α i β 
przyjmij jako dane. Siły ciężkości zaniedbać.

Rys. 2.6. Mechanizm do zadania 2.6
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Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki 
obrotu.

Rys. 2.6a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =M P Dδδϕϕ δδ 0

δ δϕ β β δL M P P= + ( )⋅ −( ) =cos , sin ,0 0D

M Pδϕ βδ− =sin D 0

Wiedząc, że chwilowy środek obrotu pręta OA znajduje się w punkcie O, może-
my zapisać przemieszczenie δA jako:

δA = |OA|δφ = 3lδφ

Pręt AB nie ma chwilowego środka obrotu w tym położeniu, zatem:

δA = δB = δC

Chwilowy środek obrotu dla pręta CD znajduje się w punkcie O1, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta CDO1:

|DO1| = d sin α

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O1, możemy zapisać prze-
mieszczenie δC następująco:



33

2.7. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

δ δϕ αδϕC CO= =1 1 1d cos

Porównując z wcześniej obliczonym δC, otrzymujemy:

3
1

l dδϕ αδϕ= cos

Z powyższego równania wyznaczymy wartość δφ1:

δϕ δϕ
α1

3= l
d cos

Przemieszczenie punktu D możemy zapisać jako:

δ δϕ αδϕD d= =DO1 1 1sin

Podstawiając za δφ1 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ αδϕD tg= 3l

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

M P lδϕ β αδϕ− =sin 3 0tg

M Pl−( ) =3 0sinβ α δϕtg

Wiedząc, że δφ ≠ 0 wyznaczymy wartość momentu M: 

M Pl= 3 sinβ αtg

Zadanie 2.7.
Do mechanizmu przedstawionego na rys. 2.7 składającego się z dwóch kół o pro-
mieniach odpowiednio r i R i jarzma BC o długości 3r przyłożono w punkcie C siłę 
P. Oblicz wartość momentu M, jaki należy przyłożyć do koła o środku w punkcie O1, 
aby układ pozostał w równowadze. Kąt α przyjmij jako dany. Siły ciężkości i tarcie 
pominąć.

Rys. 2.7. Mechanizm do zadania 2.7
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Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki obro-
tu w punktach A, O1, O2, O3.

Rys. 2.7a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =M Pδδϕϕ δδ
1

0C

δ δϕ δL M P= + −( )± ⋅( ) =1
0 0 0, ,C

M Pδϕ δ
1

0− =C

Punkt A znajduje się na styku krążka o środku O1 i krążka o środku O2, zatem 
możemy porównać prędkości:

r Rδϕ δϕ
1 2
=

δϕ δϕ
2 1
= r

R

Chwilowy środek obrotu dla pręta BC znajduje się w punkcie O3, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta BCO3, wiedząc, że )<BO3C = α, gdyż 
ΔBCO3  ∼ ΔCO2O3.
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CO3
3= r

sinα

BO ctg3 3= r α

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O2, możemy zapisać prze-
mieszczenie δB następująco:

δ δϕ δϕ δϕB BO= = =
2 2 2

2

1
r r

R

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O3, możemy zapisać prze-
mieszczenie δB następująco:

δ δϕ αδϕB BO ctg= =3 3 33r

Porównując otrzymane wzory na δB, wyrazimy δφ3 za pomocą δφ1:

3
3

2

1
r r

R
ctgαδϕ δϕ=

δϕ
α
δϕ

3 1

3
=

r
R

tg

Przemieszczenie punktu C możemy zapisać jako:

δ δϕ
α
δϕC CO= =3 3 3

3r
sin

Podstawiając za δφ3 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ
α
δϕC =

r
R

2

1cos

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

M P r
R

δϕ
α
δϕ

1

2

1
0− =

cos

M P r
R

−








 =

2

1
0

cosα
δϕ

Wiedząc, że δφ1 ≠ 0, wyznaczymy wartość momentu M: 

M Pr
R

=
2

cosα
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Zadanie 2.8.
Do mechanizmu dwukorbowego składającego się z trzech jednorodnych prętów 
o długościach: |OA| = 5l, |AB| = 3l, |BC| = l przedstawionego na rys. 2.8 w punkcie 
B zamocowano sprężynę o sztywności k. Wiedząc, że odkształcenie sprężyny jest 
równe h, wyznacz wartość momentu, jaki należy przyłożyć do korby OA, aby me-
chanizm pozostał w równowadze. Kąt α przyjmij jako dany.

Rys. 2.8. Mechanizm do zadania 2.8

Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki obrotu.

Rys. 2.8a
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Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =M Sδδϕϕ δδB 0

δ δϕ δL M S= − + −( )⋅ −( ) =0 0 0, , B

− + =M Sδϕ δB 0

Wiedząc, że chwilowy środek obrotu pręta OA znajduje się w punkcie O, może-
my zapisać przemieszczenie δA jako:

δ δϕ δϕA OA= = 5l

Chwilowy środek obrotu dla pręta AB znajduje się w punkcie O1, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta ABO1: 

1 3BO sinl= α

1 3AO cosl= α

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O1, możemy zapisać prze-
mieszczenie δA następująco:

δ δϕ αδϕA AO= =
1 1 1

3l cos

Porównując z wcześniej obliczonym δA, otrzymujemy:

 5 3
1

l lδϕ αδϕ= cos

Z powyższego równania wyznaczymy wartość δφ1: 

δϕ δϕ
α1

5

3
=

cos
Przemieszczenie punktu B możemy zapisać jako:

δ δϕ αδϕB BO= =
1 1 1

3l sin

Podstawiając za δφ1 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ αδϕB tg= 5l

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

− + =M Slδϕ αδϕ5 0tg

Siła S jest iloczynem sztywności i odkształcenia sprężyny, zatem wstawiając S = kh, 
otrzymujemy:
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− +( ) =M khl5 0tgα δϕ

Wiedząc, że δφ ≠ 0 wyznaczymy wartość momentu M:

M khl= 5 tgα

Zadanie 2.9.
Do mechanizmu składającego się z dwóch jednorodnych prętów o długościach: 
|AD| = 3l, |DE| = 1,5l, |AB| = |BC| |BC| = l i suwaka E przedstawionego na rys. 2.9 
w punkcie A przyłożono siłę P pod kątem α, a w punkcie B dołączono sprężynę 
o współczynniku sztywności k. Ugięcie sprężyny jest równe h. Wyznaczyć wartość 
siły Q, jaką należy przyłożyć do suwaka, aby mechanizm pozostał w równowadze. 
Kąty α i β przyjmij jako dane. Siły ciężkości zaniedbać.

Rys. 2.9. Mechanizm do zadania 2.9

Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki obrotu.

Rys. 2.9a
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Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ + ⋅ =P S Qδδ δδ δδA B E 0

δ α α δ δ δL P P S QA= − −( )⋅ −( ) + −( )⋅ −( ) + −( )⋅( ) =cos , sin , , , , ,0 0 0 0 0 0B E

P S Qsinαδ δ δA B E+ − = 0

Wiedząc, że chwilowy środek obrotu pręta AD znajduje się w punkcie C, może-
my zapisać przemieszczenie punktów A, B, D jako:

δ δϕ δϕ
δ δϕ δϕ
δ δϕ δϕ

A

B

D

AC
BC
CD

= =
= =
= =

2l
l
l

Pręt DE nie ma chwilowego środka obrotu, porusza się on ruchem postępowym, 
zatem:

δD = δE

Można zauważyć, że wszystkie przemieszczenia da się uzależnić od δB, zatem:

δB = δD = δE

δA = 2δB

Wstawiając do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

P S Qsinα δ δ δ2 0B B B+ − =

2 0P S Qsinα δ+ −( ) =B

Wiedząc, że δB ≠ 0 wyznaczymy, wartość szukanej siły Q: 

Q P S= +2 sinα

Wstawiając za S = kh, mamy:

Q P kh= +2 sinα

Zadanie 2.10.
Na rysunku 2.10 przedstawiono układ dwóch jednorodnych prętów: OA o długości l 
oraz AB o długości d połączonych przegubowo. Do układu prętów w punkcie B do-
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łączono przegubowo walec współśrodkowy o promieniu wewnętrznym r i zewnętrz-
nym R. Walec przymocowany jest do ściany za pomocą sprężyny o sztywności k 
zamocowanej w punkcie D. Do pręta OA przyłożono znany moment M. Pomijając 
ciężary tych prętów oraz tarcie, znajdź odkształcenie sprężyny h tak, aby układ po-
został w równowadze. Kąt α przyjmij jako dany.

Rys. 2.10. Mechanizm do zadania 2.10

Rozwiązanie:
Zaczniemy od zaznaczenia na rysunku przemieszczeń przygotowanych i  chwilo-
wych środków obrotu.

Rys. 2.10a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =M Sδδϕϕ δδD 0

δ δϕ δL M S= + ( )⋅ −( ) =, ,0 0 0D

M Sδϕ δ− =D 0



41

2.7. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Chwilowych środek obrotu pręta OA znajduje się w punkcie O, zatem przemiesz-
czeniem δA możemy zapisać:

δ δϕ δϕA OA= = l

Chwilowy środek obrotu dla pręta AB znajduje się w punkcie O1, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta :

1

1

BO sin
AO cos

d
d

= α
= α

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O1, możemy zapisać prze-
mieszczenie δA następująco:

δ δϕ αδϕA AO= =1 1 1d cos

Porównując z wcześniej obliczonym, otrzymujemy:

l dδϕ αδϕ= cos 1

Z powyższego równania wyznaczymy wartość δδφ1: 

δϕ δϕ
α1 = l

d cos

Przemieszczenie punktu B możemy zapisać jako:

δ δϕ αδϕB BO= =1 1 1d sin

Podstawiając za δφ1 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ αδϕB tg= l

Wiedząc, że w punkcie E znajduje się chwilowy środek obrotu naszego walca, 
korzystając z podobieństwa trójkątów, możemy wyznaczyć przemieszczenie δD naj-
pierw w zależności od δB, a następnie od δφ: 

δ δD B

2r r R
=

+

δ
δ

D
B=

+
2r
r R

δ αδϕ
D

tg=
+

2rl
r R
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Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

M S rl
r R

δϕ αδϕ−
+

=2
0

tg

M S rl
r R

−
+







=2
0

tgα δϕ

Wiedząc, że δφ ≠ 0, wyznaczymy wartość siły S: 

( )
2 tg

M r R
S

rl
+

=
α

Siłę S możemy zapisać również jako S = kh, porównując te dwa wzory, otrzymu-
jemy odkształcenie sprężyny równe:

( )
2

+
=

α
M r R

h
rlktg

Zadanie 2.11.
Na rysunku 2.11 przedstawiono mechanizm dwukorbowy składający się z trzech 
jednorodnych prętów o długościach: |OA| = l, |AB| = 1,5l, |BC| = 1,2l. Mechanizm 
wprawiany jest w ruch za pomocą znanego momentu M przyłożonego do korby OA. 
W punkcie B do mechanizmu dołączono sprężynę o sztywności k. Znajdź odkształ-
cenie sprężyny h tak, aby ten mechanizm pozostał w równowadze. Kąt α przyjmij 
jako dany.

Rys. 2.11. Mechanizm do zadania 2.11

Rozwiązanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe środki obrotu.
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Rys. 2.11a

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

�L � � � � �M S���� ��B 0

� �� � � � �L M S� � � � �( , ) ( sin , cos )0 0B B

M S�� � �� �B cos 0

Wiedząc, że chwilowy środek obrotu pręta OA znajduje się w punkcie O, może-
my zapisać przemieszczenie δA jako:

� �� ��A � �| OA | l

Chwilowy środek obrotu dla pręta AB znajduje się w punkcie O1, zatem wy-
znaczmy pozostałe długości boków trójkąta ABO1: 

BO
1

1 5
�

,
cos

l
�

AO tg
1
1 5� , l �
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Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie O1, możemy zapisać prze-
mieszczenie δA następująco:

δ δϕ αδϕA AO tg= =
1 1 1

1 5, l

Porównując z wcześniej obliczonym δA, otrzymujemy:

l lδϕ αδϕ=1 5, tg

Z powyższego równania wyznaczymy wartość δφ1: 

δϕ δϕ
α1

2

3
=

tg

Przemieszczenie punktu B możemy zapisać jako:

δ δϕ
α

δϕB BO= =
1 1 1

1 5,
cos

l

Podstawiając za δφ1 wyliczoną wcześniej wartość, otrzymujemy:

δ
α

δϕB = l
sin

Wstawiając powyższą zależność do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

M S lδϕ α
α

δϕ− =cos
sin

0

M Sl−( ) =ctgα δϕ 0

Wiedząc, że δφ ≠ 0, wyznaczymy wartość siły S: 

S M
l

=
ctgα

Siłę S możemy zapisać również jako S = kh, porównując te dwa wzory, otrzymu-
jemy odkształcenie sprężyny równe:

h M
klc

=
tgα

Zadanie 2.12.
Ciężar  zawieszony na ruchomym krążku podtrzymuje ciężary klocków P1 i P2 znaj-
dujących się na dwustronnej równi nachylonej do płaszczyzny odpowiednio pod 
kątem α i β. Ciężary te są połączone za pomocą wspólnego bezmasowego blocz-
ka, jak pokazano na rys. 2.12. Znaleźć wartość ciężarów P1 i P2, tak aby układ był 
w równowadze. Pominąć tarcie i masy lin i krążków.
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Rys. 2.12. Mechanizm do zadania 2.12

Rozwiązanie:
Układ przedstawiony na rys. 2.12 możemy opisać za pomocą trzech współrzęd-
nych: z, s1, s2, możemy też zapisać jedno równanie więzu, zatem układ będzie po-
siadał dwa stopnie swobody. Długości linek łączących te ciała są stałe, więc rów-
nanie więzu ma postać:

1 2 2 consts s z+ + =

Po zróżniczkowaniu stronami, możemy δz wyrazić za pomocą δs1 i δs2:

δ δ δs s z
1 2

2 0+ + =

δ
δ δ

z
s s

= −
+

1 2

2

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = 0

δ δ δ δL = ⋅ + ⋅ + ⋅P s P s P z
1 1 2 2

P s P s P z
1 1 2 2

0sin sinαδ βδ δ+ + =

Podstawiając za δ
δ δ

z
s s

= −
+

1 2

2

, otrzymujemy:

P s P s P
s s

1 1 2 2

1 2

2
0sin sinαδ βδ

δ δ
+ −

+
=

P P s P P s
1 1 2 2

2 2
0sin sinα δ β δ−





+ −





=

Przemieszczenia przygotowane δs1 i δs2 są różne od zera, zatem równe zero są 
wartości w nawiasach, czyli siły uogólnione:
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P P
1

2
0sinα− =

P P
2

2
0sinβ − =

zatem:

P P
1

2
=

sinα

P P
2 2

=
sinβ

Układ pozostaje w równowadze, gdy wartości ciężarów są równe odpowiednio:

P P
1

2
=

sinα
   i   P P

2 2
=

sinβ
Zadanie 2.13.
Dany jest mechanizm działania wahacza przedstawiony na rys. 2.13 obracającego się 
dookoła poziomej osi przechodzącej przez punkt A. Przesuwający się suwak wpra-
wia w ruch pionową belkę, która jest oddalona od początku układu współrzędnych 
o l. Wyznaczyć siłę Q jaką należy przyłożyć prostopadle w punkcie B, aby zrówno-
ważyć siłę P, przyłożoną do pionowego pręta. Dana jest długość wahacza |AB| = R. 

Rys. 2.13. Mechanizm do zadania 2.13

Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem wprowadzamy jedną współrzędną uogól-
nioną φ. Wyrazimy współrzędne punktów przyłożenia sił za pomocą współrzędnej 
uogólnionej i wyznaczymy przemieszczenia przygotowane. Wiemy, że siłę możemy 
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przesuwać wzdłuż linii jej działania, zatem jako miejsce przyłożenia siły przyjmie-
my punkt C.

tgϕ =
y
l
C

y lC = tgϕ

δ
ϕ

δϕy l
C =

cos2

xB = R cos φ    yB = R sinφ

δxB = –R sin φδφ    δyB = R cos φ δφ

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ =P QC Bδδ δδ 0

0 0, , sin , cos ,P x y Q Q x yC c B B( ) ⋅( ) + −( )⋅( ) =δ δ ϕ ϕ δ δ

Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:

( , ) ,
cos

( sin , cos ) ( sin , cos )0 0 0
2

P l Q Q R R⋅








 + − ⋅ − =

ϕ
ϕ ϕ ϕδϕ ϕδϕ

P l QR QR
cos

sin cos
2

2 2
0

ϕ
ϕ ϕ δϕ− −









 =

Wiemy, że δφ ≠ 0, zatem:

P l QR
cos2

0
ϕ

− =

Q Pl
R

=
cos2 ϕ

Zadanie 2.14.
Prasa przedstawiona na rys. 2.14 składa się z czterech jednakowych prętów o dłu-
gości l, zamocowanych w odległości 2d. W przegubach A i B przyłożono znaną 
siłę P. Tarcie i ciężary prętów pominąć. Wyznaczyć wartość siły Q, aby prasa była 
w równowadze.
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Rys. 2.14. Mechanizm do zadania 2.14

Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem wprowadzamy jedną współrzędną uogól-
nioną α i za jej pomocą wyznaczymy przemieszczenia przygotowane poszczegól-
nych punktów. Schemat prasy przedstawionej w zadaniu jest symetryczny, zatem 
wprowadźmy układ współrzędnych zawierający oś symetrii. 

Wyznaczymy współrzędne punktów, w których przyłożone są siły. Widzimy, że 
punkty A i B są symetryczne, zatem:

sin
cos

sin

A B

A B

B

x x d l
y y l
x d l

= − = − − α
= = α
= + α

Współrzędne punktu C:

xC = 0

yC = 2l cos α

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P Qδδ δδ δδA B C 0

δ δ δ δ δ δ δL P x y P x y Q x yA A B B C C= ( )⋅( ) + −( )⋅( ) + −( )⋅( ) =, , , , , ,0 0 0 0

P x P x Q yA B Cδ δ δ− − = 0
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Wyznaczymy potrzebne przemieszczenia przygotowane:

δ αδα
δ αδα
δ αδα

x l
x l
y l

A

B

C

= −
=
= −

cos
cos

sin2

Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:

− − + =Pl Pl Q lcos cos sinαδα αδα αδα2 0

− +( ) =2 2 0Pl Q lcos sinα α δα

Wiedząc, że δα ≠ 0, przyrównujemy do zera siłę uogólnioną:

− + =2 2 0Pl Q lcos sinα α

Po przekształceniu szukana wartość siły Q jest równa:

Q = P ctg α

Zadanie 2.15.
Dany jest planarny manipulator 2D przedstawiony na rys. 2.15 o ramionach o długo-
ści l1 i l2 i masach odpowiednio m1 i m2. Przedmiot manipulacji ma masę m. Wyzna-
czyć siły uogólnione odpowiadające współrzędnym uogólnionym.

Rys. 2.15. Mechanizm do zadania 2.15

Rozwiązanie:
Układ ma dwa stopnie swobody, zatem wprowadzamy dwie współrzędne uogól-
nione φ1 i φ2 i za ich pomocą wyznaczymy przemieszczenia przygotowane punk-
tów A, B i C. 

Najpierw wyznaczymy współrzędne punktów, w których przyłożone są siły.
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x
l

A = 1

1

2
cosϕ     y

l
A = 1

1

2
sinϕ

x l
l

B = + +( )1 1

2

1 2

2
cos cosϕ ϕ ϕ     y l

l
B = + +( )1 1

2

1 2

2
sin sinϕ ϕ ϕ

x l lC = + +( )1 1 2 1 2
cos cosϕ ϕ ϕ     y l lC = + +( )1 1 2 1 2

sin sinϕ ϕ ϕ

Korzystając z zasady prac przygotowanych, mamy:

δL = ⋅ + ⋅ + ⋅ =P P PA1 2
0δδ δδ δδB C

0 0 0 0
1 1

, , , , , ,−( )⋅( ) + −( )⋅( ) + −( )⋅( ) =m g x y m g x y mg x yA A B B C Cδ δ δ δ δ δ

− − − =m g y m g y mg yA B C1 2
0δ δ δ

Wyznaczymy potrzebne przemieszczenia przygotowane:

δ ϕ δϕy
l

A = 1

1 1

2
cos

δ ϕ δϕ ϕ ϕ δϕ ϕ ϕ δϕy l
l l

B = + +( ) + +( )1 1 1

2

1 2 1

2

1 2 2

2 2
cos cos cos

δ ϕ δϕ ϕ ϕ δϕ ϕ ϕ δϕy l l lC = + +( ) + +( )1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2
cos cos cos

Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:

− + +





 − +( ) +( )









+ − +

m
m m gl m m gl

m m

1

2 1 1 2 2 1 2 1

2

2
cos cosϕ ϕ ϕ δϕ

(( ) +( )( ) =gl
2 1 2 2

0cos ϕ ϕ δϕ

Siły uogólnione odpowiadające współrzędnym uogólnionym φ1 i φ2 są równe:

Q
m

m m gl m m glϕ ϕ ϕ ϕ
1

1

2 1 1 2 2 1 2

2
= − + +






 − +( ) +( )cos cos

Q m m glϕ ϕ ϕ
2

2 2 1 2
= − +( ) +( )cos

W powyższych zadaniach korzystaliśmy albo z chwilowego środka obrotu, albo 
z rzutu prędkości na wspólną oś. Można też obliczyć te zależności z zasady tworze-
nia ruchu płaskiego jako złożenie ruchu postępowego i obrotowego.
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2.8. ZADANIA DO ROZWIĄZANIA

Zadanie 2.16.
Koło toczące się bez poślizgu po gładkiej powierzchni wprawia w ruch wodzik AB, 
jak pokazano na rys. 2.16. Do środka koła przyłożona jest siła P. Jaką siłę Q należy 
przyłożyć w punkcie A, aby układ pozostał w równowadze? Kąt α jest dany. Ciężary 
i tarcie zaniedbać.

Rys. 2.16. Mechanizm do zadania 2.16

Zadanie 2.17.
Dwa krążki, z których jeden zamocowany jest na podporze stałej przegubowej, są 
połączone prętem. Do większego krążka w punkcie B zamocowano jarzmo, jak 
pokazano na rys. 2.17. Jaką siłę P należy przyłożyć w punkcie C, aby układ pozostał 
w równowadze? Ciężary prętów zaniedbać.

Rys. 2.17. Mechanizm do zadania 2.17
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Zadanie 2.18.
Do korby OA zamocowano pod kątem  poziomy pręt AB, który połączony jest prze-
gubowo z walcem o środku C, jak na rys. 2.18. Do końca korby przyłożono pionową 
siłę P. Zaniedbując siły ciężkości i tarcie, wyznaczyć jaką wartość siły Q należy 
przyłożyć w punkcie C, aby układ pozostał w równowadze?

Rys. 2.18. Mechanizm do zadania 2.18

Zadanie 2.19.
Do mechanizmu składającego się z dwóch jednorodnych prętów o długościach: 
|OA| = 2l, |AB| = 3l, |CA| = l oraz suwaka B przedstawionego na rys. 2.19 w punkcie 
C przyłożono siłę P. Mechanizm wprawiany jest w ruch za pomocą momentu M 
przyłożonego do korby OA. Jaką siłę F należy przyłożyć do suwaka, aby mechanizm 
pozostał w równowadze? Kąt  przyjmij jako dany. Siły ciężkości zaniedbać.

Rys. 2.19. Mechanizm do zadania 2.19

Zadanie 2.20.
Mechanizm przedstawiony na rys. 2.20 wprawiany jest w ruch za pomocą momentu 
M przyłożonego do krążka o środku O1 i promieniu r. Jak duży ciężar P należy za-
wiesić na lince nawiniętej na mniejszy krążek współśrodkowy o promieniu r i środ-
ku O2, aby układ pozostał w równowadze? Promień większego krążka o środku O1 
wynosi R. Założyć, że nie występuje poślizg między linami a krążkami.
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Rys. 2.20. Mechanizm do zadania 2.20

Zadanie 2.21.
Na rysunku 2.21 przedstawiono mechanizm dwukorbowy. Mechanizm wprawiany 
jest w ruch za pomocą momentu  przyłożonego do korby OA. Do końca korby BC 
zamocowano sprężynę o sztywności k. Pomijając ciężary tych prętów, znajdź od-
kształcenie sprężyny h tak, aby układ pozostał w równowadze. Kąt α przyjmij jako 
dany. Długości korb są takie same i wynoszą |OA| = |AB| = d, długość pręta AB 
wynosi.

Rys. 2.21. Mechanizm do zadania 2.21

Zadanie 2.22.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 2.22 do korby AB o długości l przyłożono 
moment M. Koniec korby połączony jest z jarzmem BC o długości 3l oraz sprężyna 
o sztywności k. Odkształcenie sprężyny wynosi h, dany jest kąt α. Znajdź wartość 
siły P, jaką należy przyłożyć w punkcie C, aby układ pozostał w równowadze. Cię-
żary prętów zaniedbać.
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Rys. 2.22. Mechanizm do zadania 2.22

Zadanie 2.23.
Do końców nieważkiej i nierozciągliwej nici przywiązano dwa ciała o ciężarze P, 
z których jedno jest zawieszone na nitce przełożonej przez nieruchomy blok, a dru-
gie znajduje się na poziomej płaszczyźnie. Linka opasa jeszcze ruchomy blok, do 
którego przywiązano ciężar Q, jak na rys. 2.23. Jak duży musi być współczynnik 
tarcia i jak duży musi być ciężar Q, aby układ pozostał jeszcze w równowadze?

Rys. 2.23. Mechanizm do zadania 2.23

Zadanie 2.24.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 2.24 składającym się z dwóch prętów o tej 
samej masie  i długości  przyłożono do korby AB moment . Jaką siłę  należy przyło-
żyć w punkcie C, aby układ pozostał w równowadze?

Rys. 2.24. Mechanizm do zadania 2.24
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Zadanie 2.25.
Na rysunku 2.25 przedstawiono dwa jednorodne pręty o ciężarach odpowiednio P 
i Q opierające się o gładkie ściany w punktach A i C oraz o gładką powierzchnię 
w punkcie B. Długość pręta AB wynosi 2l a pręta BC 2d. Jaki musi być stosunek 
tych ciężarów, aby układ pozostał w położeniu równowagi?

Rys. 2.25. Mechanizm do zadania 2.25

Zadanie 2.26.
Trzy jednorodne pręty o środkach odpowiednio w punktach A, B, C, jednakowej 
długości 2d i masie m połączone są w ten sposób, że tworzą potrójne wahadło. 
Do ostatniego pręta przyłożono moment M, jak na rys. 2.26. Wyznaczyć siły uogól-
nione odpowiadające współrzędnym uogólnionym α, β, γ. 

Rys. 2.26. Mechanizm do zadania 2.26

Zadanie 2.27.
Dwa jednorodne pręty o środkach odpowiednio w punktach D i E, o długościach: 
|AB| = 2d, |BC| = 4d i masach odpowiednio m1 i m2 połączone są jak pokazano na 
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rys. 2.27. Wysokość, na jakiej zamocowana jest podpora stała przegubowa, znajduje 
się na wysokości h od podłoża. Zakładając brak tarcia, wyznaczyć jaką siłę  należy 
przyłożyć w punkcie C, aby układ pozostał w równowadze.

Rys. 2.27 Mechanizm do zadania 2.27



57

III. OGÓLNE RÓWNANIE DYNAMIKI ANALITYCZNEJ

3.1. OGÓLNE RÓWNANIE DYNAMIKI ANALITYCZNEJ

Korzystając z zasady d’Alemberta, można każde zagadnienie dynamiki sprowadzić 
do zagadnienia równowagi sił rzeczywistych działających na punkty materialne i sił 
bezwładności tych punktów. W przypadku więzów idealnych wystarczy rozpatrzyć 
tylko siły zewnętrzne działające na punkty i siły bezwładności, ponieważ ich praca 
przygotowana jest niezerowa.

Niech Pi będzie wypadkową sił czynnych działających na punkt materialny Ai, 
ai – przyspieszeniem, a δri przemieszczeniem przygotowanym tego punktu. Dla do-
wolnego przemieszczenia przygotowanego musi być spełnione równanie:

	 i

n

im
=
∑ −( ) =
1

0P a ri i i· 	 (3.1.)

Wiedząc, że = i ia r , gdzie ri jest wektorem promieniem punktu Ai powyższe rów-
nanie możemy zapisać w postaci:

	 i

n

im
=
∑ −( ) =
1

0P ri i · ri 	 (3.2.)

Dla nieswobodnego układu materialnego o więzach idealnych suma prac przy-
gotowanych sił czynnych P1, P2, …, Pn oraz sił bezwładności –m1a1, –m2a2, …,–mn,an 
na dowolnym przemieszczeniu przygotowanym tego układu jest równa zero.

W prostokątnym układzie współrzędnych niech punkt Ai(xi, yi, zi), a siła Pi(Pix, Piy, 
Piz), wówczas ogólne równanie dynamiki analitycznej możemy zapisać następująco:

	 i

n

ix i i iy i i iz i ii i iP m x P m y P m zx y z
=
∑ −( ) + −( ) + −( )( ) =
1

0  · · · 	 (3.3.)

3.2. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

W zadaniach w tym rozdziale pomijamy tarcie oraz siłę tarcia zapewniającą toczenie.

Zadanie 3.1.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.1 złożony jest z dwóch współśrodkowych 
krążków o środku O, momencie bezwładności I3 oraz promieniach r3, R3, do którego 
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jest przyłożona siła F. Krążek ten połączony jest z drugim krążkiem o środku A, 
masie m2 i promieniu r2, do którego jest zamocowany bloczek o masie m1. Ciała znaj-
dują się w polu grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwej, 
nieważkiej nici. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspie-
szenia kątowe krążków oraz przyspieszenie masy .

Rys. 3.1. Mechanizm do zadania 3.1

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.1 ma jeden stopień swobody. Krążki o środkach 
O i A wykonują ruch obrotowy, a masa  porusza się ruchem postępowym. 

Zaznaczymy na schemacie naszego układu kąty obrotu φ2 i φ3 oraz przemieszcze-
nie masy m1 jako x1. Na układ działają siły ciężkości i dana siła F. Zaznaczamy rów-
nież siłę bezładności dla ciała o masie m1, natomiast dla krążków siła bezwładności 
sprowadza się do pary sił dających odpowiednio moment 22I ϕ  oraz 3 3I ϕ .

Rys. 3.1a
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Zapiszemy równania więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia począt-
ku i końca linki:

x1 = r2φ2

r2φ2 = r3φ3

Policzymy wariacje:

δx1 = r2δφ2

r2δφ2 = r3δφ2
zatem:

δϕ δϕ
3

2

3

2
=

r
r

Z kolei różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzyma-
my zależności pomiędzy przyspieszeniami:

 x r
1 2 2

= ϕ

r r
2 2 3 3
 ϕ ϕ=

zatem:
 ϕ ϕ
3

2

3

2
=

r
r

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:

m g m x I FR Ix
1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3

0−( ) + −( ) + −( ) =  δ δϕ δϕϕ ϕ

Podstawiając wyliczone wcześniej zależności z równań więzów, uzależnimy 
wszystkie wariacje od δφ2 oraz wszystkie przyspieszenia od 2ϕ . 

m g m r r I FR I
r
r n

r
r1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3

2

3
2

2
1−( ) + −( ) + −









  ϕ δϕ ϕ δϕ ϕ
33

2
0δϕ =

Wyciągając przed nawias δφ2, otrzymujemy:

m gr m r I FR
r
r

I
r
r1 2 1 2

2

2 2 2 3

2

3

3

2

2

3

2 2 2
0− − + −









 =  ϕ ϕ ϕ δϕ

Wiemy, że δφ2 ≠ 0, zatem:

m gr m r I FR
r
r

I
r
r1 2 1 2

2

2 2 2 3

2

3

3

2

2

3

2 2
0− − + − =  ϕ ϕ ϕ
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Powyższe równanie ma tylko jedną niewiadomą 2ϕ , zatem możemy ją wyliczyć:

m r I I
r
r

m gr FR
r
r1 2

2

2 3

2

2

3

2 2 1 2 3

2

3

+ +








 = +ϕ

ϕ
2

1 2 3

2

3

1 2

2

2 3

2

2

3

2

=
+

+ +

m gr FR r
r

m r I I r
r

Znając przyspieszenie 2ϕ  oraz wstawiając je do wzorów na 3ϕ  i 1ϕ , wyliczymy 
pozostałe przyspieszenia:

 ϕ ϕ
3

2

3

2

1 2

2

3

2

2

3

1 2

2

3 2 3 3

2

2

3

= =
+

+ +

r
r

m gr FR r
r

m r r I r I r
r

 x r
m gr FR r

r

m r I I r
r

1 2 2

1 2

2

3

2

2

3

1 2

2

2 3

2

2

3

2

= =
+

+ +
ϕ

Zadanie 3.2.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.2 złożony jest z krążka o środku O, o ma-
sie  i promieniu r2, do którego przyłożono moment M. Krążek ten jest połączony za 
pomocą nieważkich nierozciągliwych nici z masą m1 znajdującą się na równi pochy-
łej o kącie nachylenia  oraz z drugim krążkiem o środku A, masie m3 i promieniu 
r3, do którego jest zawieszony bloczek o masie m4. Ciała znajdują się w polu grawi-
tacyjnym. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia 
kątowe krążków oraz przyspieszenie masy m1 oraz m4. 

 

Rys. 3.2. Mechanizm do zadania 3.2
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.2 ma jeden stopień swobody. Krążek o środku 
O wykonuje ruch obrotowy, a krążek o środku A wykonuje ruch płaski. Masy m1 i m4 
poruszają się ruchem postępowym. 

Zaznaczymy na schemacie naszego układu kąty obrotu φ2 i φ3 oraz przemiesz-
czenia odpowiednio masy m1 jako x1, masy m3 jako x3, masy m4 jako x4. Na układ 
działają siły ciężkości. Zaznaczamy również siły bezwładności dla ciał o masach m1 
i m4, natomiast dla krążka wykonującego ruch obrotowy siła bezwładności sprowa-
dza się do pary sił dających moment 2 2I ϕ , a dla krążka wykonującego ruch plaski 
siła bezwładności sprowadza się do siły 3 3m x  oraz pary sił o momencie 3 3I ϕ . 

Rys. 3.2a

Zapiszemy równania więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia począt-
ku i końca linki:

x r
1 2 2

= ϕ

r r r
2 2 3 3 2 3 2 3

2� � � � �� � � �

x
r

3

2

3

2
= ϕ

x3 = x4
Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne:

δ δϕ δϕx r r
1 2 2 2 3

= =

δϕ δϕ
2 3

=

δ δϕx
r

3

2

3

2
=

3 4ä äx x=
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Z kolei różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzyma-
my zależności pomiędzy przyspieszeniami:

1 2 2 2 3x r r= ϕ = ϕ 

2 3=ϕ ϕ 

2
3 32

x
r
ϕ= 

3 4x x= 

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:

m g m x M I m g m x x
I

x
1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3

3 3

sinα δ δϕ δ
ϕ

ϕ−( ) + −( ) + − −( )
+ −

  

(( ) + − −( ) =δϕ δ
3 4 4 4 4

0m g m x x

Momenty bezwładności krążków są równe:

2
2 2 2

1
2

I m r=

2 2
3 3 3 3 2

1 1
2 8

I m r m r= =

Podstawiając wyliczone wartości momentów bezwładności oraz zależności 
z równań więzów, uzależnimy wszystkie wariacje od δφ3 oraz wszystkie przyspie-
szenia od 3ϕ . 

m g m r r M m r

m g m
r

1 1 2 3 2 3 2 2
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�
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�
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�
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Wyciągając przed nawias δφ3, otrzymujemy:

m gr m r M m r m g
r

m
r

m

1 2 1 2

2

3 2 2

2

3 3

2

3

2

2

3

1

2 2 4

1

8

sinα ϕ ϕ ϕ− + − − −





−

  

33 2

2

3 4

2

4

2

2

3 3

2 4
0r m g

r
m

r
 ϕ ϕ δϕ− −




 =
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Wiemy, że δφ3 ≠ 0, zatem:

m gr m r M m r m g
r

m
r

m r

1 2 1 2

2

3 2 2

2

3 3

2

3

2

2

3

3 2

1

2 2 4

1

8

sinα ϕ ϕ ϕ− + − − −

−

  

22

3 4

2

4

2

2

3

2 4
0 ϕ ϕ− − =m g

r
m

r

Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:

r
m m m m M

gr
m m m2

2

1 2 3 4 3

2

1 3 4

8
8 4 3 2

2
2+ + +( ) = + − −( )ϕ αsin

Zatem przyspieszenie 3ϕ  jest równe:

ϕ
α

3

2

1 3 4

2

2

1 2 3 4

2
2

8
8 4 3 2

=
+ − −( )

+ + +( )

M gr m m m

r m m m m

sin

Znając wartość przyspieszenia 3ϕ  oraz wiedząc, że 2 3=ϕ ϕ  , wyliczamy pozosta-
łe przyspieszenia:

 x r
M gr m m m
r m m m m1 2 2

2 1 3 4

2 1 2 3 4

8 4 2

8 4 3 2
= =

+ − −( )
+ + +( )ϕ

αsin

 x
r M gr m m m

r m m m m3

2

3

2 1 3 4

2 1 2 3 4
2

4 2 2

8 4 3 2
= =

+ − −( )
+ + +( )ϕ

αsin

4 3x x= 

Zadanie 3.3.
Układ ciał materialny przedstawiony na rys. 3.3 złożony jest z dwóch 
współśrodkowych krążków o środku O, momencie bezwładności I i promieniu we-
wnętrznym r i zewnętrznym R, do którego przyłożono moment M. Krążek ten jest 
połączony za pomocą nieważkich nierozciągliwych nici z masą m1 znajdującą się 
na gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia α oraz z zawieszonymi bloczkami 
o masach m2 i m3. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym. Korzystając z ogólnego 
równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia mas m1, m2, m3 oraz przyspieszenie 
kątowe krążka.
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Rys. 3.3. Mechanizm do zadania 3.3

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.3 ma jeden stopień swobody. Krążek o środku 
O wykonuje ruch obrotowy, a masy m1, m2 i m3 poruszają się ruchem postępowym. 

Zaznaczymy na schemacie naszego układu kąt obrotu  oraz przemieszczenia od-
powiednio masy m1 jako x1, masy m2 jako x2, masy m3 jako x3. Na układ działa siła ze-
wnętrzna – siły ciężkości. Zaznaczamy również siły bezwładności dla ciał o masach m1, 
m2 i m3. Dla krążka siła bezwładności sprowadza się do pary sił dających moment Iϕ . 

Rys. 3.3a.

Zapiszemy równania więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia począt-
ku i końca linki:

x1 = φR = x3

x2 = φr
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Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne:

δx1 = Rδφ = δx3

δx2 = rδφ

Z kolei różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzyma-
my zależności pomiędzy przyspieszeniami:

1 3Rx x= ϕ = 

2 rx ϕ= 

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:
− −( ) + −( ) + −( )

+ −
m g m x M I m g m x x
m g m x

x
1 1 1 1 2 2 2 2

3 3 3

sinα δ ϕ δϕ δ  

(( ) =δx
3
0

Podstawiając wyliczone zależności z równań więzów, uzależnimy wszystkie wa-
riacje od δφ oraz wszystkie przyspieszenia od ϕ .

− −( ) + −( ) + −( )
+ −

m g m R R M I m g m r r
m g m R
1 1 2 2

3 3

sinα ϕ δϕ ϕ δϕ ϕ δϕ
ϕ

  

(( ) =Rδϕ 0

Wyciągając przed nawias,  otrzymujemy:

− − + − + − + −( ) =m gR m R M I m gr m r m gR m R
1 1

2

2 2

2

3 3

2
0sinα ϕ ϕ ϕ ϕ δϕ   

Wiedząc, że δφ ≠ 0, zatem:

− − + − + − + − =m gR m R M I m gr m r m gR m R
1 1

2

2 2

2

3 3

2
0sinα ϕ ϕ ϕ ϕ   

Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:

m R I m r m R M m gR m gr m gR
1

2

2

2

3

2

1 2 3
+ + +( ) = − + +ϕ αsin

Zatem przyspieszenie kątowe krążka ϕ  jest równe:

ϕ
α

=
− + +

+ + +
M m gR m gr m gR

m R I m r m R
1 2 3

1

2

2

2

3

2

sin

Znając ϕ  oraz wiedząc, że 1 3Rx x= ϕ =   i 2 rx ϕ=  , wyznaczamy pozostałe war-
tości przyspieszeń:

  x x R
R M m gR m gr m gR

m R I m r m R1 3

1 2 3

1

2

2

2
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2
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+ + +

ϕ
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 x r
r M m gR m gr m gR

m R I m r m R2

1 2 3

1

2

2

2

3

2
= =

− + +( )
+ + +

ϕ
αsin
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Zadanie 3.4.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.4 złożony jest ze współśrodkowego krążka 
o środku A, momencie bezwładności I, promieniu wewnętrznym r i zewnętrznym R, 
do którego przyłożono moment M. Krążek ten jest połączony z masą m1 znajdującą 
się na równi pochyłej o kącie nachylenia α i drugim krążkiem o środku B, masie m4, 
promieniu R oraz z masą m2. Do krążka o środku B dołączona jest masa m3. Ciała 
znajdują się w polu grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nierozcią-
gliwych, nieważkich nici. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć 
przyspieszenia mas m1, m2, m3, m4 oraz przyspieszenia kątowe krążków.

Rys. 3.4. Mechanizm do zadania 3.4

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.4 ma jeden stopień swobody. Krążek o środku 
A wykonuje ruch obrotowy, krążek o środku B ruch płaski, a masy m1, m2 i m3, po-
ruszają się ruchem postępowym. 

Rys. 3.4a
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Zaznaczymy na schemacie naszego układu dla krążka A kąt obrotu φ zgodny 
z przyłożonym momentem, dla krążka B kąt obrotu φ4 i przemieszczenie środka 
masy x4 oraz przemieszczenia odpowiednio masy m1 jako x1, masy m2 jako x2, masy 
m3 jako x3. Na układ działają siły zewnętrzne – siły ciężkości. Zaznaczamy również 
siły bezwładności dla ciał o masach m1, m2 i m3. Dla krążka A siła bezwładności spro-
wadza się do pary sił dających moment Iϕ . Dla krążka B mamy siłę bezwładności 
oraz parę sił dających moment 4 4I ϕ . 

Zapiszemy równania więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia począt-
ku i końca linki (korzystając z chwilowych środków obrotu w punktach A i C):

x1 = φR

x2 = φr

φR = φ42R

x3 = x4

x4 = φ4R

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.

δx1 = Rδφ

δx2 = rδφ

Rδφ = 2Rδφ4

δx3 = δx4 = Rδφ4

Przyjmiemy współrzędną uogólnioną jako φ4 i wszystkie przemieszczenia uza-
leżnimy od tej współrzędnej:

δx1 = 2Rδφ4

δx2 = 2rδφ4

δφ = 2δφ4

δx3 = δx4 = Rδφ4

Z kolei różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzyma-
my zależności pomiędzy przyspieszeniami:
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1 42Rx Rϕ ϕ= = 

2 42rx rϕ ϕ= = 

42ϕ = ϕ 

  x x R
3 4 4

= = ϕ

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:

− −( ) + −( ) + − −( )
+ −

m g m x x M I m g m x x
m g m x
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3 3

sinα ϕ δϕ  
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· ·

33 3 4 4 4 4 4 4 4
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Moment bezwładności krążka B jest równy:

I m R
4 4

21

2
=

Podstawiamy wyliczone zależności z równań więzów uzależnione od zmiennej 
uogólnionej φ4:
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Wyciągając przed nawias δφ, otrzymujemy:
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Wiedząc, że δφ4 ≠ 0, zatem:
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Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:
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Zatem przyspieszenie kątowe krążka 4ϕ  jest równe:

ϕ
α

4

1 2 3 4

1

2

2

2

3

2

4

2 2 2

4 4 4
3

2

=
− − + +

+ + + +

M m gR m gr m gR m gR

m R I m r m R m R

sin
22

Znając 4ϕ , wyznaczamy pozostałe wartości przyspieszeń:

 x R
R M m gR m gr m gR m gR

m R I m r
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Zadanie 3.5.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.5 złożony jest ze współśrodkowego 
krążka o środku A, masie m2, momencie bezwładności I2, promieniu wewnętrznym 
r i zewnętrznym R. Krążek ten jest połączony z masą  znajdującą się na równi po-
chyłej o kącie nachylenia  i drugim krążkiem o środku O, masie m1, promieniu R. Do 
krążka o środku O przyłożono moment M. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym 
i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, nieważkich nici. Korzystając 
z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia mas m1, m2, m3 oraz przy-
spieszenia kątowe krążków.

Rys. 3.5. Mechanizm do zadania 3.5
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.5 ma jeden stopień swobody. Krążek o środku 
O wykonuje ruch obrotowy, krążek o środku A ruch płaski, a masa  porusza się ru-
chem postępowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego układu dla krążka O kąt obrotu φ1 zgodny 
z przyłożonym momentem, dla krążka A kąt obrotu φ2 i przemieszczenie środka 
masy x2  oraz przemieszczenie masy m3 jako x3. Zaznaczamy również siły bezwład-
ności dla ciał o masach m2 i m3. Dla krążka O siła bezwładności sprowadza się do 
pary sił dających moment 1 1I ϕ . Dla krążka A mamy siłę bezwładności 2 2m x  oraz 
parę sił dających moment 2 2I ϕ . 

Rys. 3.5a

Korzystając z chwilowych środków obrotu w punkcie B, zapiszemy równania 
więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia początku i końca linki:

φ1R = φ22R

φ2(R – r) = x3

x2 = φ2R

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.

δφ1 = 2δφ2

(R – r)δφ2 = δx3

δx2 = Rδφ2

Przyjmiemy współrzędną uogólnioną jako φ2. 
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Różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzymamy za-
leżności pomiędzy przyspieszeniami:

1 22ϕ = ϕ 

( )2 3R r xϕ − = 

2 2x R= ϕ

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:

M I I m g m x
m g m

x−( ) + −( ) + − −( )
+ − −

1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

3

  ϕ ϕδϕ δϕ α δ
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sin
sin

33 3 3
0x x( ) =δ

Moment bezwładności krążka O jest równy:

I m R
1 1

21

2
=

Podstawiamy wyliczone zależności z równań więzów uzależnione od zmiennej 
uogólnionej φ2: 

M m R I m g m R R

m g
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Wyciągając przed nawias δφ2, otrzymujemy:
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Wiedząc, że δφ ≠ 0, zatem:
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Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:
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Zatem przyspieszenie kątowe krążka 2ϕ  jest równe:
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Znając 2ϕ , wyznaczamy pozostałe wartości przyspieszeń:
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Zadanie 3.6.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.6 złożony jest z trzech współśrodkowych 
krążków o środkach odpowiednio A B i C, momentach bezwładności I2, I3, I4, pro-
mieniach wewnętrznym r2, r3, r4 i zewnętrznych R2, R3, R4. Do krążka A przyłożony 
jest moment M. Krążek ten jest połączony z masą. Środek krążka C jest połączo-
ny z masą, do której przyłożono siłę F. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym 
i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, nieważkich nici. Korzystając 
z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia mas m2, m3, m4 oraz przy-
spieszenia kątowe krążków.

Rys. 3.6. Mechanizm do zadania 3.6

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.6 ma jeden stopień swobody. Krążki o środkach 
A i B wykonują ruch obrotowy, a krążek o środku C ruch płaski. Masy m1 i m5 poru-
szają się ruchem postępowym. 

Zaznaczymy na schemacie naszego układu kąt obrotu φ2 dla krążka A zgodny 
z przyłożonym momentem, dla krążka B kąt obrotu φ2, a dla krążka C kąt obrotu 
φ4 i przemieszczenie środka masy x4. Przemieszczenie masy m1 oznaczymy jako x1, 
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masy m4 jako x4, a masy m5 jako x5. Zaznaczymy również siły bezwładności dla ciał 
o masach  i . Dla krążków A i B siła bezwładności sprowadza się do pary sił dających 
moment równy odpowiednio 2 2I ϕ , 3 3I ϕ . Dla krążka C mamy siłę bezwładności oraz 
parę sił dających moment 4 4I ϕ . 

Rys. 3.6a

Zapiszemy równania więzów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia począt-
ku i końca linki (korzystając z chwilowych środków obrotu):

x1 = φ2r2

φ2R2 = φ3r3

φ3R3 = φ4(r4 + R4)

x4 = φ4R4

x4 = x5

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.

δx1 = φ2δr2

R2δφ2 = r3δφ3

R3δφ3 = (r4 + R4) δφ4

δx4 = R4δφ4

δx4 = δx5
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Przyjmiemy współrzędną uogólnioną jako φ4 i wszystkie przemieszczenia uza-
leżnimy od tej współrzędnej:

δ δϕx
r r r R
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4
=
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δϕ δϕ
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Z kolei różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzyma-
my zależności pomiędzy przyspieszeniami:
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Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy: 
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Podstawiamy wyliczone zależności z równań więzów uzależnione od zmiennej 
uogólnionej φ4: 
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Wyciągając przed nawias δφ4, otrzymujemy:
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Wiedząc, że δφ4 ≠ 0, zatem:
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Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:
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Zatem przyspieszenie kątowe krążka δφ4 jest równe:
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Znając 4ϕ , wyznaczamy pozostałe wartości przyspieszeń:
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Zadanie 3.7.
Dany jest układ materialny przedstawiony na rys. 3.7 złożony z trzech współśrodkowych 
krążków i masy m1 dołączonej do krążka o środku A, do którego jest też przyłożony 
moment M. Krążek o środku A ma moment bezwładności, promień wewnętrzny r2 
i zewnętrzny R2. Krążek o środku B ma moment bezwładności I3, promień wewnętrzny 
r3 i zewnętrzny R3. Krążek o środku C znajduje się na równi pochyłej o kącie nachyle-
nia α, posiada masę m4, moment bezwładności I4, promień wewnętrzny r4 i zewnętrzny 
R4. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nieroz-
ciągliwych, nieważkich nici. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć 
przyspieszenia mas m1 i m4 oraz przyspieszenia kątowe krążków.

Rys. 3.7. Mechanizm do zadania 3.7

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.7 ma jeden stopień swobody. Krążki o środkach 
A i B wykonują ruch obrotowy, krążek o środku C ruch płaski, a masa  porusza się 
ruchem postępowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego układu dla krążka A kąt obrotu φ2 zgodny 
z przyłożonym momentem, dla krążka B kąt obrotu φ3, dla krążka C kąt obrotu  
i przemieszczenie środka masy x4 oraz przemieszczenie masy m1 jako x1. Zaznacza-
my również siły bezwładności dla ciała o masie m1. Dla krążka A i B siła bezwład-
ności sprowadza się do pary sił dających odpowiednio moment 2 2I ϕ  oraz 3 3I ϕ . Dla 
krążka C mamy siłę bezwładności 4 4m x  oraz parę sił dających moment 4 4I ϕ . 
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Rys. 3.7a

Korzystając z chwilowego środka obrotu w punkcie D, zapiszemy równania wię-
zów wzdłuż linek, porównując przemieszczenia początku i końca linki:

x1 = φ2r2

φ2R2 = φ3R3

φ3r3 = φ4(R4 – r4)

φ4R4 = x4

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy współrzędną 
uogólnioną φ4 i uzależnimy od niej pozostałe przemieszczenia:
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Różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzymamy za-
leżności pomiędzy przyspieszeniami:
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Korzystając ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:
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Podstawiamy wyliczone zależności z równań więzów uzależnione od zmiennej 
uogólnionej φ4: 
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Wyciągając przed nawias δφ4, otrzymujemy:
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Wiedząc, że δφ4 ≠ 0, zatem:
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Grupując i redukując wyrazy podobne, otrzymujemy:
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Zatem przyspieszenie kątowe krążka 4ϕ  jest równe:
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Znając 4ϕ , wyznaczamy pozostałe wartości przyspieszeń:
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Zadanie 3.8.
Przez blok o środku O, mogący wykonywać ruch obrotowy wokół poziomej osi 
przechodzącej przez punkt O przerzucona jest nieważka nić, na końcach której za-
mocowane są bloki o środkach w punktach A i B, jak pokazano na rys. 3.8. Masa 
bloku O wynosi m1 i posiada promień r1. Masa bloku A wynosi m2 i promień r2. 
Blok o środku B ma promień r3 i masę m3. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym. 
Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia mas m2 i m3 
oraz przyspieszenia kątowe wszystkich bloków.
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Rys. 3.8. Mechanizm do zadania 3.8

Rozwiązanie:
Układ przedstawiony na rys. 3.8 ma trzy stopnie swobody. Krążki o środkach A i B 
wykonują ruch płaski, a krążek o środku O porusza się ruchem obrotowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego układu dla bloku A kąt obrotu φ2 oraz prze-
mieszczenie środka x2, dla bloku B kąt obrotu φ3 oraz przemieszczenie środka x3, dla 
krążka O kąt obrotu φ2. Zaznaczamy również siły bezwładności dla ciała o masie m1. 
Dla bloku A i B mamy odpowiednio siły bezwładności 2 2m x  oraz 3 3m x  oraz parę sił 
dających moment odpowiednio 2 2I ϕ  oraz 3 3I ϕ . 

Rys. 3.8a

Porównując przemieszczenia początku i końca linek, otrzymujemy dwa równa-
nia więzów:

ϕ ϕ ϕ ϕ
1 1 2 2 2 2 1 1 2 2
r x r x r r= − ⇒ = +

ϕ ϕ ϕ ϕ
1 1 3 3 3 3 3 3 1 1
r x r x r r= − + ⇒ = −

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy współrzędne 
uogólnione φ1, φ2, φ3 i uzależnimy od nich pozostałe przemieszczenia:
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δ δϕ δϕx r r
2 1 1 2 2

= +

δ δϕ δϕx r r
3 3 3 1 1

= −

Różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równania więzów, otrzymamy za-
leżności pomiędzy przyspieszeniami:

2 1 1 2 2rx rϕ ϕ= + 

3 1 1 3 3x r r? ϕ ϕ 

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:
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I
m r

1

1 1

2

2
=

I
m r

2
2 2

2

2
=

I
m r

3

3 3

2

2
=

Podstawiamy wyliczone zależności z równań więzów uzależnione od zmiennych 
uogólnionych:
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Wiedząc, że δφ1 ≠ 0, δφ2 ≠ 0, δφ3 ≠ 0, zatem otrzymujemy układ równań:

( )21
2 3 1 1 2 1 2 2 3 1 3 3 2 3 1

22
2 1 2 1 2 2 2 2

23
3 1 3 1 3 3 3 3

0
2

3 0
2

3
0

2
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Z drugiego i trzeciego równania wyliczamy 2ϕ  i 3ϕ  w zależności od 1ϕ  i wsta-
wiamy do pierwszego:
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Zatem przyspieszenia kątowe bloków są równe:
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Znając przyspieszenia kątowe, możemy wyznaczyć przyspieszenia liniowe:

x
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m m m3

1 2 3

1 2 3
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+ +( )

( )
1 2 3

3
1 2 3

6 2 6
3 3 2 2
m g m g m g

x
m m m
+ +

=
+ +



Zadanie 3.9.
Przez blok o masie m i promieniu r mogący wykonywać ruch obrotowy przerzucona 
jest nieważka nić, na końcu której zamocowane są dwie masy m1 i m2, połączone 
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sprężyną o współczynniku sztywności k, jak pokazano na rys. 3.9. Ciała znajdują się 
w polu grawitacyjnym i wprawiane są w ruch za pomocą momentu M przyłożone-
go do bloku. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć układ równań 
opisujący zależności pomiędzy przyspieszeniami tych ciał.

Rys. 3.9. Mechanizm do zadnia 3.9

Rozwiązanie:
Układ przedstawiony na rys. 3.9 ma dwa stopnie swobody. Blok wykonuje ruch ob-
rotowy, a masy m1 i m2 poruszają się ruchem postępowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego układu dla bloku kąt obrotu φ oraz prze-
mieszczenie masy m1 jako x1, przemieszczenie masy m2 jako x2. Zaznaczamy rów-
nież siły bezwładności dla ciała o masie m1 i m2. Dla bloku mamy parę sił dających 
moment odpowiednio Iϕ .

Rys. 3.9a

Porównując przemieszczenia początku i końca linki, otrzymujemy jedno równa-
nie więzów:

ϕ ϕr x
x
r

= ⇒ =2
2
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Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy współrzędne 
uogólnione x1, x2 i uzależnimy od nich kąt φ: 

δϕ
δ

=
x
r

2

Różniczkując dwukrotnie stronami po czasie równanie więzów, otrzymamy za-
leżności pomiędzy przyspieszeniami:


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2

Korzystając z ogólnego równania dynamiki, otrzymujemy:
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Siła od sprężyny jest równa:
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Podstawiamy powyższe wzory oraz wyliczone zależności z  równania więzów 
uzależnione od zmiennej uogólnionej:

M mr x
r

x
r

k x x m m x x

k x x

−








 + −( )− −( )

+ − −

2

2 2

2 1 1 1 1 1

2 1

2




δ
α δg sin

(( ) − −( ) =m g m x x
2 2 2 2

0sinα δ

Grupując, otrzymujemy:
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Wiedząc, że δx1 ≠ 0, δx2 ≠ 0, otrzymujemy układ równań:
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3.3. ZADANIA DO ROZWIĄZANIA

Zadanie 3.10.
Na gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia  znajduje się ciało o masie m1, które 
połączone jest za pomocą nieważkiej i nierozciągliwej nici z ciałem o masie m2, m2 
> m1, jak na rys. 3.10. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym. Korzystając z ogól-
nego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia tych mas. 

Rys. 3.10. Mechanizm do zadnia 3.10

Zadanie 3.11.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.11 złożony jest z dwóch współśrodkowych 
krążków o środku A, momencie bezwładności I2 oraz promieniach r, R, do którego 
jest przyłożony moment M. Krążek ten połączony jest z drugim krążkiem o środku B, 
masie m3 i promieniu r3, do którego jest zamocowane ciało o masie m4. Ciało o masie 
m1 znajduje się na gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia α i jest połączone ze 
współśrodkowym krążkiem o środku A. Ciała znajdują się w polu grawitacyjnym 
i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, nieważkich nici. Korzystając 
z  ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia kątowe krążków oraz 
przyspieszenia mas m1, m3 oraz m4. 

Rys. 3.11. Mechanizm do zadania 3.11
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Zadanie 3.12.
Współśrodkowy walec o momencie bezwładności I3, masie m3 oraz promieniach 
zewnętrznym R3 i wewnętrznym r3, toczy się bez poślizgu, pod wpływem przyło-
żonego momentu M2, po gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia α. Połączony 
jest z blokiem o momencie bezwładności I2, promieniu r2, do którego przyłożono 
moment M1, jak pokazano na rys. 3.12. Na równi pochyłej o kącie nachylenia β znaj-
duje się ciało o masie m1, połączone nicią z blokiem o środku A. Ciała znajdują się 
w polu grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, nieważ-
kich nici. Korzystając z  ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia 
kątowe krążków oraz przyspieszenia mas m1 i m3. 

Rys. 3.12. Mechanizm do zadania 3.12

Zadanie 3.13.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.13 składa się z dwóch współśrodkowych 
walców o środku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwładności I2, I3 
oraz promieniach wewnętrznych r2, r3 i zewnętrznych R2, R3 połączonych za po-
mocą nierozciągliwych, nieważkich nici. Do bloku o środku A dołączono masę m1, 
znajdującą się na gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia α. Blok B wprawiany 
jest w ruch za pomocą przyłożonego momentu M oraz zawieszonej masy m4. Ciała 
znajdują się w polu grawitacyjnym. Korzystając z  ogólnego równania dynamiki, 
wyznaczyć przyspieszenia kątowe krążków oraz przyspieszenia mas m1 i m4. 

Rys. 3.13. Mechanizm do zadania 3.13
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Zadanie 3.14.
Układ materialny przedstawiony na rysunku 3.14 składa się z dwóch współśrodko-
wych walców o środku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwładności I2, 
I3 oraz promieniach wewnętrznych r2, r3 i zewnętrznych R2, R3. Do bloku o środku 
A dołączono masę m1 znajdującą się na gładkiej równi pochyłej o kącie nachylenia 
α. Blok A wprawiany jest w ruch za pomocą przyłożonego momentu M. Przez blok 
o środku B przerzucono linkę i zawieszono na niej ciało o masie m4. Ciała znajdu-
ją się w polu grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, 
nieważkich nici. Tarcie zaniedbujemy. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, 
wyznaczyć przyspieszenia kątowe krążków oraz przyspieszenia mas m1 i m4. 

Rys. 3.14. Mechanizm do zadania 3.14

Zadanie 3.15.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.15 składa się z dwóch identycznych 
współśrodkowych walców o środku odpowiednio w punktach B i C, momentach 
bezwładności I oraz promieniach wewnętrznych r i zewnętrznych R, połączonych za 
pomocą nierozciągliwych, nieważkich nici. Do bloku o środku B dołączono walec 
o masie m1 i promieniu R1, znajdujący się na gładkiej równi pochyłej o kącie na-
chylenia α. Blok C wprawiany jest w ruch za pomocą zawieszonej masy m4. Ciała 
znajdują się w polu grawitacyjnym. Korzystając z  ogólnego równania dynamiki, 
wyznaczyć przyspieszenia kątowe walców oraz przyspieszenia mas m1 i m4. 

Rys. 3.15. Mechanizm do zadania 3.15
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Zadanie 3.16.
Układ materialny przedstawiony na rys. 3.16 składa się z dwóch współśrodkowych 
walców o środku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwładności I2, I3, 
promieniach wewnętrznych r2, r3 i zewnętrznych R2, R3 oraz walca o środku C, ma-
sie m4 i promieniu R4, do którego przyłożono moment M. Przez blok o środku A 
przerzucono linkę i zawieszono na niej ciało o masie m1. Ciała znajdują się w polu 
grawitacyjnym i są połączone ze sobą za pomocą nierozciągliwych, nieważkich 
nici. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć przyspieszenia kątowe 
krążków oraz przyspieszenie masy m1. 

Rys. 3.16. Mechanizm do zadania 3.16

Zadanie 3.17.
Walec o ciężarze P1, toczący się po powierzchni, jak pokazano na rys. 3.17, połą-
czony jest za pomocą sprężyny o sztywności k z ciałem o ciężarze P2, do którego 
przyłożono poziomą siłę P. Korzystając z ogólnego równania dynamiki, wyznaczyć 
układ równań opisujący zależności pomiędzy przyspieszeniami tych ciał. 

Rys. 3.17. Mechanizm do zadania 3.17

Zadanie 3.18.
Przez dwa krążki zamocowane na podporze stałej i jeden krążek ruchomy przechodzi 
nierozciągliwa nieważka linka, na końcach której zawieszono masy m1 i m3. Masę 
m2 przyłączono do ruchomego krążka, jak na rys. 3.18. Pomijając masy krążków, 
znaleźć przyspieszenia mas m1, m2, m3. 
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Rys. 3.18. Mechanizm do zadania 3.18
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W 1788 roku, dokładnie 101 lat po Newtonie, Joseph Louis Lagrange opubliko-
wał wyniki swoich prac w książce Mechanique Analytique. Podejście Lagrange’a 
jest równoważne podejściu Newtona, jednak jest bardziej elastyczne ze względu na 
wybór współrzędnych. Zamiast współrzędnych kartezjańskich będziemy rozważać 
współrzędne uogólnione, których jest dokładnie tyle samo, co stopni swobody, a tym 
samym tyle, co równań Lagrange’a. W odróżnieniu od równań Newtona równania 
Lagrange’a mają taką samą postać w dowolnie przyjętym układzie współrzędnych. 
Sformułowanie Lagrange’a opierać się będzie na funkcji Lagrange’a, która jest róż-
nicą energii kinetycznej i potencjalnej rozważanego układu, a zatem zależy zarówno 
od położenia, jak i prędkości. Zaletą podejścia Lagrange’a jest to, że eliminujemy 
z zadania siły reakcji więzów, co stanowi duże uproszczenie w rozwiązaniu. Metoda 
ta znacznie gorzej nadaje się do opisu układów z tarciem [1,15,17].

4.1. RÓWNANIA LAGRANGE’A I RODZAJU

Ogólne równanie dynamiki ( )P r ri i i ii

n m� �
��  � 0
1

mówi, że podczas ruchu układu 
w dowolnej chwili suma prac sił aktywnych Pi i sił bezwładności mi ir  na dowolnych 
przemieszczeniach wirtualnych jest równa zero. Zatem ogólne równanie dynamiki 
jest spełnione zawsze dla dowolnego, zgodnego z więzami ruchu, odpowiadającego 
danym siłom aktywnym Pi, i = 1, 2, …, n. 

Przypuśćmy, że dany jest pewien zgodny z więzami ruch układ, dla którego speł-
nione jest ogólne równanie dynamiki. Przyjmując Pi, i = 1, 2, …, n jako wypadkową 
sił reakcji działających na ten układ, możemy zapisać:

	 R Pri i i= − = …m i ni , , , ,1 2 	  (4.1)

W dowolnej chwili można dobrać takie reakcje Pi, które byłyby dopuszczalne dla 
danych więzów i dla których zachodzą równania wynikające z II zasady dynamiki 
Newtona:

	 m i nir P Ri i i= + = …, , , ,1 2 	 (4.2)
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Zakładamy, że reakcje Pi są realizowalne i wobec tego rozważany ruch odpowia-
da danym siłom aktywnym Pi(t, rμ, vμ).

Wyrażenia opisujące reakcje Pi znajduje się, korzystając z metody nieoznaczo-
nych mnożników Lagrange’a. Zależności określające wirtualne przemieszczenia 
punktów układu można zapisać następująco:

	 i

n

i

f
r

d
=
∑ ∂

∂
= = …

1

0 1 2
α δ αri , , , , 	  (4.3)

	 i

n

i g
=
∑ = = …
1

0 1 2I riβ δ β, , , , 	  (4.4)

Występujący w równaniu (4.4) wektor Iβi jest daną funkcją zależną od czasu i rμ.

Mnożąc stronami równanie (4.3) przez dowolny mnożnik skalarny –λα, a (4.4) 
przez –μβ i dodając otrzymane równości do równania R ri ii

n
� �

�� 0
1

, otrzymujemy:

	 i

n

i

n

i i

n

i

f
r= = =

∑ ∑ ∑−
∂
∂

−








 =

1 1 1

0R I ri iλ µ δα
α

β β 	  (4.5)

Nieoznaczone mnożniki λα, μβ można tak dobrać, aby wszystkie wektorowe 
współczynniki w powyższym równaniu były równe zero. Wówczas otrzymujemy 
ogólne wyrażenie na reakcje więzów idealnych za pomocą nieoznaczonych współ-
czynników Lagrange’a:

	
R Ii =

∂
∂

+
= =
∑ ∑
i

n

i i

n

i

f
r1 1

λ µα
α

β β 	  (4.6)

Podstawiając wyrażenie (4.6) do wzoru (4.2) wynikającego z II zasady dynamiki 
Newtona im = +i i ir P R , otrzymujemy równania Lagrange’a pierwszego rodzaju:

	
m

f
r

i ni
i

n

i i

n

ir P Ii i= +
∂
∂

+ = …
= =
∑ ∑
1 1

1 2λ µα
α

β β , , , , 	  (4.7)

Do tych równań należy jeszcze dołączyć równania więzów w postaci:

	 f dα αri( ) = = …0 1 2, , , , 	  (4.8)

	 i

n

i i D g
=
∑ + = = …
1

0 1 2I rβ β β , , , , 	  (4.9)

Występujący w równaniu (4.4) skalar Dβ jest daną funkcją zależną od czasu i rμ. 
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4.2. RÓWNANIA LAGRANGE’A II RODZAJU

Dla każdego układu materialnego o więzach idealnych przy wszelkich możliwych 
przemieszczeniach przygotowanych spełnione musi być ogólne równanie dynamiki:

	 i

n

im
=
∑ −( ) =
1

0P r ri i i δ 	  (4.10)

Jeśli mamy do czynienia z więzami holonomicznymi, skleronomicznymi oraz re-
onomicznymi, położenie układu materialnego możemy opisać za pomocą niezależ-
nych współrzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs, a przesunięcie przygotowane δri 
punktu Ai możemy wyrazić za pomocą wzoru:

	
δ δr

r
i

i=
∂
∂=

∑
j

s

j
jq

q
1

	  (4.11)

Ogólnie można przyjąć, że:

( )1 2, , , ,sq q q t= i ir r

Rozpatrywany układ materialny jest w ruchu, zatem współrzędne uogólnione są 
funkcjami czasu:

( ) 1 2        , , ,j jq q t j s= = …

Współrzędne uogólnione są z założenia niezależne, zatem ich wariacje δq1, δq2, 
…, δqs można przyjąć dowolnie.

Załóżmy, że wszystkie wariacje oprócz jednej δqj będą równe zero, wówczas:

� �r
r

i
i�

�
�q

q
j

j

Składowe prostokątne tak przyjętego przesunięcia przygotowanego są nastę­
pujące:

	
δ δ δ δ δ δx

x
q

q y
y
q

q z
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q

qi
i

j
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j
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j
j=

∂
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=
∂
∂

=
∂
∂

	  (4.12)

Współrzędne (xi, yi, zi) określają współrzędne punktu Ai.
Podstawiając współrzędne uogólnione do ogólnego równania dynamiki, otrzy-

mujemy:

	 i

n

i
j

jm
q

q
=
∑ −( ) ∂

∂













=
1

0P r
r

i i
i δ 	  (4.13)

Równanie (4.13)  jest spełnione dla dowolnego δqj różnego od zera, zatem:
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	 i

n

i
j

m
q=

∑ −( ) ∂
∂

=
1

0P
r

ri i
i 	  (4.14)

Czyli:

	 i

n

j i
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i
jq

m
q= =

∑ ∑∂
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=
∂
∂1 1

P
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r
r

i
i

i
i 	  (4.15)

Równań postaci (4.15) możemy zapisać tyle, ile mamy współrzędnych uogólnio-
nych, czyli tyle, ile układ ma stopni swobody. Lewa strona powyższego równania 
jest równa sile uogólnionej Qj odpowiadającej współrzędnej qj, a we współrzędnych 
prostokątnych ma postać:

	 i

n

j i

n
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j
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j
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P
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P
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P
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jj  	  (4.16)

Porównując wzory (4.15) i (4.16), otrzymujemy:

	 i

n

i
j

jm
q

Q
=
∑ ∂

∂
=

1

r
r

i
i 	  (4.17)

Aby przekształcić lewą stronę równania, wyprowadzimy najpierw dwie tożsamości.

PIERWSZA TOŻSAMOŚĆ

Wiemy, że promień – wektor ri jest funkcją współrzędnych uogólnionych i czasu. Te 
współrzędne są również pewnymi funkcjami czasu, zatem stosując regułę różnicz-
kowania dla funkcji złożonej, otrzymujemy:

	
& & & &Lr v

r r r r
i i

i i i i= =
∂
∂

+
∂
∂

+ +
∂
∂

+
∂
∂q

q
q

q
q

q
ts

s
1

1

2

2
	  (4.18)

gdzie:
vi		   – oznacza prędkość punktu Ai,  q q
1 2
, ,... – rędkości uogólnione.
Po obustronnym zróżniczkowaniu cząstkowym równania (4.18) po prędkości 

uogólnionej jq  otrzymujemy następującą tożsamość:

	

∂
∂

=
∂
∂





r ri i

q qj j

	  (4.19)

DRUGA TOŻSAMOŚĆ

Aby wyprowadzić drugą tożsamość, zróżniczkujemy po czasie wyrażenie 
jq

∂
∂

ir . Wie-

dząc, że wyrażenie to zależy bezpośrednio od czasu oraz za pośrednictwem współ-
rzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs zapiszemy:
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Różniczkując cząstkowo względem współrzędnej uogólnionej qj równanie (4.20), 
otrzymujemy:
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Prawe strony równań (4.20) i (4.21) są równe, zatem porównując, otrzymujemy 
drugą tożsamość:
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Wiedząc, że lewą stronę równania (4.17) można zapisać w postaci:
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Wykorzystując dwie wyprowadzone tożsamości (4.19) i (4.22), możemy prze-
kształcić wyrażenie (4.23) do postaci:
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Wiedząc, że 2 2
iv=ir , otrzymujemy:
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m v

=
∑  występująca w powyższym równaniu jest równa energii kinetycz-

nej T rozpatrywanego układu, zatem:
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Równanie (4.17) przyjmuje postać:

	

d
dt

T
q

T
q

Q j s
j j

j
∂
∂









 − ∂

∂
= = …


, , , ,1 2 	  (4.26)

Liczba równań tego typu jest równa liczbie stopni swobody tego układu i  jest 
równa liczbie współrzędnych uogólnionych. Równania tego typu nazywamy rów-
naniami Lagrange’a drugiego rodzaju lub równaniami Lagrange’a we współ-
rzędnych uogólnionych. Są to równania różniczkowe ruchu układu materialnego 
o więzach idealnych, holonomicznych i nie zawierają niewiadomych reakcji więzów.

4.3. RÓWNANIA LAGRANGE’A II RODZAJU W POLU POTENCJALNYM

Rozpatrzmy przypadek, kiedy układ materialny znajduje się w zachowawczym polu 
sił. Wówczas składowe siły Pi przyłożonej w punkcie Ai(xi, yi, zi) wyrażają się w za-
leżności od energii potencjalnej U następująco:

P U
xix

i

= − ∂
∂

P U
yiy

i

= − ∂
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P U
ziz

i

= − ∂
∂

Siłę uogólnioną można zapisać jako pochodną energii potencjalnej U po współ-
rzędnej uogólnionej ze znakiem minus:

	
Q U

qj
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	  (4.27)

Podstawiając wzór (4.27) do wzoru na równania Lagrange’a (4.26), otrzymujemy:
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Przenosząc wszystko na jedną stronę, mamy:
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Wiedząc, że energia potencjalna U nie zależy od prędkości uogólnionych 

1 2, , , sq q q    dostajemy więc 0
j

U
q
∂ =
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Wstawiając wyrażenie (4.30) do wzoru (4.29), otrzymujemy:
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Oznaczmy przez L wyrażenie równe różnicy energii kinetycznej i potencjalnej:

	 L = T – U	  (4.32)

Wyrażenie to nazwiemy potencjałem kinetycznym lub lagrangianem.
Ostatecznie równania Lagrange’a II rodzaju w polu potencjalnym można zapisać 

następująco:
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4.4. FUNKCJA DYSSYPACJI ENERGII

W przypadku gdy mamy do czynienia z drganiami tłumionymi, pojawia się rozpra-
szanie energii układu, co dla więzów skleronomicznych można zapisać:
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Funkcja ta nosi nazwę funkcji dyssypacji energii.
Gdy w układzie występuje rozpraszanie energii, wówczas równania Lagrange’a 

II rodzaju przyjmują postać:
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4.5. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Zadanie 4.1.
Punkt materialny o masie  porusza się pod wpływem siły ciężkości po płaszczyź-
nie o  równaniu Ax + By + Cz + D = 0. Warunki początkowe:x(0) = 0, y(0) = 0, 

( )0 Dz
C

= − , ( ) 00 xx v= , ( ) 00 yy v= , ż(0) = 0. Znaleźć równanie ruchu punktu.

Rozwiązanie:
Równania Lagrange’a I rodzaju przyjmują postać:

mx A = λ

my B = λ

mz C mg= −λ

Równanie więzów w naszym przypadku jest równaniem płaszczyzny, po której 
porusza się punkt: 

Ax + By + Cz + D = 0

Po dwukrotnym zróżniczkowaniu po czasie równania więzów otrzymujemy:

Ax By Cz  + + = 0

Mnożąc stronami równania Lagrange’a odpowiednio przez A, B, C i dodając stro-
nami, otrzymujemy:

m Ax By Cz A B C mgC  + +( ) = + +( ) −λ 2 2 2

Korzystając z faktu, że 0Ax By Cz+ + =   , lewa strona powyższej równości jest 
równa zero, zatem wyznaczymy mnożnik λ:

λ =
+ +
mgC

A B C2 2 2

Podstawiając powyższe wyrażenie do równań Lagrange’a, otrzymujemy:

x gAC
A B C

=
+ +2 2 2

y gBC
A B C

=
+ +2 2 2

z gC
A B C

g
g A B

A B C
=

+ +
− =

− +( )
+ +

2

2 2 2

2 2

2 2 2
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Całkując dwukrotnie po dt, otrzymujemy:

 x gAC
A B C

t C t C=
+ +( ) + +

2
2 2 2

2

1 2

y gBC
A B C

t C t C=
+ +( ) + +

2
2 2 2

2

3 4

z
g A B

A B C
t C t C�
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� �� �

� �
2 2

2 2 2

2

5 6

2

Korzystając z warunków początkowych, możemy wyliczyć stałe całkowania:

x C0 0 0
2( ) = ⇒ =

y C0 0 0
4( ) = ⇒ =

z D
C

C D
C

0
6( ) = − ⇒ = −

x v C vx x0
0 1 0( ) = ⇒ =

y v C vy y0
0 3 0( ) = ⇒ =

z C0 0 0
5( ) = ⇒ =

Zatem równanie ruchu punktu materialnego opisane jest równaniami:
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t v tx=
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2
2 2 2

2
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t v ty=
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2
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2
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�
2 2

2 2 2
2

2

Zadanie 4.2.
Jednorodny krążek, przedstawiony na rys. 4.1 o promieniu  i masie  z umieszczoną 
na jego powierzchni masą  porusza się po płaszczyźnie poziomej bez tarcia pod 
wpływem siły F(t) przyłożonej w jego środku. Wyznaczyć równanie ruchu układu.
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Rys. 4.1. Mechanizm do zadania 4.2

Rozwiązanie:
Krążek o środku w punkcie O wykonuje ruch obrotowy wokół środka O oraz ruch 
postępowy, czyli porusza się ruchem płaskim. Układ ma jeden stopień swobody, 
zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ. 

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej krążka i energii kinetycz-
nej punktu materialnego. Oznaczmy krążek jako (1) i punkt materialny (2), zatem:

T = T1 + T2

T I MvO O1

2 21

2

1

2
= +ϕ

T mvA2

21

2
=

Wyznaczymy teraz współrzędne punktów O i A. Środek krążka przemieścił się 
o rφ i jego współrzędne są równe:

x r y r
x r y

O O

O O

= =
= =

ϕ
ϕ   0

Prędkość punktu O jest równa:

v x yO O O
2 2 2= + 

v rO
2 2 2= ϕ

Współrzędne punktu A są równe:
x r r y r r
x r r y r

A A

A A

= + = +
= + = −

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕϕ ϕϕ

sin cos
cos sin    
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Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v r r rA
2 2 2

= +( ) + −( )  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕcos sin

v rA
2 2 2 2 2

1 2= + + +( )ϕ ϕ ϕ ϕcos cos sin

v rA
2 2 2
2 1= +( )ϕ ϕcos

Wstawiając do wzoru na energię kinetyczną, otrzymujemy:

T I Mv mvO O A= + +1

2

1

2

1

2

2 2 2ϕ

T Mr Mr m r= ⋅ + + +( )1

2

1

2

1

2

1

2
2 1

2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ ϕcos

T Mr mr= + +( )3

4
1

2 2 2 2 ϕ ϕ ϕcos

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału rów-
noległą do płaszczyzny, po której porusza się krążek, przechodzącą przez jego śro-
dek, czyli punkt O. Zatem energia potencjalna będzie równa tylko energii potencjal-
nej ciała punktowego, bo środek krążka będzie leżał na linii zerowego potencjału:

U = mgr cos φ

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszej współrzędnej uogólnionej:

d
dt

T T U Q∂
∂









 − ∂

∂
+ ∂

∂
=

ϕ ϕ ϕ ϕ

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= + +( )T Mr mr


 
ϕ

ϕ ϕ ϕ3

2
2 1

2 2 cos

d
dt

T Mr mr mr sin∂
∂









 = + +( ) −


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕϕ3

2
2 1 2

2 2 2 2cos

∂
∂

= −T mr
ϕ

ϕ ϕ2 2 sin

∂
∂

= −U mgr
ϕ

ϕsin
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Wyznaczmy jeszcze siłę uogólnioną, korzystając z zasady prac przygotowanych

δ δL t= ( )⋅F rO

rO = ( )r rϕ,

δ δϕrO = ( )r ,0

δ δϕ δϕL F t r F t r= ( )( ) ⋅( ) = ( ), ,0 0

Q F t rϕ = ( )

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, otrzymuje-
my po redukcji wyrazów podobnych równanie ruchu:

3

2
2 1

2 2 2 2Mr mr mr mgr F t r  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ +( )− − = ( )cos sin sin

Zadanie 4.3.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.2 korba AB ma długość 2l, masę  i jest 
połączona przegubowo z prętem BC również o długości 2l i masie m. Masa wodzika 
C wynosi 2m. Mechanizm porusza się pod wpływem siły F(t) przyłożonej do wodzi-
ka w punkcie C. Wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.2. Mechanizm do zadania 4.3

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.2 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Pręt AB wykonuje ruch obrotowy wokół punktu A, 
pręt BC wykonuje ruch płaski, natomiast wodzik C porusza się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta AB, pręta BC 
i energii kinetycznej wodzika C. Oznaczmy pręt AB jako (1), pręt BC jako (2) i wo-
dzik jako (3). Zatem:
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T T T T= + +
1 2 3

T IA1

21

2
= ϕ

T I mvS S2

2 21

2

1

2
= +ϕ

T mvC3

21

2
2= ⋅

Wyznaczymy momenty bezwładności prętów AB i BC odpowiednio wokół 
punktu A i punktu S:

I m l mlA = ( ) =1

3
2

4

3

2 2

I m l mlS = ( ) =1

12
2

1

3

2 2

Współrzędne punktu S są równe:

x l y l
x l y l

S S

S S

= =
= − =

3
3
cos sin

sin cos
ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ   

Prędkość punktu S jest równa:

v x yS S S
2 2 2= + 

v l lS
2

2 2

3= −( ) + ( )sin cosϕϕ ϕϕ 

v lS
2 2 2 2 2

9= +( )ϕ ϕ ϕsin cos

v lS
2 2 2 2

8 1= +( )ϕ ϕsin

Współrzędne punktu C są równe:
x l y
x l y

C S

C C

= =
= − ⋅ =
4 0

4 0

cos
sin

ϕ
ϕ ϕ  

Prędkość punktu C jest równa:

v x yC C C
2 2 2= + 

v lC
2

2

4= −( )sinϕϕ

v lC
2 2 2 2
16= sin ϕϕ
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Wstawiając wyliczone prędkości i momenty bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T I I mv mvA S S C= + + + ⋅1

2

1

2

1

2

1

2
2

2 2 2 2 ϕ ϕ

T ml ml m l m l= ⋅ + ⋅ + ⋅ +( ) + ⋅ ⋅1

2

4

3

1

2

1

3

1

2
8 1 16

2 2 2 2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin sin ϕ2

T ml ml= + ⋅4

3
20

2 2 2 2 2 ϕ ϕ ϕsin

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna  wodzika będzie równa zero, gdyż 
leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego mechanizmu bę-
dzie sumą energii potencjalnej ciężkości obu prętów.

U = mgl sin φ + mgl sin φ

U = 2mgl sin φ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L ml ml mgl= + −4

3
20 2

2 2 2 2 2 ϕ ϕ ϕ ϕsin sin

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszej współrzędnej uogólnionej:

d
dt

L L Q∂
∂









 − ∂

∂
=

ϕ ϕ ϕ

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= +L ml ml


 
ϕ

ϕ ϕ ϕ8

3
40

2 2 2sin

d
dt

L ml ml

ml

∂
∂









 = + +( )

=


 

ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ8

3
40 2

8

3

2 2 2 2

2

sin cos sin

++





+40 40 2
2 2 2 2ml mlsin sinϕ ϕϕϕ 

∂
∂

= − = −L ml mgl ml mgl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ40 2 20 2 2
2 2 2 2 sin cos cos sin cos
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Korzystając z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy siłę uogólnioną Qφ: 

δ δL t= ( )⋅F rC

rC = ( )4 0l cos ,ϕ

δ ϕδϕrC = −( )4 0l sin ,

δ ϕδϕ ϕδϕL F t l F t l= − ( )( ) ⋅ −( ) = ( ), sin , sin0 4 0 4

Q F t lϕ ϕ= ( )4 sin

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równanie ruchu:

8

3
40 20 2 2 4

2 2 2 2 2ml ml ml mgl F t l+





+ + = ( )sin sin cos sinϕ ϕ ϕϕ ϕ  ϕϕ

Zadanie 4.4.
Walec znajdujący się na poziomej płaszczyźnie o masie m i promieniu r jest połą-
czony z dwiema ścianami za pomocą sprężyn o sztywności k zamocowanych w od-
ległości d powyżej środka, jak przedstawiono rys. 4.3. Walec wykonuje drgania. Wy-
znaczyć równanie różniczkowe ruchu tego walca oraz częstość kołową tych drgań.

Rys. 4.3. Mechanizm do zadania 4.4

Rozwiązanie:
Przedstawiony układ ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem jedną współ-
rzędną uogólnioną φ. Można oczywiście przyjąć współrzędną uogólnioną x jako 
przemieszczenie środka walca. Walec wykonuje ruch płaski.

Energia kinetyczna walca, zgodnie z twierdzeniem Koeniga, jest sumą energii 
kinetycznej w ruchu obrotowym i energii kinetycznej związanej z prędkością środka 
masy, zatem:

T I mvO O= +1

2

1

2

2 2ϕ
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Moment bezwładności walca wokół punktu O jest równy:

I mrA = 1
2

2

W punkcie A znajduje się chwilowy środek obrotu walca, zatem prędkość punktu 
O jest równa:

v rO = ϕ

Wstawiając wyliczoną prędkość i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T mr mr mr= + =1

4

1

2

3

4

2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna walca będzie równa zero, gdyż 
leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego mechanizmu bę-
dzie sumą energii sprężystości.

U kx kxB C= +1

2

1

2

2 2

Współrzędne xB i xC wyznaczymy, korzystając z twierdzenia Pitagorasa:

x r r dB = + −ϕ 2 2

x r r dC = − −ϕ 2 2

Wstawiając do wzoru na energię kinetyczną, otrzymujemy:

U k r r d k r r d k r r d= + −( ) + − −( ) = + −( )1

2

1

2

1

2
2 2 2

2 2

2

2 2

2

2 2 2 2ϕ ϕ ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L mr kr kr kd= − − +3

4

2 2 2 2 2 2ϕ ϕ

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszej współrzędnej uogólnionej:

d
dt

L L Q∂
∂









 − ∂

∂
=

ϕ ϕ ϕ
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Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

=L mr



ϕ

ϕ3

2

2

d
dt

L mr∂
∂









 =




ϕ
ϕ3

2

2

∂
∂

= −L kr
ϕ

ϕ2 2

Na nasz walec działają tylko siły potencjalne, zatem współrzędna uogólniona Qφ 
będzie równa zeru.

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równanie ruchu:

3

2
2 0

2 2mr krϕ ϕ+ =

Aby wyznaczyć częstość drgań naszego walca, doprowadzimy powyższe równanie 
do postaci oscylatora harmonicznego ϕ ω ϕ+ =2

0 , dzieląc stronami przez 23
2

mr :

ϕ ω ϕ+ =2
0

Porównując, otrzymujemy:

ω2 4

3
= k

m

zatem, częstość drgań jest równa:

ω = 4

3

k
m

Zadanie 4.5.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.4 pręt AB o długości 2l i masie m 
jest połączony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu r i masie 2m, 
a w punkcie A z wodzikiem o masie m. Mechanizm porusza się pod wpływem 
siły F(t) przyłożonej w punkcie B. Wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu tego 
mechanizmu.
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Rys. 4.4. Mechanizm do zadania 4.5

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.4 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Pręt AB wykonuje ruch płaski wokół punktu S, 
walec porusza się również ruchem płaskim, natomiast wodzik A porusza się ruchem 
postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta AB, walca i ener-
gii kinetycznej wodzika A. Oznaczmy pręt AB jako (1), walec jako (2) i wodzik jako 
(3). Zatem:

T T T T= + +
1 2 3

T I mvS S1

2 21

2

1

2
= +ϕ

T I mvB k B2

2 21

2

1

2
2= + ⋅ϕ

T mvA3

21

2
=

Wyznaczymy momenty bezwładności pręta AB i walca odpowiednio wokół 
punktu S i punktu B:

I m l mlS = ( ) =1

12
2

1

3

2 2

I mr mrB = ⋅ =1

2
2

2 2

Współrzędne punktu A są równe:

x y l
x y l

A A

A A

= =
= = − ⋅
0 2

0 2

cos
sin

ϕ
ϕ ϕ  
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Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v lA
2 22= − ⋅( )sinϕ ϕ

v lA
2 2 2 2
4= ϕ ϕsin

Współrzędne punktu B są równe:
x l y
x l y

B B

B B

= =
= ⋅ =
2 0

2 0

sin
cos

ϕ
ϕ ϕ  

Prędkość punktu C jest równa:

v x yB B B
2 2 2= + 

v lB
2 22= ⋅( )cosϕ ϕ

v lB
2 2 2 2
4= ϕ ϕcos

Prędkość kątowa walca jest równa:

ϕk
Bv
r

=

ϕk
Bv

r
2

2

2=

Współrzędne punktu S są równe:
x l y l
x l y l

S S

S S

= =
= ⋅ = − ⋅

sin cos
cos sin

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ   

Prędkość punktu S jest równa:

v x yS S S
2 2 2= + 

v l lS
2 2 2= ⋅ + − ⋅( cos ) ( sin )ϕ ϕ ϕ ϕ 

v lS
2 2 2 2 2= +( )ϕ ϕ ϕsin cos

v lS
2 2 2= ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i momenty bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:
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T I mv I mv mvS S B k B A= + + + +1

2

1

2

1

2

1

2

2 2 2 2 2 ϕ ϕ

T ml ml mr
v
r

mv m lB
B= ⋅ + + ⋅ + + ⋅1

2

1

3

1

2

1

2

1

2
4

2 2 2 2 2

2

2

2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ ϕsin

T ml ml ml= + +2

3
2 6

2 2 2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

T ml ml co ml= + +( ) +2

3
2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin s cos

T ml ml= +8

3
4

2 2 2 2 2 ϕ ϕ ϕcos

Aby wyznaczyć energię potencjalną przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna walca będzie równa zero, gdyż 
leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego mechanizmu bę-
dzie sumą energii potencjalnej ciężkości pręta AB i wodzika A.

U mgy mgyA S= +

U mgl mgl= +2 cos cosϕ ϕ

U mgl= 3 cosϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L ml ml mgl= + −8

3
4 3

2 2 2 2 2 ϕ ϕ ϕ ϕcos cos

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszej współrzędnej uogólnionej:

d
dt

L L Q∂
∂








 −
∂
∂
=

ϕ ϕ ϕ

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= + ⋅L ml ml


 
ϕ

ϕ ϕ ϕ16

3
8

2 2 2cos
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d
dt

L ml ml∂
∂









 = + − ⋅ + ⋅( )

=


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ16

3
8 2

16

2 2 2 2cos sin cos

33
8 8 2

2 2 2 2 2ml ml ml+





− ⋅cos ϕ ϕ ϕϕ sin

∂
∂

= − + = − +L ml mgl ml mgl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ8 3 4 2 3
2 2 2 2 sin cos sin sin sin

Korzystając z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy siłę uogólnioną Qφ: 

δL = F(t) · δrB

rB = (2l sin φ, 0)

δrC = (2l cos φ δφ, 0)

δL = (–F(t), 0) · (2l cos φ · δφ, 0) = –2F(t)l cos φ δφ

Qφ = –F(t)l cos φ

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równanie ruchu:

16

3
8 4 2 3 2

2 2 2 2ml ml ml mg F t l+





− − = − ( )cos ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  sin sin cos

Zadanie 4.6.
Zębatka w kształcie walca o masie m i promieniu  porusza się między dwiema li-
stwami odpowiednio o masach m1 i m2. Listwy są zazębione z zębatką, jak pokazano 
na rys. 4.5. Listwa górna połączona jest ze ścianą za pomocą sprężyny o sztywności 
k, a do dolnej listwy została przyłożona siła P. Korzystając z równań Lagrange’a 
II rodzaju, zapisać równania ruchu mechanizmu.

Rys. 4.5. Mechanizm do zadania 4.6
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.5 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione x1, x2. Listwy wykonują ruch postępowy, a zębatka 
porusza się ruchem płaskim.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej zębatki i obu listew. 
Oznaczmy walec O (zębatkę) jako (1), listwę górną jako (2) i dolną jako (3). Zatem:

T T T T= + +
1 2 3

T I mvO1 0

2 21

2

1

2
= +ϕ

T m x
2 1 1

21

2
= 

T m x
3 2 2

21

2
= 

Moment bezwładności walca o środku O wokół jego środka jest równy:

I mrO = 1
2

2

Rys. 4.6. Zależności miedzy prędkościami poszczególnych punktów krążka

Korzystając z podobieństwa trójkątów przedstawionych na rys. 4.6, otrzymuje-
my podwójne równanie:

y
v

r y
v

r y
vO A B

= + = −

Z porównania wyrażenia drugiego i trzeciego możemy wyliczyć wartość y: 

y
r v v

v v
A B

A B

=
−( )

+

Porównując dwa pierwsze wyrażenia i wykorzystując wcześniej wyliczoną war-
tość,  wyznaczymy interesującą nas wielkość vO:
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yv v r yA O= +( )

rv v v
v v

v r
r v v

v v
A A B

A B
O

A B

A B

−( )
+

= +
−( )

+










v v vA B O− = 2

v
v v

O
A B=

−
2

Wiedząc, że 1Av x=   oraz 2Bv x=  , otrzymamy:

v
x x

O =
− 

1 2

2

W punkcie C znajduje się chwilowy środek obrotu walca, zatem możemy zapisać:

v yO = ϕ

Z tego równania wyznaczymy prędkość kątową walca:


 

ϕ =
+x x
r

1 2

2

Wstawiając wyliczone momenty bezwładności do wzoru na energię kinetyczną, 
otrzymujemy:

T I mv m x m xO= + + +1

2

1

2

1

2

1

2
0

2 2

1 1

2

2 2

2  ϕ

T mr
x x

r
m

x x
m x m= ⋅

+





 +

−





 + +1

2

1

2 2

1

2 2

1

2

1

2

2 1 2

2

1 2

2

1 1

2
   


22 2

2x

T mx mx x mx mx mx x mx= + + + − +

+

1

16

1

8

1

16

1

8

1

4

1

8

1

2

1

2

1 2 2

2

1

2

1 2 2

2       

mm x m x
1 1

2

2 2

21

2
 +

T mx mx x mx m x m x= − + + +3

16

1

8

3

16

1

2

1

2
1

2

1 2 2

2

1 1

2

2 2

2     

T m m x mx x m m x= +





− + +





3

16

1

2

1

8

3

16

1

2
1 1

2

1 2 2 2

2   
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Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna ciężkości walca o środku O będzie 
równa zero, gdyż leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego 
mechanizmu będzie sumą energii potencjalnej sprężystości oraz energii potencjalnej 
ciężkości obu listew.

U k x m gr m gr= ( ) + −1

2
1

2

1 2

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L m m x mx x m m x k x= +





− + +





− (3

16

1

2

1

8

3

16

1

2

1

2
1 1

2

1 2 2 2

2

1
    )) − +2

1 2
m gr m gr

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych x1, x2: 

d
dt

L
x

L
x

Qx
∂
∂









 − ∂

∂
=

1 1
1

d
dt

L
x

L
x

Qx
∂
∂









 − ∂

∂
=

2 2
2

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= +





−L
x

m m x mx


 
1

1 1 2

3

8

1

8

d
dt

L
x

m m mx x∂
∂









 = +





−


 
1

1 1 2

3

8

1

8

∂
∂

= −L
x

kx
1

1

∂
∂

= +





−L
x

m m x mx


 
2

2 2 1

3

8

1

8

d
dt

L
x

m m mxx∂
∂









 = +





−


 
2

2 2 1

3

8

1

8

∂
∂

=L
x
2

0
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Korzystając z zasady prac przygotowanych, wyznaczymy wartość siły uogólnio-
nej 

2xQ , gdyż 
1

0xQ = .

δ δL t= ( )⋅F rB

rB = ( )x
2
0,

δ δrB = ( )x
2
0,

δ δ δL F t x F t x= ( )( ) ⋅( ) = ( ), ,0 0
2 2

Q F tx2
= ( )

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy następujące równania ruchu:

3

8

1

8
0

1 1 2 1
m m x mx kx+





− + = 

3

8

1

8
2 2 1

m m x mx F t+





− = ( ) 

Zadanie 4.7.
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.7 przedstawia wahadło z elastycznym zawie-
szeniem. Wodzik o masie  zamocowany na sprężynie o stałej k może poruszać się 
w górę i w dół bez tarcia wzdłuż prowadnicy. Do wodzika przymocowana jest linka 
o długości l i zawieszone na niej ciało punktowe o masie m. Długość sprężyny nieod-
kształconej wynosi y0. Wyznaczyć równania różniczkowe ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.7. Mechanizm do zadania 4.7
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.7 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione y, φ. 

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej wodzika A i masy B. 
Oznaczmy wodzik A jako (1), a masę B jako (2). Zatem:

T = T1 + T2

T mvA1

21

2
=

T mvB2

21

2
=

Współrzędne punktu A są równe:
x y y
x y y

A A

A A

= =
= =

0
0  

Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v yA
2 2= 

Współrzędne punktu B są równe:

x l y y l
x l y y l

B B

B B

= = +
= ⋅ = − ⋅

sin cos
cos sin

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ    

Prędkość punktu B jest równa:

v x yB B B
2 2 2= + 

v l y lB
2 2 2= ⋅( ) + − ⋅( )cos sinϕ ϕ ϕ ϕ  

v y l lyB
2 2 2 2 2= + − ⋅   ϕ ϕ ϕsin

Wstawiając wyliczone prędkości do wzoru na energię kinetyczną, otrzymujemy:

T mv mvA B= +1

2

1

2

2 2

T my m y l ly= + + − ⋅( )1

2

1

2
2

2 2 2 2    ϕ ϕ ϕsin

T my ml mly= + − ⋅   2 2 21

2
ϕ ϕ ϕsin
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Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą równolegle do osi x przez sprężynę. Energia potencjalna naszego mecha-
nizmu będzie sumą energii potencjalnej ciężkości wodzika i masy B oraz energii 
potencjalnej sprężystości.

U mgy mg y l k y y= − − +( ) + −( )cosϕ 1

2
0

2

U mgy mgl k y y= − − + −( )2
1

2
0

2cosϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L my ml mly mgy mgl k y y= + − ⋅ + + − −( )   2 2 2

0

21

2
2

1

2
ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych:

d
dt

L L Q∂
∂








 −
∂
∂
=

ϕ ϕ ϕ

d
dt

L
y

L
y

Qy
∂
∂








 −
∂
∂
=



Na nasz układ działają tylko siły potencjalne, zatem wszystkie siły uogólnione 
Qy, Qφ będą równe zero.

Obliczymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= −L ml mly


 
ϕ

ϕ ϕ2 sin

d
dt

L ml ml y y ml mly∂
∂









 = − −( ) = −


    

ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕ2 2sin cos sinϕϕ ϕϕ+ mly cos

∂
∂

= − ⋅ −L mly mgl
ϕ

ϕ ϕ ϕ cos sin

∂
∂

= − ⋅L
y

my ml


 2 sinϕ ϕ

d
dt

L
y

my ml∂
∂








 = − ⋅ + ⋅


  2 2(cos sin )ϕ ϕ ϕ ϕ

∂
∂

= − −( )L
y

mg k y y2
1

2
0
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Wstawiając otrzymane wartości do równań Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równania ruchu:

l y y g   ϕ ϕ ϕϕ ϕ− + + =sin cos sin2 0

2 2
1

2
0

2

0
my ml mg k y y − ⋅ + ⋅( ) − + −( ) =cos sinϕ ϕ ϕ ϕ

Zadanie 4.8.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 4.8 składający się z dwóch prętów AB 
i BD o długości 2l i masie m, połączonych z jednej strony przegubowo w punkcie 
B, a z drugiej strony z walcem o promieniu r i masie m, odpowiednio w punktach A 
i D. Zaniedbujemy siły tarcia zapewniające toczenie. Środki prętów łączy sprężyna 
o sztywności k. Mechanizm porusza się pod wpływem siły F(t) przyłożonej w punk-
cie B oraz przyłożonego momentu M do walca o środku w punkcie A. Wyznaczyć 
różniczkowe równanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.8. Mechanizm do zadania 4.8

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.8 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione x, φ. Pręty AB i BD wykonują ruch płaski, walce po-
ruszają się również ruchem płaskim.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej prętów AB i BD oraz 
walców o środku w punkcie A i punkcie D. Oznaczmy walec A jako (1) pręt AB jako 
(2), pręt BD jako (3) i walec D jako (4). Zatem:

T = T1 + T2 + T3 + T4

T I mvA A A1

2 21

2

1

2
= +ϕ
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T I mvS S2

2 21

2

1

2
= +ϕ

T I mvC C3

2 21

2

1

2
= +ϕ

T I mvD D D4

2 21

2

1

2
= +ϕ

Wyznaczymy momenty bezwładności prętów AB, BD i walców A i D:

I I m l mlS C= = ( ) =1

12
2

1

3

2 2

I I mrA D= = 1
2

2

Prędkości kątowe  ϕ ϕA Di  są równe:




ϕA
Ax

r
=




ϕD
Dx
r

=

Współrzędne punktu A są równe:

x x y
x x y

A A

A A

= =
= =

0
0  

Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v xA
2 2= 

Współrzędne punktu S są równe:

x x l y l
x x l y l

S S

S S

= + =
= + = −

sin cos
cos sin
ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ    

Prędkość punktu S jest równa:

v x yS S S
2 2 2= + 

v x l lS
2 2 2
= +( ) + −( )  cos sinϕϕ ϕϕ
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v x lx l lS
2 2 2 2 2 2 2 22= + + +    cos cos sinϕϕ ϕϕ ϕϕ

v x lx lS
2 2 2 22= + +   cosϕϕ ϕ

Współrzędne punktu C są równe:

x x l y l
x x l y l

C C

C C

= + =
= + = −

3
3

sin cos
cos sin
ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ    

Prędkość punktu C jest równa:

v x yC C C
2 2 2= + 

v x l lC
2

2 2

3= +( ) + −( )  cos sinϕϕ ϕϕ

v x lx l lC
2 2 2 2 2 2 2 2

6 9= + + +    cos cos sinϕϕ ϕϕ ϕϕ

v x lx l l lC
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

6 8= + + + +     cos cos cos sinϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ

v x lx l lC
2 2 2 2 2 2 2

6 8= + + +    cos cosϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

Współrzędne punktu D są równe:
x x l y
x x l y

D D

D D

= + =
= + =

4 0

4 0

sin
cos
ϕ
ϕϕ   

Prędkość punktu D jest równa:

v x yD D D
2 2 2= + 

v x lD
2

2

4= +( ) cosϕϕ

v x lx lD
2 2 2 2 2

8 16= + +   cos cosϕϕ ϕϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i momenty bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T I mv I mv I mv IA A A S S C C D D= + + + + + + +1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

12 2 2 2 2 2 2   ϕ ϕ ϕ ϕ
22

2mvD

T mr x
r

mx ml m x lx l= + + + + +( )1

2

1

2

1

2

1

2

1

3

1

2
2

2

2

2

2 2 2 2 2 2


     ϕ ϕϕ ϕcos ++

+ + + + +( )+

+

1

2

1

3

1

2
6 8

1

2

1

2

2 2 2 2 2 2 2 2ml m x lx l l

m

     ϕ ϕϕ ϕϕ ϕcos cos

rr
x
r

mxD
D

2

2

2

21

2


+
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T mx ml mx mlx ml ml

m

= + + + + + +

+

3

4

1

6

1

2

1

2

1

6

1

2

2 2 2 2 2 2 2 2      ϕ ϕϕ ϕ ϕcos

     x mlx ml ml mxD
2 2 2 2 2 2 2
3 4

1

2

3

4
+ + + +cos cosϕϕ ϕϕ ϕ

T mx ml mlx ml

m x lx

= + + + +

+ +

7

4

4

3
4 4

3

4
8

2 2 2 2 2 2

2

    

 

ϕ ϕϕ ϕϕcos cos

cosϕϕϕ ϕϕ +( )16
2 2 2l cos

T mx ml mlx ml= + + +5

2

4

3
10 16

2 2 2 2 2 2    ϕ ϕϕ ϕϕcos cos

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi. Zatem energia potencjalna obu walców będzie równa zeru, gdyż 
leżą one na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego mechanizmu bę-
dzie sumą energii potencjalnej ciężkości obu prętów oraz energii sprężystości.

U k x x mgy mgyC S S C= −( ) + +1

2

2

U k x l x l mgl mgl= + − −( ) + +1

2
3

2sin sin cos cosϕ ϕ ϕ ϕ

U kl mgl= +2 22 2sin cosϕ ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L mx ml mlx ml kl mg= + + + − −5

2

4

3
10 16 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2    ϕ ϕϕ ϕϕ ϕcos cos sin ll cosϕ

Zapiszemy równania Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych:

d
dt

L L Q∂
∂








 −
∂
∂
=

ϕ ϕ ϕ

d
dt

L
x

L
x

Qx
∂
∂







− ∂
∂

=


Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂
= + +L ml mlx ml


  

ϕ
ϕ ϕ ϕϕ8

3
10 32

2 2 2cos cos
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d
dt

L ml ml x x

ml

∂
∂








 = + −( )
+ −


  

ϕ
ϕ ϕ ϕϕ

ϕ

8

3
10

32 2

2

2

cos sin

sin ccos cos

cos cos

ϕϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

 

 

2 2

2 2
8

1

3
4 10 10

+( ) =
= +




+ −ml mlx mmlx

ml ml

 

 

ϕ ϕ

ϕϕ ϕϕ

sin

sin cos− +32 2 32
2 2 2 2

∂
∂
= − − − + =L mlx ml kl mgl

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ10 32 4 2

2 2 2  sin sin cos sin cos sin

== − − − +10 16 2 2 2 2
2 2 2mlx ml kl mgl  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin sin sin sin

∂
∂
= +L

x
mx ml


 5 10 cosϕ ϕ

d
dt

L
x

mx ml

m mlx

∂
∂





= + − +( ) =
= −






 5 10

5 10

2sin cos

sin

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕ 2
10+ ml cos

∂
∂

=L
x

0

Korzystając z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy siłę uogólnioną Qφ i Qx: 

δ δϕ δL M t= + ( )⋅F rB

rB = +( )x l l2 2sin , cosϕ ϕ

δ δ ϕ δϕ ϕ δϕrC = + −( )x l l2 2cos , sin

δ δϕ δ ϕδϕ ϕδϕ

δ ϕ

L M F t x l l

x M F t l

= + − ( )( ) ⋅ + −( ) =
= + + ( )

0 2 2

0 2

, cos , sin

sin(( )δϕ
Q M F t lϕ ϕ= + ( )2 sin

Qx = 0

Wstawiając otrzymane wartości do równań Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równania ruchu:

8
1

3
8 10 16 2 2 2

2 2 2 2 2ml mlx ml kl  ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ+




+ − +cos cos sin sin −− =

= + ( )

2

2

mgl

M F t l

sin

sin

ϕ

ϕ

 

5 10 0
2mx ml ml  − + =sin cosϕ ϕ ϕ ϕ
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Zadanie 4.9.
Wewnątrz platformy o masie 4m, przymocowanej z obu stron do ściany za pomocą 
sprężyn o stałych sprężystości k, znajduje się cylindryczne wgłębienie o promieniu 
R. Wewnątrz tego wgłębienia porusza się walec o masie m i promieniu r. Mechanizm 
ten przedstawiono na rys. 4.9. Stosując równania Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć 
różniczkowe równania ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.9. Mechanizm do zadania 4.9

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.9 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione x, φ, gdzie φ – kąt obrotu walca wokół punktu C. Wa-
lec wykonuje ruch złożony po powierzchni cylindrycznej platformy o promieniu R, 
a platforma porusza się ruchem postępowym.

Oznaczmy przez  kąt obrotu walca wokół swojego środka, czyli punktu A. Ko-
rzystając z zależności między drogą, która w naszym przypadku jest łukiem BD, 
a kątami α i φ, mamy:

BD = φR = αr

α ϕ= R
r

 α ϕ= R
r

 α ϕ= R
r

Walec posiada dwie prędkości kątowe, zatem kąt obrotu jest równy α – φ. Z tej 
informacji skorzystamy, zapisując energię kinetyczną walca w ruchu obrotowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej walca i platformy. 
Oznaczmy walec jako (1) i platformę jako (2), zatem:

T = T1 + T2

T mx
1

21

2
4= ⋅ 
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T I mvA A1

2 21

2

1

2
= −( ) + α ϕ

Moment bezwładności walca wokół punktu A jest równy:

I mrA = 1
2

2

Współrzędne punktu A są równe:

x x R r y R R r
x x R r y R r

A A

A A

= + −( ) = − −( )
= + −( ) = −( )

sin cos
cos sin
ϕ ϕ
ϕ ϕ    ϕϕ ϕ

Prędkość punktu S jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v x R r R rA
2 2 2
= + −( )( ) + −( )( )  cos sinϕ ϕ ϕ ϕ

v x R r x R rA
2 2 2 22= + −( ) + −( )   ϕ ϕ ϕcos

Wstawiając wyliczoną prędkość i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T mx I mvA A= + −( ) +1

2
4

1

2

1

2

2 2 2  α ϕ

T mx mr R
r

m x R r x R r= + −





+ + −( ) + −( )2
1

4

1

2
2

2 2

2

2 2

      ϕ ϕ ϕ ϕ ϕcos 22( )
T mx m R r m R r x= + −( ) + −( )5

2

3

4

2 2 2   ϕ ϕ ϕcos

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna platformy będzie równa zero, 
gdyż jej środek (przyjmujemy w punkcie B) leży na linii zerowego potencjału. Ener-
gia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą energii potencjalnej ciężkości 
walca i energii sprężystości.

U kx kx mg R R r= + + − −( )( )1

2

1

2

2 2 cosϕ

U kx mgR mg R r= + − −( )2 cosϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:
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L = T – U

L mx m R r m R r x kx mgR mg R r= + −( ) + −( ) − − + −( )5

2

3

4

2 2 2 2   ϕ ϕ ϕ ϕcos cos

Zapiszemy równania Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych:
d
dt

L L Q∂
∂








 −
∂
∂
=

ϕ ϕ ϕ

d
dt

L
x

L
x

Qx
∂
∂





− ∂
∂
=



Na nasz układ działają tylko siły potencjalne, zatem wszystkie siły uogólnione 
Qx, Qφ będą równe zero.

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= −( ) + −( )L m R r m R r x


 
ϕ

ϕ ϕ3

2

2 cos

d
dt

L m R r m R r x x

m R

∂
∂








 = −( ) + −( ) −( ) =

=


  

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ3

2

3

2

2 cos sin

−−( ) + −( ) − −( )r m R r x m R r x2

   ϕ ϕ ϕ ϕcos sin

∂
∂

= − −( ) − −( )L m R r x mg R r
ϕ

ϕ ϕ ϕ  sin sin

∂
∂

= + −( )L
x

mx m R r


 5 ϕ ϕcos

d
dt

L
x

mx m R r

mx m R r

∂
∂







= + −( ) −( ) =

= + −( )


 



5

5

2ϕ ϕ ϕ ϕcos sin

 ϕ ϕ ϕ ϕcos sin− −( )m R r 2

∂
∂

= −L
x

kx2

Wstawiając otrzymane wartości do równań Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równania ruchu:

3

2
0

2m R r m R r x mg R r−( ) + −( ) + −( ) = ϕ ϕ ϕcos sin

5 2 0
2mx m R r m R r kx  + −( ) − −( ) + =ϕ ϕ ϕ ϕcos sin
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Zadanie 4.10.
Na rys. 4.10 przedstawiono mechanizm składający się z dwóch jednorodnych wal-
ców połączonych sprężynami i tłumikiem. Pierwszy o środku A, masie m i promie-
niu r połączony jest sprężyną o sztywności k1 oraz tłumikiem o współczynniku tłu-
mienia α ze ścianą i sprężyną o sztywności k2 z jednorodnym walcem o środku E, 
masie 2m i promieniu R. Drugi walec dodatkowo jest połączony sprężyną o sztyw-
ności k3 ze ścianą. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, zapisać równania 
ruchu mechanizmu.

Rys. 4.10. Mechanizm do zadania 4.10

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.10 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione φ1, φ2. Walce wykonują ruch obrotowy odpowiednio 
wokół punktu A i punktu E.

Moment bezwładności walca o środku A wokół jego środka jest równy:

I mrA = 1
2

2

Moment bezwładności walca o środku E wokół jego środka jest równy:

IE = mR2

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej obu walców. Oznaczmy 
walec A jako (1) i walec o środku B jako (2). Zatem:

T = T1 + T2

T I mr mrA1 1

2 2

1

2 2

1

21

2

1

2

1

2

1

4
= = =  ϕ ϕ ϕ

T I mRE2 2

2 2

2

21

2

1

2
= = ϕ ϕ
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Wstawiając wyliczone momenty bezwładności do wzoru na energię kinetyczną, 
otrzymujemy:

T mr mR= +1

4

1

2

2

1

2 2

2

2 ϕ ϕ

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna ciężkości walca o środku A będzie 
równa zero, gdyż leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego 
mechanizmu będzie sumą energii potencjalnej sprężystości oraz energii potencjalnej 
ciężkości walca o środku w punkcie E.

U k x k x x k x mg R rB C D F= ( ) + −( ) + ( ) − +( )1

2

1

2

1

2
2

1

2

2

2

3

2

U k r k r R k R mg R r= ( ) + −( ) + ( ) − +( )1

2

1

2

1

2
2

1 1

2

2 1 2

2

3 2

2ϕ ϕ ϕ ϕ

Funkcja dyssypacji energii jest równa:

D r= ( )1

2
1

2α ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L mr mR k r k r R k R= + − ( ) − −( ) − ( )1

4

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2 2

2

2

1 1

2

2 1 2

2

3 2

2

 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

++ +( )2mg R r

Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych, 
przyjmując od razu siły uogólnione równe zero, gdyż na nasz układ działają tylko 
siły potencjalne:

d
dt

L L D∂
∂








 −
∂
∂

+ ∂
∂

=
 ϕ ϕ ϕ
1 1 1

0

d
dt

L L D∂
∂








 −

∂
∂

+ ∂
∂

=
 ϕ ϕ ϕ
2 2 2

0

Obliczymy poszczególne pochodne:

∂
∂

=L mr



ϕ

ϕ
1

2

1

1

2
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d
dt

l mr∂
∂








 =




ϕ
ϕ

1

2

1

1

2

∂
∂

= − − −( ) = − +( ) +L k r k r R r r k k k Rr
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
1

1

2

1 2 1 2

2

1 1 2 2 2

∂
∂

=D r



ϕ

α ϕ
1

2

1

∂
∂

=L mR



ϕ

ϕ
2

2
2

d
dt

L mR∂
∂









 =




ϕ
ϕ

2

2
2

∂
∂

= − −( ) −( ) − ( ) = − +( )L k r R R k R R k Rr R k k
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
2

2 1 2 3 2 2 1

2

2 2 3

∂
∂

=D
ϕ
2

0

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy następujące równania ruchu:

1

2
0

2

1

2

1 1 2 2 2

2

1
mr r k k k Rr r ϕ ϕ ϕ α ϕ+ +( ) − + =

mR k Rr R k k2

2 2 1

2

2 2 3
0ϕ ϕ ϕ− + +( ) =

Zadanie 4.11.
Jednorodny walec o środku B, masie m i promieniu r połączony jest z jednorodnym 
współśrodkowym walcem o środku C, momencie bezwładności względem środka 
C równym 25

2CI mr=  i wodzikiem A o masie  za pomocą sprężyn o sztywnościach 

odpowiednio k1, k2. Do walca o środku C dołączona jest sprężynka o sztywności k3 
i tłumik o współczynniku tłumienia α. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, 
zapisać równania ruchu układu przedstawionego na rys. 4.11.
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Rys. 4.11. Mechanizm do zadania 4.11

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.11 ma trzy stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
trzy współrzędne uogólnione φ1, φ2, x. Walce wykonują ruch obrotowy odpowiednio 
wokół punktu B i C, zaś wodzik A porusza się ruchem postępowym wzdłuż osi x. 

Moment bezwładności walca o środku B wokół jego środka jest równy:

I mrB = 1
2

2

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej obu walców i energii ki-
netycznej wodzika A. Oznaczmy wodzik A jako (1), walec o środku B jako (2) oraz 
walec o środku C jako (3). Zatem:

T T T T= + +
1 2 3

T mx
1

21

2
= 

T I mr mrB2 1

2 2

1

2 2

1

21

2

1

2

1

2

1

4
= = =  ϕ ϕ ϕ

T I mr mrC3

2

2

2 2

2

2

2

21

2

1

2

5

2

5

4
= = =  ϕ ϕ ϕ

Wstawiając wyliczone momenty bezwładności do wzoru na energię kinetyczną, 
otrzymujemy:

T mx mr mr= + +1

2

1

4

5

4

2 2

1

2 2

2

2  ϕ ϕ
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Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą przez punkt B. Zatem energia potencjalna ciężkości walca o środku B 
będzie równa zero, gdyż leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjal-
na naszego mechanizmu będzie sumą energii potencjalnej sprężystości obu walców 
oraz energii potencjalnej ciężkości walca o środku w punkcie C i wodzika A.

U k x r k r r k r mgr mg l x= −( ) + −( ) + ( ) − − +( )1

2

1

2
2

1

2
2 2

1 1

2

2 1 2

2

3 2

2ϕ ϕ ϕ ϕ

gdzie l – odległość punktu A od linii zerowego potencjału w chwili początkowej.
Funkcja dyssypacji energii jest równa:

D r= ( )1

2
2

2α ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L mx mr mr k x r k r r= + + − −( ) − −( )

−

1

2

1

4

5

4

1

2

1

2
2

2 2

1

2 2

2

2

1 1

2

2 1 2

2

  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

11

2
2 2

3 2

2k r mgr mg l xϕ( ) + + +( )
Zapiszemy równanie Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych:

d
dt

L
x

L
x

D
x

Qx
∂
∂





− ∂
∂
+ ∂
∂
=

 

d
dt

L L D Q∂
∂








 −

∂
∂

+ ∂
∂

=
 ϕ ϕ ϕ ϕ

2 2 2
2

d
dt

L L D Q∂
∂








 −

∂
∂

+ ∂
∂

=
 ϕ ϕ ϕ ϕ

2 2 2
2

Na nasz układ działają tylko siły potencjalne, zatem wszystkie siły uogólnione 
Qx, 1öQ , 

2öQ , będą równe zeru.
Obliczymy poszczególne pochodne:

∂
∂

=L
x

mx




d
dt

L
x

mx∂
∂







=



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∂
∂

= − −( ) +L
x

k x r mg1 1ϕ

∂
∂

=D
x

0

∂
∂

=L mr



ϕ

ϕ
1

2

1

1

2

d
dt

L mr∂
∂









 =




ϕ
ϕ

1

2

1

1

2

∂
∂

= − −( ) −( ) − −( ) =

= − +( ) +

L k x r r k r r r

k rx k k r k r
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ
1

1 1 2 1 2

1 1 2

2

1 2

2

2

2 ϕϕ
2

∂
∂

=D
ϕ
1

0

∂
∂

=L mr



ϕ

ϕ
2

2

2

5

2

d
dt

L mr∂
∂









 =




ϕ
ϕ

2

2

2

5

2

∂
∂

= − −( ) −( ) − ( ) = − +( )L k r r r k r r k r k k r
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
2

2 1 2 3 2 2

2

1 2 3

2

2
2 2 2 2 2 4

∂
∂

=D r



ϕ

α ϕ
2

2
2

Wstawiając otrzymane wartości do równania Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy następujące równania ruchu:

mx k x r mg+ −( ) − =
1 1

0ϕ

1

2
2 0

2

1 1 1 2

2

1 2

2

2
mr k rx k k r k rϕ ϕ ϕ− + +( ) − =

5

2
2 4 0

2

2 2

2

1 2 3

2

2

2

2
mr k r k k r r ϕ ϕ ϕ α ϕ− + +( ) + =
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Zadanie 4.12.
Masa m zawieszona jest na sprężynie o stałej sprężystości k, długość nieodkształ-
conej sprężyny wynosi d. Masa ta wykonuje oprócz podłużnych drgań ruch waha-
dłowy. Sprężyna przymocowana jest do klocka o masie 3m, który może wykonywać 
ruch postępowy pod wpływem przyłożonej siły F(t). Korzystając z równań Lagran-
ge’a II rodzaju, zapisać różniczkowe równania ruchu dla mechanizmu przedstawio-
nego na rys. 4.12.

Rys. 4.12. Mechanizm do zadania 4.12

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.12 ma trzy stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
trzy współrzędne uogólnione φ, x, z. 

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej klocka A i masy punkto-
wej B. Oznaczmy klocek A jako (1) i masę B jako (2). Zatem:

T = T1 + T2

T mvA1

21

2
3=

T mvB2

21

2
=

Współrzędne punktu A są równe:

x x y
x x y

A s

A A

= =
= =

0
0  

Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v xA
2 2= 
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Współrzędne punktu B są równe:

x x z y z
x x z z y z z

B B

B B

= + =
= + + = −

sin cos
sin cos cos sin
ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ      

Prędkość punktu B jest równa:

v x yB B B
2 2 2= + 

v x z z z zB
2 2 2
= + +( ) + −( )    sin cos cos sinϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

v x z z xz xzB
2 2 2 2 2 2 2= + + + +      ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

Wstawiając wyliczone prędkości do wzoru na energię kinetyczną, otrzymujemy:

T mv mvA B= +3

2

1

2

2 2

T mx m x z z xz xz= + + + + +( )3

2

1

2
2 2

2 2 2 2 2       ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

T mx mz mz mxz mxz= + + + +2
1

2

1

2

2 2 2 2      ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi x. Zatem energia potencjalna klocka A będzie równa zero, gdyż 
leży on na linii zerowego potencjału. Energia potencjalna naszego mechanizmu bę-
dzie sumą energii potencjalnej ciężkości masy B i energii potencjalnej sprężystości.

U mgy k z dB= − + −( )1

2

2

U mgz k z d= − + −( )cosϕ 1

2

2

Potencjał kinetyczny jest równy:

L = T – U

L mx mz mz mxz mxz mgz

k z

= + + + + +

− −

2
1

2

1

2

1

2

2 2 2 2      ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin cos cos

dd( )2



133

4.5. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Zapiszemy równania Lagrange’a dla naszych współrzędnych uogólnionych:

d
dt

L L Q∂
∂








 −
∂
∂
=

ϕ ϕ ϕ

d
dt

L
x

L
x

Qx
∂
∂





− ∂
∂
=



d
dt

L
z

L
z

Qz
∂
∂





− ∂
∂
=



Obliczymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= +L mz mxz


 
ϕ

ϕ ϕ2 cos

d
dt

L m zz z m xz xz xz∂
∂








 = +( )+ + −


      

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ2 2 cos cos sin ϕϕ( )

∂
∂
= − −L mxz mxz mgz

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ   cos sin sin

∂
∂
= + +L

x
mx mz mz


  4 sin cosϕ ϕ ϕ

d
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∂
∂

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
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z
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∂

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
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Korzystając z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy siłę uogólnioną Qx:  

δL = F(t) · δrA

rA = (x, 0)

δrA = (δx, 0)

δL = (F(t), 0) · (δx, 0) = F(t) δx

Qx = F(t)

Wstawiając otrzymane wartości do równań Lagrange’a II rodzaju, po redukcji 
wyrazów podobnych, otrzymujemy równania ruchu:

2 0
2zz z xz gz   ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + =cos sin

m x z z z z F t4 2
2    + + ⋅ − +( ) = ( )sin cos sin cosϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ

m z x z g k z d  + − −( ) + −( ) =sin cosϕ ϕ ϕ2
0

4.5. ZADANIA DO ROZWIĄZANIA

Zadanie 4.13.
Końce pręta AB o masie m i długości 2l połączone są suwakami o masie m. Do su-
waka B zamocowano sprężynę o współczynniku sztywności k, jak pokazano na rys. 
4.13. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równa-
nie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.13. Mechanizm do zadania 4.13
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Zadanie 4.14.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.14 pręt AB o długości 2l i masie m jest 
połączony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu r i masie 2m, a w punk-
cie A ze sprężyną o współczynniku sztywności k. Sprężyna może wykonywać ruch 
tylko w pionie. Wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.14. Mechanizm do zadania 4.14

Zadanie 4.15.
Do pręta OC o masie m i długości 4l zamocowanego na podporze stałej przegubowej 
dołączono sprężynę o współczynniku sztywności k, tłumik o współczynniku tłumie-
nia α oraz masę m, jak na rys. 4.15. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, 
wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.15. Mechanizm do zadania 4.15

Zadanie 4.16.
Po nieruchomym krążku o promieniu R, zamocowanym w punkcie A może toczyć 
się bez poślizgu drugi krążek o masie m1 i promieniu r. Krążki połączone są prętem 
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AB o masie m2, do którego przyłożony jest moment M. Korzystając z równań La-
grange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu mechanizmu przedsta-
wionego na rys. 4.16.

Rys. 4.16. Mechanizm do zadania 4.16

Zadanie 4.17.
Walec współśrodkowy o środku O, masie m1, momencie bezwładności I1, promieniu 
wewnętrznym r i zewnętrznym R znajduje się na gładkiej powierzchni, jak na rys. 
4.17. Walec połączony jest za pomocą sprężyn o współczynnikach sztywności k1, k2, 
k3 ze ścianą oraz z prętem o masie m2, który może wykonywać tylko ruch postępowy. 
Mechanizm wprawiany jest w ruch za pomocą siły F(t) przyłożonej do pręta. Ko-
rzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu 
tego mechanizmu.

Rys. 4.17. Mechanizm do zadania 4.17

Zadanie 4.18.
Na wózku o masie m2 = 2m umieszczono walec o masie m i promieniu r, który 
połączono z wózkiem za pomocą sprężyny o współczynniku sztywności k2 i tłumi-
ka o współczynniku tłumienia α2. Wózek połączono ze ścianą za pomocą sprężyny 
o współczynniku sztywności k1 i tłumika o współczynniku tłumienia α1, jak poka-
zano na rys. 4.18. Zakładamy brak tarcia między walcem i wózkiem oraz wózkiem 
a podłożem oraz toczenie bez poślizgu. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, 
wyznaczyć różniczkowe równanie ruchu tego mechanizmu.
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Rys. 4.18. Mechanizm do zadania 4.18

Zadanie 4.19.
Jednorodny krążek o masie m i promieniu r zamocowany jest na podporze stałej 
przegubowej w punkcie O, jak na rys. 4.19. Krążek połączony jest przegubowo 
z jednorodnym prętem o masie 2m i długości 2l, którego koniec przymocowany jest 
do sprężyny o współczynniku sztywności k, która może rozciągać się tylko w pio-
nie. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równania 
ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.19. Mechanizm do zadania 4.19

Zadanie 4.20.
Jednorodny walec o masie 2m i promieniu r toczy się między płaszczyzną a prętem 
o masie m, który może poruszać się poziomo. Walec połączony jest przegubowo 
z jednorodnym prętem o masie m i długości 4r, który przymocowany jest do spręży-
ny o współczynniku sztywności k oraz do tłumika o współczynniku tłumienia α, jak 
na rys. 4.20. Układ porusza się pod wpływem siły P przyłożonej do belki pod kątem 
β. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równania 
ruchu tego mechanizmu.



138

IV. RÓWNANIA LAGRANGE’A

Rys. 4.20. Mechanizm do zadania 4.20

Zadanie 4.21.
Belka AB o masie 4m i długości 2l oparta jest o gładką powierzchnię. W środku belki 
zamocowano, jak pokazano na rys. 4.21, wahadło matematyczne o masie m. Korzystając 
z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równania ruchu układu ciał.

Rys. 4.21. Mechanizm do zadania 4.21

Zadanie 4.22.
Po klinie o masie m1 = 12m, kącie nachylenia α i wysokości h poruszającym się po 
gładkiej powierzchni stacza się bez poślizgu jednorodny walec o masie m i promie-
niu r. Korzystając z równań Lagrange’a II rodzaju, wyznaczyć różniczkowe równa-
nia ruchu tego mechanizmu, przedstawionego na rys. 4.22.

Rys. 4.22. Mechanizm do zadnia 4.22
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5.1. RÓWNOWAGA W ZACHOWAWCZYM POLU SIŁ

Rozważmy układ materialny poddany więzom idealnym, który znajduje się w zacho-
wawczym polu sił. Składowe siły Pi przyłożonej do punktu Ai(xi, yi, zi) możemy wyrazić 
jako pochodne energii potencjalnej po odpowiednich współrzędnych prostokątnych:

P U
xix

i

= − ∂
∂

P U
yiy

i

= − ∂
∂

P U
ziz

i

= − ∂
∂

Załóżmy, że położenie rozważanego układu można określić za pomocą współ-
rzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs. Podstawiając składowe siły Pi do wzoru na siłę 
uogólnioną, otrzymujemy:
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∂
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∂
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
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 = …j s1 2, , , 	 (5.1)

Wiemy, że dla układu nieswobodnego znajdującego się w zachowawczym polu 
sił w położeniu równowagi wszystkie siły uogólnione muszą być równe zeru, zatem:

	

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

=U
q

U
q

U
qs1 2

0 0 0, , ... 	 (5.2)

Otrzymane warunki są jednocześnie warunkami występowania ekstremum funk-
cji U(q1, q2, …, qs), czyli funkcji energii potencjalnej, zależnej od współrzędnych 
uogólnionych.
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Układ materialny w zachowawczym polu sił, poddany więzom idealnym 
znajduje się w położeniu równowagi, gdy energia potencjalna tego układu speł-
nia warunki konieczne do istnienia ekstremum, czyli:

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

=U
q

U
q

U
qs1 2

0 0 0, , ...

5.2. RODZAJE RÓWNOWAGI

Jeżeli ciało znajduje się w położeniu równowagi, w którym energia osiąga mini-
mum, to wychylone nieznacznie z położenia równowagi zacznie wykonywać małe 
drgania, które będą tym mniejsze, im mniejsze było wychylenie początkowe. Tego 
rodzaju równowaga nosi nazwę równowagi stałej.

Jeżeli ciało znajduje się w położeniu równowagi, w którym energia osiąga mak-
simum, to wychylone nieznacznie z położenia równowagi samoczynnie pogłębi to 
wychylenie (nie wystąpią drgania). Tego rodzaju równowaga nosi nazwę równowa-
gi niestałej (chwiejnej).

Jeżeli energia potencjalna ciała ma taką samą wartość we wszystkich położe-
niach, a przy wychyleniu z położenia równowagi energia potencjalna się nie zmie-
nia, to taki rodzaj równowagi nazywamy równowagą obojętną.

5.3. ZASADA DIRICHLETA

Zasadę Dirichleta możemy sformułować następująco:
Układ materialny w zachowawczym polu sił, poddany więzom idealnym, 

znajduje się w położeniu równowagi stałej, gdy energia potencjalna tego ukła-
du osiąga minimum.

Dla układu o jednym stopniu swobody kryterium to przyjmie postać:
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2
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Dla układu o dwóch stopniach swobody kryterium to przyjmie postać:
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Rys. 5.1. Graficzna interpretacja równowagi

5.4. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

Zadanie 5.1.
Znaleźć położenie równowagi i określić rodzaj równowagi jednorodnego pręta OA 
o masie m i długości l zamocowanego przegubowo w punkcie O, jak pokazano na 
rys. 5.2. Koniec pręta, czyli punkt A zamocowany jest do sprężyny o sztywności k, 
która w postaci nieodkształconej ma długość l. 

Rys. 5.2. Mechanizm do zadania 5.1

Rozwiązanie:
Pręt ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ. 

Zauważmy, że α = 180° – φ. 
Energia potencjalna pręta, jeśli przyjmiemy linię zerowego potencjału przecho-

dzącą przez punkt O, jest równa:

U mgl k l= − + −( )1

2

1

2

2

cosα AB
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Długość |AB| obliczymy, korzystając z twierdzenia cosinusów dla trójkąta AOB:

AB 2 2 2 22= + −l l l cosϕ

AB = −l 2 2cosϕ

Ze wzoru na cosinus podwojonego kąta możemy zapisać:

cos sinϕ ϕ= −1 2
2

2

zatem:

AB = − −
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=l l2 2 1 2

2
2

2

2sin sinϕ ϕ

Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:
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Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:
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W położeniu równowagi 0U∂ =
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Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla φ1 i φ2:
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W położeniu φ1 = π mamy równowagę niestałą, czyli położenie pręta jest niesta-
bilnym położeniem równowagi.
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Dla położenia φ2 mamy równowagę stałą, czyli położenie pręta jest stabilnym 
położeniem równowagi.

Zadanie 5.2.
Znaleźć położenie równowagi i określić rodzaj równowagi jednorodnego pręta 
w kształcie litery L zamocowanego przegubowo w punkcie O, jak na rys. 5.3. Dłu-
gość pręta OA wynosi l, jego masa m, długość pręta OB wynosi 2l. Pręt znajduję się 
w polu grawitacyjnym.

Rys. 5.3. Mechanizm do zadania 5.2



144

V. POŁOŻENIE RÓWNOWAGI 

Rozwiązanie:
Pręt ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ. 

Przyjmijmy linię zerowego potencjału przechodzącą przez punkt O. Energia po-
tencjalna pręta jest równa:

U mg l mgl= − −
2

2sin cosϕ ϕ

Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:

∂
∂

= − +U mgl mgl
ϕ

ϕ ϕ1

2
2cos sin

W położeniu równowagi �
�

�
U
�

0 , zatem:

− + =1

2
2 0mgl mglcos sinϕ ϕ

Dzieląc stronami przez mgl, otrzymujemy:

− + =1

2
2 0cos sinϕ ϕ

Wiedząc, że cos φ ≠ 0, możemy podzielić stronami przez cos φ: 

− + =1

2
2 0tgϕ

tgϕ = 1
4

Tangens jest dodatni w pierwszej i trzeciej ćwiartce, więc mamy dwa rozwiązania:

ϕ π ϕ π
1 2
14

7

90
180 14 194

97

90
= ° = = °+ ° = ° =lub

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla φ1 i φ2: 

∂
∂

= +
2

2

1

2
2

U mgl mgl
ϕ

ϕ ϕsin cos

∂
∂

= + >
= =

2

2 7

90
1

1

2

7

90
2

7

90
0

U mgl mgl
ϕ

π π
ϕ ϕ π| sin cos

W położeniu � �
1

7

90
�  mamy równowagę stałą, czyli położenie pręta jest stabil-

nym położeniem równowagi.
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∂
∂

= + <
= =

2

2 97

90
2

1

2

97

90
2

97

90
0

U mgl mgl
ϕ

π π
ϕ ϕ π| sin cos

Dla położenia � �
2

97

90
�  mamy równowagę niestałą (funkcje sin i cos w trzeciej 

ćwiartce są ujemne, więc �
�

�
� �

2

2 97

90
2

0
U
� � �

�| , czyli położenie pręta jest niestabilnym 
położeniem równowagi.

Zadanie 5.3.
Znaleźć położenie równowagi i określić rodzaj równowagi jednorodnego pręta OA 
o długości 3l i masie 2m zamocowanego przegubowo w punkcie O, na końcu które-
go umieszczona jest masa punktowa o wartości 4m, jak na rys. 5.4. W jednej trzeciej 
długości pręta, licząc od punktu O, zamocowana jest sprężynka o współczynniku 
sztywności k. Sprężyna jest nieodkształcona w przypadku, gdy pręt OA znajduje się 
w położeniu pionowym.

Rys. 5.4. Mechanizm do zdania 5.3

Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ. 

Przyjmijmy linię zerowego potencjału przechodzącą przez punkt O. Energia po-
tencjalna układu jest sumą energii potencjalnej ciężkości dla masy 4m oraz dla pręta 
oraz energii potencjalnej sprężystości:

U mg l mg l k l mgl kl= − − + ( ) = − +4 3 2
3

2

1

2
15

1

2

2 2 2cos cos sin cos sinϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:

∂
∂

= − +U mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ15
2sin sin cos



146

V. POŁOŻENIE RÓWNOWAGI 

W położeniu równowagi 
�
�

�
U
�

0 , a więc:

sin cosϕ ϕ− +( ) =15 0
2mgl kl

zatem:

sin cosϕ ϕ= =0
15lub mg

kl
Pierwsze równanie sin φ = 0 ma dwa rozwiązania:

ϕ ϕ π
1 2
0= =lub

W drugim równaniu cos� � 15mg
kl

 funkcja cosinus przyjmuje wartość dodatnią 
w pierwszej i czwartej ćwiartce, zatem:

ϕ ϕ π
3 4

15
2

15= 





= − 





arc cos lub arc cosmg
kl

mg
kl

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla kątów φ1, φ2, 
φ3, φ4:  

∂
∂

= − +( ) + −( ) =

= − +

2

2

2 2

2

15

15

U mgl kl kl

mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

cos cos sin sin

cos ccos sin2 2ϕ ϕ−( )
∂
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= − += =

2

2 0

2

1

15
U mgl kl

ϕ ϕ ϕ|

W położeniu φ1 = 0 wartość drugiej pochodnej nie jest określona jednoznacznie 
i można rozpatrzeć dwie sytuacje:

•	 –15mgl + kl2 > 0 stabilne położenie równowagi,
•	 –15mgl + kl2 < 0 niestabilne położenie równowagi,

∂
∂

= + >= =

2

2

2

2

15 0
U mgl kl

ϕ ϕ ϕ π|

W położeniu φ2 = π mamy równowagę stałą, czyli położenie pręta jest stabilnym 
położeniem równowagi.
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Zadanie 5.4.
Znaleźć zależność, jaka powinna zachodzić między współczynnikami sztywności k1 
i k2, aby położenie równowagi, było stabilnym położeniem równowagi dla jednorod-
nego współśrodkowego walca o promieniu wewnętrznym r i zewnętrznym R, masie 
6m, na którym umieszczono w punkcie A masę o wartości 2m, a w punkcie D masę 
m o wartości, jak na rys. 5.5. Sprężyny są nieodkształcone w przypadku, gdy walec 
znajduje się w położeniu, w którym średnica AC jest prostopadła do podłoża.

Rys. 5.5. Mechanizm do zadania 5.4

Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ. 

Przyjmijmy początek układu współrzędnych w punkcie C oraz linię zerowego 
potencjału przechodzącą przez punkt C. Energia potencjalna układu jest sumą ener-
gii potencjalnej ciężkości obu mas (energia potencjalna walca jest stała, więc może-
my ją pominąć) oraz energii potencjalnej sprężystości:

U mg r mg R r k R r k r

m

= − −( ) + +( )( ) + ( )

=

=2 2
1

2

1

2
2

5

1

2

2

2cos cos sin sinϕ ϕ ϕ ϕ

ggr mgR k R r k r−( ) + +( ) +




( )cos sinϕ ϕ1

2
2

1

2

2

2 2

Zakładamy małe drgania, zatem stosujemy przybliżenie:

sinϕ ϕ≈

cosϕ ϕ≈ −1 1

2

2

Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:

U mgr mgR k R r k r= −( ) −





+ +( ) +
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2
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2
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2

2

2 2ϕ ϕ

Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:

∂
∂

= − −( ) + +( ) +( )U mgr mgR k R r k r
ϕ

ϕ ϕ5 4
1

2

2

2
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W położeniu równowagi 
�
�

�
U
�

0, więc:

− −( ) + +( ) +( ) =5 4 0
1

2

2

2mgr mgR k R r k rϕ ϕ

zatem:

φ = 0

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej:
∂
∂

= − −( )+ +( ) +( )
2

2 1

2

2

2
5 4

U mgr mgR k R r k r
ϕ

aby położenie φ = 0 było stabilnym położeniem równowagi, musi zachodzić waru-

nek �
�

�
2

2
0

U
�

, zatem:

− −( )+ +( ) +( ) >5 4 0
1

2

2

2mgr mgR k R r k r

k R r k r mgr mgR
1

2

2

2
4 5+( ) + > −

Zadanie 5.5.
Dwie jednorodne belki o masach m i długościach l, połączone są przegubowo 
w punkcie B. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze stałej przegubowej, 
a koniec drugiej belki połączono z suwakiem jak pokazuje rys. 5.6. W punktach 
A i C zamocowano sprężynę o współczynniku sztywności k mg

l
=
9

4

. W położeniu  
φ = 0 sprężyna jest nieodkształcona. Wyznaczyć położenia równowagi i określić 
rodzaj równowagi.

Rys. 5.6. Mechanizm do zadnia 5.5
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Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogólnioną φ.

Przyjmijmy początek układu współrzędnych w punkcie O oraz linię zerowego po-
tencjału przechodzącą przez punkt O. Energia potencjalna układu jest sumą energii po-
tencjalnej ciężkości obu belek oraz energii potencjalnej sprężystości:

U mg l mg l k l l

mgl kl

� � � ��
�
�

�
�
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2

3

2

1

2

4

3

4

3

2
8

9

2

2

cos cos cos

cos

� � �

� 11
2

�� �cos�

Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:

�
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� � � �� �U mgl kl
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16

9
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2sin cos sin

W położeniu równowagi �
�

�
U
�

0 , zatem:
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�
�
� �sin cos� �2
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9
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9
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sin cos� �� � � �0 2
16
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9
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2 2lub mgl kl kl
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16

9

16
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Pierwsze równanie sin φ = 0 dla � �
��
��

�
��

0
2

,  ma jedno rozwiązanie:

φ1 = 0

W drugim równaniu, podstawiając za k mg
l

=
9

4
 , otrzymujemy cos� � 1

2
, cosinus 

dla � �
��
��

�
��

0
2

, , zatem:
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ϕ π
2

3
=

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla kątów φ1, φ2:
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W położeniu φ1 = 0 wartość drugiej pochodnej przyjmuje wartość ujemną, zatem 
mamy niestabilne położenie równowagi
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W położeniu � �
2

3
�  mamy równowagę stałą, czyli położenie pręta jest stabil-

nym położeniem równowagi.

Zadanie 5.6.
Dwie jednorodne belki o masach m i długościach l połączone są przegubowo 
w punkcie A. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze stałej przegubowej, 
a koniec drugiej belki połączono z suwakiem o masie 2m, jak na rys. 5.7. Do suwa-
ka zamocowano sprężynę o współczynniku sztywności 2

2mgk
l

= , środki prętów 

połączone są drugą sprężyną o współczynniku sztywności 1
mgk

l
= . W położeniu 

φ = 0 sprężyny są nieodkształcone. Wyznaczyć położenia równowagi i określić ro-
dzaj równowagi.

Rozwiązanie:
Układ ma jeden stopień swobody, zatem przyjmiemy jedną współrzędną uogól-
nioną φ. 

Przyjmijmy początek układu współrzędnych w punkcie O oraz linię zerowe-
go potencjału przechodzącą przez punkt O. Energia potencjalna układu jest sumą 
energii potencjalnej ciężkości obu belek i suwaka oraz energii potencjalnej sprę-
żystości:
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Rys. 5.7. Mechanizm do zadnia 5.6

U mg l mg l mg l k l k l l= + + + ( ) + −( )
2

3

2
2 2
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cos cos cos cos cosϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 22

U mgl k l k l= + ( ) + −( )6 2
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2

2 2

1

2 2cos cos cosϕ ϕ ϕ

Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodną energii potencjalnej po 
zmiennej uogólnionej:

∂
∂

= − − + −( )U mgl k l k l
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ6 4 4 1
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W położeniu równowagi ∂
∂

=U
ϕ
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sin cos cosϕ ϕ ϕ− − + −( )( ) =6 4 4 1 0
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Pierwsze równanie sin φ = 0 dla  �
�

��
��

�
��

0
2

, . ma jedno rozwiązanie:

φ1 = 0

W drugim równaniu, podstawiając za 1
mgk

l
=  i za 2

2mgk
l

= , otrzymujemy 

cos φ 1
2

cosö =  dla � �
��
��

�
��

0
2

, , a więc:

ϕ π
2

3
=

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla kątów φ1, φ2:
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W położeniu φ1 = 0 wartość drugiej pochodnej przyjmuje wartość ujemną, zatem 
mamy niestabilne położenie równowagi.
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Dla kąta � �
2

3
�  położenie pręta jest niestabilnym położeniem równowagi.

Zadanie 5.7.
Dwa jednorodne pręty o długościach 2l i masach m są zamocowane przegubowo, jak 
pokazano na rys. 5.8. Koniec pierwszego pręta przymocowano do sprężyny o współ-
czynniku sztywności k1. Środki tych prętów połączono drugą sprężyną o współczyn-
niku sztywności k2. W położeniu pionowym sprężyny są nienaprężone. Określić wa-
runki, aby położenie pionowe tych prętów było statycznym położeniem równowagi.

Rozwiązanie:
Układ ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie współrzędne uogólnione 
φ1 oraz φ2. 

Energia potencjalna układu prętów, jeśli przyjmiemy linię zerowego potencjału 
przechodzącą przez punkt A, jest sumą energii potencjalnej ciężkości i sprężystości, 
zatem jest równa:
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Rys. 5.8. Mechanizm do zadania 5.7

U mgl mgl k l k l l= + + ( ) + −( )cos cos sin sin sinϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
1 2 1 1
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2 2 1

21
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2

Jeżeli położenie ma być statycznym położeniem równowagi, to kąty φ1 i φ2 mu-
szą być małe, zatem stosujemy przybliżenie:
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Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:
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Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po 
zmiennych uogólnionych φ1 i φ2:
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Otrzymany układ jest układem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwiąza-
niem jest:

φ1 = φ2 = 0

Obliczając pochodne rzędu drugiego, otrzymujemy:
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Dodatkowo spełniony musi być warunek:
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Jeżeli będą spełnione te wszystkie warunki, położenie pionowe prętów będzie 
statycznym położeniem równowagi.

Zadanie 5.8.
Dwa jednorodne pręty o długościach 2l i masach m połączono przegubowo, a na 
końcu pręta AB, jak pokazano na rys. 5.9, umieszczono masę 2m. Koniec pierwsze-
go pręta przymocowano do sprężyny o współczynniku sztywności k1. Koniec dru-
giego pręta przymocowano do sprężyny o współczynniku sztywności k2. W położe-
niu pionowym sprężyny są nienaprężone. Określić warunki, aby położenie pionowe 
tych prętów było statecznym położeniem równowagi. 
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Rys. 5.9. Mechanizm do zadnia 5.8

Rozwiązanie:
Układ ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie współrzędne uogólnione 
φ1 oraz φ2. 

Energia potencjalna układu, jeśli przyjmiemy linię zerowego potencjału przecho-
dzącą przez punkt O, jest sumą energii potencjalnej ciężkości i sprężystości, zatem 
jest równa:
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Jeżeli położenie ma być statycznym położeniem równowagi, to kąty φ1 i φ2 mu-
szą być małe, zatem stosujemy przybliżenie:
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Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:
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Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po 
zmiennych uogólnionych φ1 i φ2:
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Otrzymany układ jest układem liniowym jednorodnym, więc jego rozwiąza-
niem jest:

φ1 = φ2 = 0

Obliczając pochodne rzędu drugiego, otrzymujemy:
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Dodatkowo musi być spełniony warunek:
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Jeżeli będą spełnione te wszystkie warunki, położenie pionowe prętów będzie 
statycznym położeniem równowagi.

Zadanie 5.9.
Dwa jednorodne pręty o długościach l i masach m zamocowane są na podporach 
stałych przegubowych, jak na rys. 5.10. Do końca pierwszego pręta przymocowano 
masę o wartości 2m, a do drugiego masę o wartości m. Obie masy połączono sprę-
żyną o współczynniku sztywności k. W położeniu pionowym prętów, sprężyna jest 
nienaprężona. Określić warunki, aby położenie pionowe tych prętów było statycz-
nym położeniem równowagi.

Rys. 5.10. Mechanizm do zadnia 5.9

Rozwiązanie:
Układ ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie współrzędne uogólnione 
φ1 oraz φ2. 

Energia potencjalna układu prętów, jeśli przyjmiemy linię zerowego potencjału 
przechodzącą przez punkt zamocowania tych prętów, jest sumą energii potencjalnej 
ciężkości i sprężystości. Zatem jest równa:
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Jeżeli położenie ma być statycznym położeniem równowagi, to kąty φ1 i φ2 mu-
szą być małe, zatem stosujemy przybliżenie:
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Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:
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Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po 
zmiennych uogólnionych φ1 i φ2:
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Otrzymany układ jest układem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwiąza-
niem jest:

φ1 = φ2 = 0

Obliczając pochodne rzędu drugiego, otrzymujemy:
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Wiemy, że drugie pochodne �
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Te warunki są zawsze spełnione.
Dodatkowo spełniony musi być warunek:
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Powyższa nierówność jest również zawsze spełniona, więc położenie pionowe 
tych prętów będzie statycznym położeniem równowagi.

Zadanie 5.10.
Dwa jednorodne pręty o długościach 2l i masach m zajmują położenie pionowe, jak 
pokazano na rys. 5.11. Końce prętów połączono sprężyną o współczynniku sztyw-
ności k2. Dodatkowo w połowie długości pręta CE zamocowano sprężynę o współ-
czynniku sztywności odpowiednio k3 oraz do końca pręta OB również zamocowano 
sprężynę o współczynniku sztywności k1. W położeniu pionowym prętów sprężyny 
są nieodkształcone. Określić warunki, aby położenie pionowe tych prętów było sta-
tycznym położeniem równowagi.

Rys. 5.11. Mechanizm do zadania 5.10
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Rozwiązanie:
Układ ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie współrzędne uogólnione 
φ1 oraz φ2.

Energia potencjalna układu prętów, jeśli przyjmiemy linię zerowego potencjału 
przechodzącą przez punkt E, jest sumą energii potencjalnej ciężkości i sprężystości, 
zatem jest równa:
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Jeżeli położenie ma być statycznym położeniem równowagi, to kąty φ1 i φ2 mu-
szą być małe, zatem stosujemy przybliżenie:
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Podstawiając do energii potencjalnej, otrzymujemy:
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Korzystając z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po 
zmiennych uogólnionych φ1 i φ2:
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Otrzymany układ jest układem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwiąza-
niem jest:

φ1 = φ2 = 0

Obliczając pochodne rzędu drugiego, otrzymujemy:
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Dodatkowo spełniony musi być warunek:
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Jeżeli będą spełnione te wszystkie warunki, położenie pionowe prętów będzie 
statycznym położeniem równowagi.

5.5. ZADANIA DO ROZWIĄZANIA

Zadanie 5.11.
Na półkuli o promieniu R ustawiono jednorodny walec o masie m i wysokości h, jak 
na rys. 5.12. Znaleźć zależność między promieniem półkuli a wysokością walca, tak 
aby walec pozostawał w położeniu równowagi trwałej.
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Rys. 5.12. Mechanizm do zadnia 5.11

Zadanie 5.12.
Jednorodna belka o masie m i długości 2l zamocowana jest w punkcie O na podporze 
stałej przegubowej, a jej drugi koniec zawieszony jest na sprężynie o współczynniku 

sztywności 
( )2 2

4

mg
k

l

+
= , jak na rys. 5.13. Sprężyna zaczepiona jest w ten spo-

sób, że może przesuwać się w poziomie. Dla kąta φ = 0 sprężyna jest nieodkształco-
na. Wyznaczyć położenia równowagi i określić rodzaj równowagi.

Rys. 5.13. Mechanizm do zadnia 5.12

Zadanie 5.13.
Dwie jednorodne belki o masie m i długości l połączone są przegubowo w punkcie 
B. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze stałej przegubowej, a koniec 
drugiej  połączono z suwakiem, jak na rys. 5.14. W punktach A i C zamocowa-

no sprężynę o współczynniku sztywności k
mg

l
�

�� �9 2 2

2
. W  położeniu φ = 0 

sprężyna jest nieodkształcona. Wyznaczyć położenia równowagi i określić rodzaj 
równowagi.
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Rys. 5.14. Mechanizm do zadnia 5.13

Zadanie 5.14.
Znaleźć zależność, jaka powinna zachodzić między współczynnikami sztywności k1 
i k2, aby położenie równowagi było stabilnym położeniem równowagi dla jednorod-
nego walca o środku O, promieniu r i masie 4m, na którym umieszczono w punkcie 
A masę o wartości , jak na rys. 5.15. Sprężyny są nieodkształcone w przypadku, gdy 
walec znajduje się w takim położeniu, że średnica AB jest prostopadła do podłoża. 
Założyć małe drgania.

Rys. 5.15. Mechanizm do zadania 5.14

Zadanie 5.15.
Pręt AB o długości 2l i masie m jest oparty o gładką powierzchnię, jak pokazano 
na rys. 5.16. Do końca pręta w punkcie A zamocowano sprężynkę o współczynniku 
sztywności 

2
mgk

l
= . Dla φ = 0 sprężyna jest nieodkształcona. Wyznaczyć położenia 

równowagi i określić rodzaj równowagi.
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Rys. 5.16. Mechanizm do zadania 5.15

Zadanie 5.16.
Korba OA o długości l i masie m połączona jest przegubowo ze środkiem pręta 
o długości 2l i masie 2m, jak na rys. 5.17. Koniec pręta połączony jest z punktem 

zamocowania korby sprężyną o współczynniku sztywności 
( )3 2 3

2

mg
k

l

+
= . Sprę-

żyna jest nieodkształcona, gdy korba i pręt zajmują położenie pionowe. Wyznaczyć 
położenia równowagi i określić rodzaj równowagi.

Rys. 5.17. Mechanizm do zadania 5.16

Zadanie 5.17.
Dwa jednorodne pręty AD i EG o długościach odpowiednio 3l i 2l, masach m mogą 
poruszać się w płaszczyźnie pionowej, jak pokazano na rys. 5.18. Końce prętów 
połączono sprężyną o współczynniku sztywności k2. Środek pręta EG połączony jest 
z jedną trzecią długości pręta AD sprężyną o współczynniku sztywności k2. Dodat-
kowo pręt AD w dwóch trzecich długości połączony jest ze sprężyną o współczyn-
niku sztywności k2. W położeniu pionowym prętów sprężyny są nieodkształcone. 
Określić warunki, aby położenie pionowe tych prętów było statycznym położeniem 
równowagi. Założyć małe drgania.
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Rys. 5.18. Mechanizm do zadnia 5.17

Zadanie 5.18.
Dwa jednorodne pręty o długościach 3l i masach m zajmują położenie pionowe, 
jak na rys. 5.19. Końce prętów połączono sprężyną o współczynniku sztywności k2. 
Dodatkowo w dwóch trzecich długości pręta, licząc od zamocowania, każdy z prę-
tów jest połączony ze sprężyną o współczynniku sztywności odpowiednio k1 i k3. 
W położeniu pionowym prętów sprężyny są nieodkształcone. Określić warunki, aby 
położenie pionowe tych prętów było statycznym położeniem równowagi. Założyć 
małe drgania.

Rys. 5.19. Mechanizm do zadnia 5.18
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Na początku XIX wieku pojawiło się trzecie sformułowanie mechaniki, które osta-
tecznie zostało sformułowane w 1834 roku przez irlandzkiego matematyka Willia-
ma Hamiltona i nosi nazwę mechaniki hamiltonowskiej. Mechanika hamiltonowska, 
podobnie jak mechanika lagranżowska, jest równoważna mechanice newtonowskiej. 
Podejście hamiltonowskie, w którym główną rolę będzie odgrywała funkcja Ha-
miltona, potocznie zwana hamiltonianem, jest bardziej elastyczne niż podejście La-
grange’a. Funkcja Hamiltona ma interpretację fizyczną i określa całkowitą energię 
układu, która jest często wielkością zachowaną. Podejście hamiltonowskie w bardzo 
prosty sposób pozwala przejść z mechaniki klasycznej do mechaniki kwantowej. 
W związku z tym bardzo często stosujemy formalizm Hamiltona we współczesnej 
fizyce, astrofizyce, przy projektowaniu akceleratorów cząstek elementarnych.

6.1. FUNKCJA HAMILTONA

W rozdziale IV rozważaliśmy funkcję Lagrange’a, którą można opisać za pomocą 
niezależnych współrzędnych uogólnionych q1, q2, …, qs, prędkości uogólnionych 

1 2, , , sq q q    oraz czasu t. Zatem możemy zapisać, że ( )1 2 1 2, , , , , , , ,  s sL q q q q q q t    , 
czyli ( ), ,L L t T U= = −q q . 

Korzystając z definicji pochodnej funkcji złożonej, zróżniczkujmy ją po czasie:

	

d
dt

L q q q q q q t L
q

q L
qs s

i

s

i
i

i

s

i
1 2 1 2

1 1

, , , , , , , ,L L& & & &
&

( ) = ∂
∂

+ ∂
∂= =

∑ ∑ &&&q L
ti +
∂
∂

	 (6.1)

Korzystając z równania Lagrange’a (4.33), możemy zapisać:

	

∂
∂

= ∂
∂

= =L
q

d
dt

L
q

d
dt

p p
i i

i i
 	  (6.2)

Pochodna potencjału kinetycznego po współrzędnej uogólnionej 
∂
∂

L
qi

 daje nam 
pochodną pędu uogólnionego, a z kolei pochodna potencjału kinetycznego po pręd-
kości uogólnionej 

∂
∂

L
qi

 daje pęd uogólniony (kanoniczny). Zatem wzór (6.1) mo-

żemy zapisać w postaci:
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dL
dt

p q p q L
t

d
dt

p q L
ti

s

i i i i
i

s

i i= +( ) + ∂
∂

= ( ) + ∂
∂= =

∑ ∑
1 1

   	 (6.3)

Jeżeli funkcja Lagrange’a nie zależy jawnie od czasu, wówczas 
∂
∂
=L

t
0, czyli 

wzór (6.3) przyjmie postać:
dL
dt

d
dt

p q
i

s

i i= ( )
=
∑

1



Przenosząc wszystko na lewą stronę, otrzymamy:

	

d
dt

p q L
i

s

i i
=
∑( ) −









 =

1

0 	  (6.4)

Wyrażenie pod pochodną we wzorze (6.4) oznaczymy symbolem H i nazwiemy 
funkcją Hamiltona lub hamiltonianem, zatem:

	
H p q L

i

s

i i= ( ) −
=
∑

1

 	  (6.5)

W podejściu hamiltonowskim  współrzędnych definiuje punkt w przestrzeni 2s –
wymiarowej, którą nazywamy przestrzenią fazową. Równania Hamiltona określają 
w jednoznaczny sposób trajektorię w przestrzeni fazowej, zaczynając w dowolnie 
wybranym punkcie początkowym.

6.2. KANONICZNE RÓWNANIA HAMILTONA DLA JEDNOWYMIAROWYCH 
UKŁADÓW ZACHOWAWCZYCH

Rozważmy ruch w jednym wymiarze z siłami zachowawczymi, opisany jedną współ-
rzędną uogólnioną q, Energia kinetyczna zależy zarówno od współrzędnej uogól-
nionej q, jak i od prędkości uogólnionej q , natomiast energia potencjalna układu 
zachowawczego zależy tylko od współrzędnej uogólnionej q. Funkcja Lagrange’a 
wyraża się wzorem:

	 L L q q T q q U q= ( ) = ( ) − ( ), ,  	  (6.6)

Energia kinetyczna może zależeć od q  tylko kwadratowo, a zależność od  może 
być opisana dowolną funkcją A(q). Zatem funkcję Lagrange’a możemy zapisać na-
stępująco:

	
L T U A q q U q= − = ( ) − ( )1

2

2 	  (6.7)

Hamiltonian w jednym wymiarze możemy zdefiniować jako:

	 H pq L= − 	  (6.8)
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Pęd uogólniony  możemy zapisać jako:

	
p L

q
A q q= ∂

∂
= ( )


 	  (6.9)

Ze wzoru (6.9) wyprowadzimy wyrażenie opisujące prędkość uogólnioną:

	
 q p

A q
q q p= ( ) = ( ), 	  (6.10)

Wstawiając wyrażenie (6.10) do (6.8), dostajemy hamiltonian jako funkcję opi-
saną dwiema niewiadomymi q i p: 

	 H q p pq q p L q q q p, , , ,( ) = ( ) − ( )( )  	  (6.11)

Obliczając pochodną hamiltonianu (6.11) po q, otrzymujemy wyrażenie:

	

∂
∂

= ∂
∂

− ∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂











H
q

p q
q

L
q

L
q

q
q






	  (6.12)

Wiedząc, że L p
q

∂ =
∂ 

, wyrażenie (6.12) możemy zapisać w postaci uproszczonej:

	

∂
∂

= − ∂
∂

= − ∂
∂

= − = −H
q

L
q

d
dt

L
q

d
dt

p p


 	 (6.13)

Obliczając pochodną hamiltonianu (6.11) po p, otrzymujemy wyrażenie:

	

∂
∂

= + ∂
∂









 − ∂

∂
∂
∂

=H
p

q p q
p

L
q

q
p

q





 	  (6.14)

Wyprowadziliśmy równania, które nazywać będziemy kanonicznymi równa-
niami Hamiltona dla układów jednowymiarowych:

	





q H
p

p H
q

= ∂
∂

= − ∂
∂










	  (6.15)

Otrzymaliśmy dwa równania różniczkowe rzędu pierwszego, natomiast sto-
sując formalizm Lagrange’a otrzymalibyśmy jedno równanie różniczkowe rzędu 
drugiego.
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6.3. KANONICZNE RÓWNANIA HAMILTONA DLA WIELOWYMIAROWYCH 
UKŁADÓW ZACHOWAWCZYCH

Rozważmy ruch w s wymiarowej przestrzeni z siłami zachowawczymi, opi-
sany przez współrzędne uogólnione q = (q1, q2, …, qs), prędkości uogólnione 

( )1 2, , , ,s sq q q q=    q  i pędy uogólnione p = (p1, p2, …, ps). 
Funkcję Lagrange’a możemy zapisać następująco:

	 L L t T U= ( ) = −q q, , 	  (6.16)

Funkcję Hamiltona zapiszemy w postaci:

	
H p q L

i

s

i i= ( ) −
=
∑

1

 	  (6.17)

Pędy uogólnione będą się wyrażać wzorem:

	
p

L t
q

i si
i

=
∂ ( )
∂

= …
q q, ,

, , , ,



1 2 	  (6.18)

Wzór (6.18) możemy potraktować jako układ  równań z  niewiadomymi, zatem 
prędkości uogólnione możemy zapisać jako funkcje współrzędnych uogólnionych q, 
pędów uogólnionych p i czasu t: 

 q q q p= ( ), ,t

Eliminując prędkości uogólnione, otrzymujemy hamiltonian w postaci:

	
H H t p q t L q t t

i

s

i i= ( ) = ( ) − ( )( )
=
∑q p q p q q p, , , , , , , ,

1

  	 (6.19)

Obliczając pochodną hamiltonianu (6.19) po q, otrzymujemy wyrażenie:
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	  (6.20)

Wiedząc, że i
i

L p
q

∂ =
∂ 

, wyrażenie (6.20) możemy zapisać w postaci uproszczonej:
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Obliczając pochodną hamiltonianu (6.19) po p, otrzymujemy wyrażenie:
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	  (6.22)
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Wyprowadziliśmy równania, które nazywać będziemy kanonicznymi równa-
niami Hamiltona dla układów wielowymiarowych.

	





q H
p

p H
q

i s
i

i

i
i

= ∂
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= − ∂
∂




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



= …, , , ,1 2 	 (6.23)

6.4. FUNKCJA HAMILTONA DLA UKŁADÓW SKLERONOMICZNYCH

Rozważmy układ sklerononiczny, czyli układ, w którym związek między współ­
rzędnymi uogólnionymi i kartezjańskimi jest niezależny od czasu:

	 r r�� ��� �� �q q qs1 2
, , , 	  (6.24)

Współrzędne określone w ten sposób często nazywamy współrzędnymi natu-
ralnymi.

Wyraźmy energię kinetyczną układu za pomocą współrzędnych uogólnionych 
(6.24):

	
T m= ∑1

2

2

α
α αr 	  (6.25)

Różniczkując współrzędne określone wzorem (6.24) po czasie, otrzymujemy:

	
 r
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i

s
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1 q

q
i

i 	  (6.26)

Podnosząc (6.26) do kwadratu, otrzymujemy:
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Wstawiając (6.27) do wzoru na energię kinetyczną (6.25), mamy:

	
T m A q q

j k
jk j k= =∑ ∑1

2

1

2

2

α
α α  r

,

	  (6.28)

Gdzie suma Ajk jest równa:

A A q q q m
q qjk jk s
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Obliczając pęd uogólniony pi, zróżniczkujemy funkcję Lagrange’a po prędkości 
uogólnionej iq : 

	
p L

q
T
q

A qi
i i j

ij j= ∂
∂

= ∂
∂

= ∑ 
 	  (6.29)

Wstawiając do wyrażenia z hamiltonianu (6.5), otrzymujemy:
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ij j j
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∑ ∑ ∑ ∑( ) =









 = =

1

2    
,

	 (6.30)

Zatem hamiltonian przyjmie postać:

	
H p q L T T U T U

i

s

i i= ( ) − = − −( ) = +
=
∑
1

2 	  (6.31)

Hamiltonian w układach skleronomicznych jest sumą całkowitej energii 
układu.

6.5. METODYKA ROZWIĄZYWANIA ZADAŃ Z UŻYCIEM KANONICZNYCH 
RÓWNAŃ HAMILTONA

Formalizm hamiltonowski jest alternatywnym sposobem zapisywania równań ru-
chu. Stosujemy go do zadań, w których nie występuje tarcie. Rozważając układ 
o s stopniach swobody, w wyniku otrzymujemy 2s równań różniczkowych pierw-
szego rzędu.

Etapy rozwiązywania zadań metodą kanonicznych równań Hamiltona możemy 
przedstawić następująco:

•	 Określ liczbę stopni swobody układu i przyjmij współrzędne uogólnione (bę-
dzie ich tyle, ile układ posiada stopni swobody).

•	 Określ linię zerowej energii i zapisz energię kinetyczną i potencjalną układu.
•	 Wyznacz funkcję Lagrange’a (potencjał kinetyczny).
•	 Znajdź pędy uogólnione jako pochodne funkcji Lagrange’a po prędkościach 

uogólnionych.
•	 Wyraź prędkości uogólnione za pomocą pędów uogólnionych i współrzęd-

nych uogólnionych.
•	 Zapisz hamiltonian i wyraź go za pomocą pędów uogólnionych i współrzęd-

nych uogólnionych (bezpiecznie jest korzystać ze wzoru (6.5)).
•	 Oblicz pochodne funkcji Hamiltona i zapisz kanoniczne równania Hamiltona 

(6.23).
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6.6. ZADANIA Z ROZWIĄZANIAMI

W zadaniach w tym rozdziale pomijamy tarcie oraz siłę tarcia zapewniającą toczenie.

Zadanie 6.1.
Pręt AB o masie 2m i długości 2l przedstawiony na rys. 6.1 połączony jest ze sprę-
żyną o współczynniku sztywności k. Sprężyna jest nieodkształcona w pionowym 
położeniu pręta i stale zachowuje kierunek poziomy. Znaleźć sformułowanie hamil-
tonowskie opisujące ruch tego pręta.

Rys. 6.1. Mechanizm do zadania 6.1

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.1 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Pręt wykonuje ruch obrotowy wokół punktu A.

Energia kinetyczna pręta jest równa:

21
2 AT I= ϕ

Wyznaczymy moment bezwładności pręta wokół punktu A:

( )2 21 82 2
3 3AI m l ml= =

Wstawiając wyliczony moment bezwładności do wzoru na energię kinetyczną, 
otrzymujemy:

2 24
3

T ml= ϕ

Energia potencjalna układu jest sumą energii potencjalnej ciężkości pręta AB 
i energii potencjalnej sprężystości. Przyjmujemy linię zerowego potencjału przecho-
dzącą przez punkt A.
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( )212 2
2

cos sinU mgl k l= ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( )22 24 12 2
3 2

cos sinL ml mgl k l= ϕ − ϕ− ϕ

Wyznaczamy pęd uogólniony jako pochodną funkcji Lagrange’a po prędkości 
uogólnionej ϕ : 

p L ml= ∂
∂

=



ϕ

ϕ8

3

2

Z powyższej zależności wyznaczymy prędkość uogólnioną jako funkcję pędu:

2

3
8

p
ml

ϕ =

Zapiszemy funkcję Hamiltona i wyliczoną prędkość ö  wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyskać funkcję zależną od ϕ  i od pędu:

H p L= −ϕ

( )22 24 12 2
3 2

cos sinH p ml mgl k l= ϕ − ϕ + ϕ + ϕ 

( )
22

22
2 2

3 34 12 2
3 28 8

cos sinp pH ml mgl k l
ml ml

 = − + ϕ + ϕ  

( )
2

2

2

3 12 2
216

cos sinpH mgl k l
ml

= + ϕ + ϕ

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

2

3
8

2 2

                                               

sin sin cos

pH
p ml

Hp mgl kl

∂ϕ = = ∂
 ∂ = − = ϕ − ϕ ϕ
 ∂ϕ





Zadanie 6.2.
Na rys. 6.2 przedstawiono maszynę Atwooda składającą się z beztarciowego bloku 
o masie 4m i promieniu r, przez który przerzucono nieważką nić i zawieszono dwa 
ciała: A o masie 2m i B o masie m. Znaleźć sformułowanie hamiltonowskie opisują-
ce ruch tego mechanizmu.
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Rys. 6.2. Mechanizm do zadania 6.2

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.2 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Blok o środku O wykonuje ruch obrotowy, a masy 
A i B poruszają się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej walca i energii kinetycz-
nej mas A i B. Oznaczmy blok o środku O jako (1), masę A jako (2) i masę B jako 
(3), zatem:

T = T1 + T2 + T3

2
1

1
2 OT I= ϕ

T mvA2

21

2
2= ⋅

T mvB3

21

2
=

Wyznaczymy moment bezwładności walca wokół punktu O:

2 21 4 2
2OI mr mr= =

Prędkość masy A będzie taka sama jak prędkość masy B, co możemy łatwo za-
uważyć, przyjmując w punkcie O chwilowy środek obrotu:

v v rA B= = ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T I mv mvO A B= + +1

2

1

2

2 2 2ϕ
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T mr mr mr= ⋅ + +1

2
2

1

2

2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ

T mr= 5
2

2 2ϕ

Energia potencjalna układu jest sumą energii potencjalnej ciężkości mas A i B.

U = 2mgrφ – mgrφ

U = mgrφ

W tym przypadku związek między współrzędnymi uogólnionymi a współrzędny-
mi kartezjańskimi jest niezależny od czasu. Możemy zatem od razu zapisać funkcję 
Hamiltona jako całkowitą energię układu:

H = T + U

H mr mgr= +5

2

2 2ϕ ϕ

Wyznaczamy pęd uogólniony jako pochodną energii kinetycznej, która w tym 
przypadku jest równa funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej ϕ :

p T mr= ∂
∂

=



ϕ

ϕ5
2

Z powyższej zależności wyznaczymy prędkość uogólnioną jako funkcję pędu:

25
p

mr
ϕ =

Wyliczoną prędkość ϕ  wstawimy do hamiltonianu, aby uzyskać funkcję zależną 
od  i od pędu:

2 25
2

H mr mgr= ϕ + ϕ

2
2

2

5
2 5

pH mr mgr
mr

 = + ϕ  

2

210
pH mgr
mr

= + ϕ

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:
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25
            

      

pH
p mr

Hp mgr

∂ϕ = = ∂
 ∂ = − = −
 ∂ϕ





Jeżeli nie mamy pewności, że nasz układ jest skleronomiczny, należy skorzystać 
ze wzoru na funkcję Hamiltona w postaci H p L= −ϕ . 

Zadanie 6.3.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.3 dwa wodziki o masie 2m są połączone 
prętem AB o długości 2l i masie m. Znaleźć sformułowanie hamiltonowskie opisu-
jące ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.3. Mechanizm do zadania 6.3

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.3 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Pręt AB wykonuje ruch płaski, natomiast wodziki 
A i B poruszają się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta AB i energii kine-
tycznej wodzika A i B. Oznaczmy pręt AB jako (1), wodzik A jako (2) i wodzik B 
jako (3), zatem:

T = T1 + T2 + T3

T I mvS S1

2 21

2

1

2
= +ϕ

T mvA2

21

2
2= ⋅

T mvB3

21

2
2= ⋅
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Wyznaczymy moment bezwładności pręta AB wokół punktu S:

I m l mlS = ( ) =1

12
2

1

3

2 2

Współrzędne punktu S są równe:

x l y l
x l y l

S S

S S

= =
= = −

sin cos
cos sin
ϕ ϕ
ϕϕ ϕϕ   

Prędkość punktu S jest równa:

v x yS S S
2 2 2= + 

v l lS
2 2 2

= ( ) + −( )cos sinϕ ϕ ϕ ϕ 

v lS
2 2 2= ϕ

Współrzędne punktu A są równe:

x y l
x y l

A A

A A

= =
= = −
0 2

0 2

cos
sin
ϕ
ϕϕ  

Prędkość punktu A jest równa:

v x yA A A
2 2 2= + 

v lA
2 2

2= −( )sinϕϕ

v lA
2 2 2 2
4= sin ϕϕ

Współrzędne punktu B są równe:

x l y
x l y

B B

B B

= =
= =
2 0

2 0

sin
cos
ϕ
ϕϕ  

Prędkość punktu B jest równa:

v x yB B B
2 2 2= + 

v lB
2 2

2= ( )cosϕϕ

v lB
2 2 2 2
4= cos ϕϕ
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Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

 T I mv mv mvS S A B= + + +1

2

1

2

2 2 2 2ϕ

 T ml ml m l m l= ⋅ + + +1

2

1

3

1

2
4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin cos

T ml ml ml= + =2

3
4

14

3

2 2 2 2 2 2  ϕ ϕ ϕ

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż osi. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą energii 
potencjalnej ciężkości pręta AB i wodzika A:

U = mgl cos φ + 2mg2l cos φ

U = 5mgl cos φ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

L ml mgl= −14

3
5

2 2ϕ ϕcos

Wyznaczamy pęd uogólniony jako pochodną funkcji Lagrange’a po prędkości 
uogólnionej ϕ :

p L ml= ∂
∂

=



ϕ

ϕ28

3

2

Z powyższej zależności wyznaczymy prędkość uogólnioną jako funkcję pędu:

2

3
28

p
ml

ϕ =

Zapiszemy funkcję Hamiltona i wyliczoną prędkość ϕ  wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyskać funkcję zależną od φ i od pędu:

H p L= ϕ −

22
2 2 2

2 2

3 314 145 5
3 328 28

cos cosp pH p ml mgl ml mgl
ml ml

 = ϕ − ϕ + ϕ = − + ϕ  
 
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2

2

3 5
56

cospH mgl
ml

= + ϕ

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

2

3
28

5

            

sin

pH
p ml

Hp mgl

∂ϕ = = ∂
 ∂ = − = ϕ
 ∂ϕ





Zadanie 6.4.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.4 koło zębate o masie 2m jest urucha-
miane korbą o masie m i długości R + r, gdzie R = 2r. Znaleźć kanoniczne równania 
Hamiltona opisujące ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.4. Mechanizm do zadania 6.4

Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.4 ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem 
jedną współrzędną uogólnioną φ. Korzystając z chwilowych środków obrotu, które 
znajdują się w punkcie O oraz na styku tych dwóch kół zapiszemy 1ϕ  w zależności 
od prędkości uogólnionej ϕ .

( ) 1A Av r R v r= + ϕ = ϕ 

r r r+( ) =2
1

 ϕ ϕ

1 3ϕ = ϕ 

Pręt OA wykonuje ruch obrotowy, koło o środku O jest nieruchome, natomiast 
koło zębate o środku A porusza się ruchem płaskim.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta OA i energii kine-
tycznej koła zębatego o środku A. Oznaczmy pręt OA jako (1), koło zębate jako (2), 
zatem:
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T = T1 + T2

2
1

1
2 OT I= ϕ

2 2
2 1

1 1 2
2 2A AT I mv= ϕ +

Wyznaczymy moment bezwładności pręta OA wokół punktu O i koła zębatego 
względem środka A:

( )2 21 3
3OI m R r mr= + =

2 21 2
2OI mr mr= =

Współrzędne punktu A są równe:

3 3
3 3

sin cos
cos  sin  

A A

A A

x r y r
x r y r

= ϕ = ϕ
= ϕϕ = − ϕϕ  

Prędkość punktu A jest równa:

2 2 2
A A Av x y= + 

( ) ( )2 22 3 3cos  sin  Av r r= ϕϕ + − ϕϕ 

2 2 29Av r= ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

ü
1

1 1
2 2˘T I I mv= ϕ + ϕ + 

2 2 2 2 2 21 13 9 9
2 2

  T mr mr m r= ϕ + ϕ + ϕ  

2 215T mr= ϕ

Aby wyznaczyć energię potencjalną przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą przez punkt O. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą 
energii potencjalnej ciężkości pręta AB i koła zębatego o środku A.

3 2 3
2

cos cosU mg r mg r= ϕ+ ϕ
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U mgr= 15
2

cosϕ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

L mr mgr= −15
15

2

2 2ϕ ϕcos

Wyznaczamy pęd uogólniony jako pochodną funkcji Lagrange’a po prędkości 
uogólnionej : 

230Lp mr∂= = ϕ
∂ϕ




Z powyższej zależności wyznaczymy prędkość uogólnioną jako funkcję pędu:

230
p
mr

ϕ =

Zapiszemy funkcję Hamiltona i wyliczoną prędkość ϕ  wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyskać funkcję zależną od φ i od pędu:

H p L= −ϕ
22

2 2 2
2 215 7 5 15 7 5

30 30
, cos , cosp pH p mr mgr mr mgr

mr mr
 = ϕ − ϕ + ϕ = − + ϕ  

 

2

2

15
260

cospH mgr
mr

= + ϕ

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

230

7 5

            

, sin

pH
p mr
Hp mgr

∂ϕ = = ∂
 ∂ = − = ϕ
 ∂ϕ





Zadanie 6.5.
Zapisać kanoniczne równania Hamiltona opisujące ruch mechanizmu przedstawio-
nego na rys. 6.5. Zakładamy, że linki są nieważkie i nierozciągliwe. Przyjąć dane: 
m, I, r, R = 2r, k. 



182

VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

Rys. 6.5. Mechanizm do zadania 6.5

Rozwiązanie:
Zauważmy, że w punkcie E znajduje się chwilowy środek obrotu. Porównując 

przemieszczenia wzdłuż linki łączącej oba krążki, otrzymujemy:

rφ2 = 4rφ1

φ2 = 4φ1

Mechanizm ma jeden stopień swobody, przyjmijmy zatem jedną współrzędną 
uogólnioną φ1. Krążek o środku O wykonuje ruch płaski, krążek o środku B wyko-
nuje ruch obrotowy, a masa A porusza się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej krążków o środku B 
i O oraz energii kinetycznej masy A. Oznaczmy krążek o środku O jako (1), krążek 
o środku B jako (2) i masę A jako (3), stąd:

T = T1 + T2 + T3

2 2
1 1 0

1 1 4
2 2OT I mv= ϕ +

2
2 1

1
2 BT I= ϕ

2
3

1
2 AT mv=

Wyznaczymy moment bezwładności krążka o środku B, ponieważ dla krążka 
o środku O jest dany i wynosi I: 
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2 21 2
2BI mr mr= =

Prędkości punktów A i O wyznaczymy, korzystając z chwilowych środków obro-
tu, które jak wcześniej wspomniano znajdują się w punktach B i E.

2 14Av r r= ϕ = ϕ 

12Ov r= ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną otrzymujemy:

2 2 2 2
1 0 1

1 1 12
2 2 2O B AT I mv I mv= ϕ + + ϕ + 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 18 8
2 2

T I mr mr mr= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ   

2 2
1

1 33
2 2

T I mr = + ϕ  


Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą energii potencjalnej cięż-
kości krążka o środku O i masy A oraz energii potencjalnej sprężystości.

Energia potencjalna jest równa:

( )2
1 1 1

14 8 2
2

U mgr mgr k r= − ϕ + ϕ + ϕ

( )2
1 1

14 2
2

U mgr k r= ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( )22 2
1 1 1

1 33 14 2
2 2 2

L I mr mgr k r = + ϕ − ϕ − ϕ  


Wyznaczamy pęd uogólniony jako pochodną funkcji Lagrange’a po prędkości 
uogólnionej 1ϕ :

p L I mr= ∂
∂

= +( )



ϕ

ϕ
1

2

1
33
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Z powyższej zależności wyznaczymy prędkość uogólnioną jako funkcję pędu:

ϕ
1 2

33
=

+
p

I mr

Zapiszemy funkcję Hamiltona i wyliczoną prędkość  wstawimy do hamiltonianu, 
aby uzyskać funkcję zależną od φ1 i od pędu:

1H p L= ϕ −

( )22 2
1 1 1 1

1 33 14 2
2 2 2

H p I mr mgr k r = ϕ − + ϕ + ϕ + ϕ 
 

 

( )
22 2

2
1 12 2

33 14 2
2 233 33

p pI mrH mgr k r
I mr I mr

 +  = − + ϕ + ϕ  + +  

( ) ( )
2

2
1 12

14 2
22 33

pH mgr k r
I mr

= + ϕ + ϕ
+

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:





�

�
�

�
�
�

�
�

� �
�
�

� �

�

�
��

�
�
�

H
p

p
I mr

p H mgr kr

33

4 4

2

1

2

1

Zadanie 6.6.
Do walca o masie 2m i promieniu  toczącego się po płaszczyźnie pod wpływem 
przyłożonej siły zachowawczej F, której odpowiada energia potencjalna U(φ), przy-
mocowany jest za pomocą sprężynki o współczynniku sztywności k suwak o masie 
m. W chwili początkowej sprężyna jest nieodkształcona i tworzy z podłożem kąt 
45°. Znaleźć kanoniczne równania Hamiltona opisujące ruch takiego mechanizmu, 
który został przedstawiony na rys. 6.6.

Rys. 6.6. Mechanizm do zadania 6.6
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.6 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione φ i x. 

Walec porusza się ruchem płaskim, a suwak wykonuje ruch postępowy.
Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej walca i energii kinetycz-

nej suwaka B. Oznaczmy walec jako (1), suwak jako (2), zatem:

T = T1 + T2

T I mvC C1

2 21

2

1

2
2= +ϕ

T mvB2

21

2
=

Wyznaczymy moment bezwładności walca względem środka C:

2 21 2
2CI mr mr= =

Rys. 6.6a

Współrzędne poszczególnych punktów zapiszemy następująco i obliczymy pręd-
kości tych punktów.

Dla punktu B:

xB = x

vB = x·

Dla punktu C:

0
2C Cx x r r r= + ϕ = + ϕ

Cv r= ϕ
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Dla punktu A:

xA = xC – r cos φ = 2r + rφ – r cos φ

yA = r + r sin φ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T I mv mvC C B= + +1

2

1

2

2 2 2ϕ

2 2 2 2 21 1
2 2

T mr mr mx= ϕ + ϕ +  

T mr mx= +3

2

1

2

2 2 2 ϕ

Długość sprężyny w dowolnej chwili t > 0 jest równa:

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 0cos sinA B A Bl x x y y r r r x r r= − + − = + ϕ− ϕ− + + ϕ−

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż płaszczyzny. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie 
sumą energii potencjalnej ciężkości walca, energii potencjalnej sprężystości i energii 
potencjalnej od siły zachowawczej U(φ). 

( ) ( )
2

2 212 2
2 A AU mgr k x x y r U = + − + − + ϕ  

( ) ( ) ( )
2

2 212 2 2
2

cos sinU mgr k r r r x r r r U = + + ϕ− ϕ− + + ϕ − + ϕ  

Niech ( ) ( ) ( )
2

2 21 2 2
2

, cos sinf x k r r r x r r r ϕ = + ϕ − ϕ − + + ϕ −  
, więc:

( ) ( )2 ,U mgr f x U= + ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( ) ( )2 2 23 1 2
2 2

,L mr mx mgr f x U= ϕ + − − ϕ − ϕ 
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Wyznaczamy pędy uogólnione sprzężone odpowiednio ze współrzędną φ i x jako 
pochodne funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej ϕ  i x :

p L mrϕ ϕ
ϕ= ∂

∂
=


3

2

x
Lp mx
x
∂= =
∂




Z powyższych zależności wyznaczymy prędkości uogólnione ϕ  i x  w funkcji 
pędu:

23
p
mr

ϕϕ =

xp
x

m
=

Zapiszemy funkcję Hamiltona, a wyliczone prędkości ϕ  i x  wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskać funkcję zależną od współrzędnych uogólnionych i od pędów:

xH p xp Lϕ= ϕ + − 

( ) ( )2 2 23 1 2
2 2

,xH p xp mr mx mgr f x Uϕ= ϕ + − ϕ − + + ϕ + ϕ  

 

H
p
mr

p
m

mr
p

mr

m p
m

mgr f x Ux x= + −
( )

− + + ( ) + ( )ϕ ϕ ϕ ϕ
2

2

2

2

2

2
2

2

2
3

3

2 3 2
2 ,

H
p
mr

p
m

mgr f x Ux= + + + ( ) + ( )ϕ ϕ ϕ
2

2

2

6 2
2 ,

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

( ) ( )

( )

23
,

,

x

x

x

pH
p mr

df x dUHp
d d

pHx
p m

df xHp
x dx

ϕ

ϕ

ϕ

 ∂ϕ = = ∂
 ϕ ϕ∂ = − = + ∂ϕ ϕ ϕ

∂ = = ∂
ϕ ∂= − = ∂








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Zadanie 6.7.
Do współśrodkowego walca o masie 2m, momencie bezwładności I, promieniu we-
wnętrznym r i promieniu zewnętrznym R = 3r toczącego się po płaszczyźnie pod 
wpływem przyłożonej siły zachowawczej F, której odpowiada energia potencjalna 
U(φ1), przymocowany jest za pomocą sprężynki o współczynniku sztywności k krą-
żek o masie m i promieniu R. Do krążka przymocowana jest nierozciągliwa, nieważ-
ka nić, na której zawieszono ciężar o masie m, który w chwili początkowej znajduje 
się w odległości H od punktu B. Znaleźć kanoniczne równania Hamiltona opisujące 
ruch tego mechanizmu, przedstawionego na rys. 6.7.

Rys. 6.7. Mechanizm do zadania 6.7

Rozwiązanie:
Porównując prędkości początku i końca linki, otrzymamy:

2 23Av R r= ϕ = ϕ 

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.7 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy za-
tem dwie współrzędne uogólnione φ1 i φ2. 

Walec porusza się ruchem płaskim, krążek wykonuje ruch obrotowy, a masa A 
porusza się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej walca, energii kinetycz-
nej krążka i energii kinetycznej masy A. Oznaczmy walec jako (1), krążek jako (2) 
a masę A jako (3), stąd:

T = T1 + T2 + T3

T I mvC1 1

2 21

2

1

2
2= +ϕ

2
2 2

1
2 BT I= ϕ

2
3

1
2 AT mv=
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Wyznaczymy moment bezwładności krążka względem środka B:

( )2 21 93
2 2BI m r mr= =

W punkcie D znajduje się chwilowy środek obrotu dla walca, zatem prędkość 
środka walca jest równa:

1Cv r= ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

2 2 2 2
1 2

1 1 1 12
2 2 2 2C B AT I mv I mv= ϕ + + ϕ + 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 9 9
2 4 2

T I mr mr mr= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ   

2 2 2 2
1 2

1 27
2 4

T I mr mr = + ϕ + ϕ  
 

Aby wyznaczyć energię potencjalną przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą wzdłuż płaszczyzny. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie 
sumą energii potencjalnej ciężkości masy A, energii potencjalnej sprężystości i ener-
gii potencjalnej od siły zachowawczej U(φ1): 

( ) ( ) ( )2
2 1 2 1

13 4 3
2

U mg H r k r r U= − − ϕ + ϕ − ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( ) ( ) ( )22 2 2 2
1 2 2 1 2 1

1 27 13 4 3
2 4 2

L I mr mr mg H r k r r U = + ϕ + ϕ + − ϕ − ϕ − ϕ − ϕ  
 

Wyznaczamy pędy uogólnione sprzężone odpowiednio ze współrzędną φ1 i φ2 
jako pochodne funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej 1ϕ  i 2ϕ :

( )
1

2
1

1

2Lp I mrϕ
∂= = + ϕ
∂ϕ




p L mrϕ ϕ
ϕ

2

2

2

2

27

2
= ∂

∂
=






190

VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

Z powyższych zależności wyznaczymy prędkości uogólnione 1ϕ  i 2ϕ  w funkcji 
pędu:

( )
1

1 22

p

I mr
ϕϕ =

+


2
2 2

2
27

p
mr

ϕϕ =

Zapiszemy funkcję Hamiltona i wyliczone prędkość ϕ  i x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskać funkcję zależną od współrzędnych uogólnionych i od pędów:

1 21 2H p p Lϕ ϕ= ϕ + ϕ − 

H
p

I mr

p
mr

I mr
p

I mr
mr

p
=

+( ) + − +( )
+( )

−ϕ ϕ ϕ
1 2 1

2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

27

1

2
2

2

27

4

4 ϕϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

2

2

2
2

2 1 2

2

1

27

3
1

2
4 3

mr

mg H r k r r U

( )
+

+ −( ) + −( ) + ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2

2 2
2

2 1 2 122

13 4 3
2272 2

p p
H mg H r k r r U

mrI mr
ϕ ϕ= + + − ϕ + ϕ − ϕ + ϕ

+

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

( )
( ) ( )

( )

1

1

1

2

2

2

1 2

12
1 2

1 1

2 2

2
1 2

2

2

4 4 3

2
27

3 3 4 3

pH
p I mr

dUHp kr
d

pH
p mr

Hp mgr kr

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

 ∂ϕ = = ∂ +
 ϕ∂ = − = − ϕ − ϕ − ∂ϕ ϕ


∂ϕ = = ∂
 ∂= − = − + ϕ − ϕ ∂ϕ









Zadanie 6.8.
Na rys. 6.8 przedstawiono maszynę Atwooda składającą się z beztarciowego blo-

ku o masie 3m i promieniu r, przez który przerzucono nieważką nić i zawieszono 
ciało A o masie 2m i ciało B o masie m za pomocą sprężynki o współczynniku sztyw-
ności k. Układ porusza się pod wpływem przyłożonej do ciała B siły zachowawczej 
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F, której odpowiada energia potencjalna U(x). Znaleźć sformułowanie hamiltonow-
skie opisujące ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.8. Mechanizm do zadania 6.8

Rozwiązanie:
Można łatwo zauważyć, że w punkcie O znajduje się chwilowy środek obrotu walca, 
zatem prędkość masy A możemy zapisać jako:

Av r= ϕ

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.8 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy za-
tem dwie współrzędne uogólnione – φ oraz x. Blok o środku O wykonuje ruch obro-
towy, a masy A i B poruszają się ruchem postępowym.

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej walca i energii kinetycz-
nej mas A i B. Oznaczmy blok o środku O jako (1), masę A jako (2) i masę B jako 
(3), zatem:

T = T1 + T2 + T3

2
1

1
2 OT I= ϕ

T mvA2

21

2
2= ⋅

2
3

1
2 BT mv=

Wyznaczymy moment bezwładności walca wokół punktu O:
2 21 33

2 2OI mr mr= =
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Prędkość masy B jest równa:

Bv x= 

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

T I mv mvO A B= + +1

2

1

2

2 2 2ϕ

T mr mr mx= + +3

4

1

2

2 2 2 2 2  ϕ ϕ

T mr mx= +7

4

1

2

2 2 2 ϕ

Energia potencjalna układu jest sumą energii potencjalnej ciężkości mas A i B 
oraz energii potencjalnej pochodzącej od siły zachowawczej F:

( ) ( )212
2

U mgx mgr k x r U x= − ϕ+ − ϕ +

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( ) ( )22 2 27 1 12
4 2 2

L mr mx mgx mgr k x r U x= ϕ + − + ϕ − − ϕ − 

Wyznaczamy pędy uogólnione sprzężone odpowiednio ze współrzędną φ i x, 
jako pochodne funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej ϕ  i x . 

27
2

Lp mrϕ
∂= = ϕ
∂ϕ




x
Lp mx
x

∂= =
∂




Z powyższych zależności wyznaczymy prędkości uogólnione ϕ  i x  w funkcji 
pędu:

2

2
7

p
mr

ϕϕ =

xp
x

m
=
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Zapiszemy funkcję Hamiltona, a wyliczone prędkość ϕ  i x  wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskać funkcję zależną od współrzędnych uogólnionych i od pędów:

xH p xp Lϕ= ϕ + − 

( ) ( )22 2 27 1 12
4 2 2xH p xp mr mx mgx mgr k x r U xϕ= ϕ + − ϕ − + − ϕ+ − ϕ +  

H
p

mr
p
m

mr
p

mr

m p
m

mgx mgr k x rx x= + −
( )

− + − + −
2

7

7

4

4

7 2
2

1

2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

ϕ ϕ ϕ ϕ(( ) + ( )2 U x

H
p
mr

p
m

mgx mgr k x r U xx= + + − + −( ) + ( )ϕ ϕ ϕ
2

2

2
2

7 2
2

1

2

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

( )

( ) ( )

2

2
7

2

x

x

x

pH
p mr

Hp mg kr x r

pHx
p m

dU xHp mg k x r
x dx

ϕ

ϕ

ϕ













∂ϕ = =
∂
∂= − = − − ϕ
∂ϕ

∂= =
∂
∂= − = − − − ϕ
∂

−









Zadanie 6.9.
Pręt o długości 2l i masie  połączono za pomocą sprężynki o współczynniku sztyw-
ności k z suwakiem o masie 2m, jak na rys. 6.9. Do suwaka przyłożono siłę zacho-
wawczą F, której odpowiada energia potencjalna U(x). Znaleźć kanoniczne równa-
nia Hamiltona opisujące ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.9. Mechanizm do zadania 6.9
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.9 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione φ i x. 

Pręt porusza się ruchem płaskim, a suwak wykonuje ruch postępowy.
Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta i energii kinetycz-

nej suwaka A. Oznaczmy pręt jako (1), suwak jako (2), zatem:

T = T1 + T2

2 2
1

1 1
2 2S ST I mv= ϕ +

2
2

1 2
2 AT mv=

Wyznaczymy moment bezwładności pręta względem punktu A:

( )2 21 12
12 3SI m l ml= =

Prędkość punktu A jest równa:

Av x= 

Współrzędne punktu S są równe:

sin cos
cos  sin  

S S

S S

x l y l
x l y l

= ϕ = ϕ
= ϕϕ = − ϕϕ  

Prędkość punktu C jest równa:

2 2 2
C C Cv x y= + 

( ) ( )2 22 cos  sin  Cv l l= ϕϕ + − ϕϕ 

2 2 2
Cv l= ϕ

Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

2 2 21 1
2 2S S AT I mv mv= ϕ + +
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T ml ml mx= + +1

6

1

2

2 2 2 2 2  ϕ ϕ

T ml mx= +2

3

2 2 2 ϕ

Aby wyznaczyć energię potencjalną, przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą przez punkt A. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą 
energii potencjalnej ciężkości pręta, energii potencjalnej sprężystości i energii po-
tencjalnej od siły zachowawczej U(x): 

U mgl k x l U x= + −( ) + ( )cos sinϕ ϕ1

2
2

2

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

( ) ( )22 2 22 1 2
3 2

cos sinL ml mx mgl k x l U x= ϕ + − ϕ− − ϕ − 

Wyznaczamy pędy uogólnione sprzężone odpowiednio ze współrzędną φ i x jako 
pochodne funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej ϕ  i x :

p L mlϕ ϕ
ϕ= ∂

∂
=




4

3

2

p L
x

mxx = ∂
∂

=


2

Z powyższych zależności tworzymy układ równań i metodą podstawiania wy-
znaczymy prędkości uogólnione ϕ  i x  w funkcji pędu:

ϕ ϕ=
3

4
2

p
ml

x
p
m
x=

2

Zapiszemy funkcję Hamiltona, a wyliczone prędkość ϕ  i x  wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskać funkcję zależną od współrzędnych uogólnionych i od pędów:

xH p xp Lϕ= ϕ + − 
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( ) ( )22 2 22 1 2
3 2

cos sinxH p xp ml mx mgl k x l U xϕ= ϕ + − ϕ − + ϕ+ − ϕ +  

( ) ( )

2 22 2
2

2 2

2

3 32
2 3 24 4

1 2
2

cos

sin

x x
p pp p

H ml m mgl
m mml ml

k x l U x

ϕ ϕ   = + − − + ϕ   
  

+ − ϕ +

H
p

ml
p
m

mgl k x l U xx= + + + −( ) + ( )3

8 4

1

2
2

2

2

2
2ϕ ϕ ϕcos sin

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:

( ) ( )

2

2

3
4

2 2 2

2

2

sin cos sin

sin

x

x

x

pH
p ml

Hp mgl klx kl

pHx
p m

dU xHp k x l
x dx

ϕ

ϕ

ϕ

 ∂ϕ = = ∂
 ∂= − = ϕ+ ϕ− ϕ ∂ϕ


∂ = = ∂


∂ = − = − − ϕ − ∂









Zadanie 6.10.
Do pręta o długości 2l i masie  dołączono przegubowo suwak o masie 3m, jak poka-
zano na rys. 6.10. Środek pręta połączony jest ze sprężynką o współczynniku sztyw-
ności k. Znaleźć kanoniczne równania Hamiltona opisujące ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.10. Mechanizm do zadania 6.10
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Rozwiązanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.10 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem 
dwie współrzędne uogólnione φ i x. Przyjmijmy dodatni kierunek w prawo.

Pręt porusza się ruchem płaskim, a suwak wykonuje ruch postępowy.
Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznej pręta i energii kinetycz-

nej suwaka A. Oznaczmy pręt jako (1), suwak jako (2), więc:

T = T1 + T2

T I mvC C1

2 21

2

1

2
= +ϕ

T mvA2

21

2
3=

Wyznaczymy moment bezwładności pręta względem punktu A:

I m l mlA = ( ) =1

12
2

1

3

2 2

W punkcie D znajduje się chwilowy środek obrotu dla walca, zatem prędkość 
środka walca jest równa:

Cv r= ϕ

Prędkość punktu A jest równa:

Av x= − 

Współrzędne punktu C są równe:

sin cos
cos  sin  

C C

C C

x x l y l
x x l y l

= − + ϕ = ϕ
= − + ϕϕ = − ϕϕ   

Prędkość punktu C jest równa:

2 2 2
C C Cv x y= + 

( ) ( )2 22 cos  sin  Cv x l l= − + ϕϕ + − ϕϕ 

2 2 2 2 2 cosCv x l lx= + ϕ − ϕ ϕ  
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Wstawiając wyliczone prędkości i moment bezwładności do wzoru na energię 
kinetyczną, otrzymujemy:

2 2 21 1 3
2 2 2C C AT I mv mv= ϕ + +

( )2 2 2 2 2 21 1 32
6 2 2

cosT ml m x l lx mx= ϕ + + ϕ − ϕ ϕ +    

2 2 22 2
3

cosT ml mx mlx= ϕ + − ϕ ϕ  

Aby wyznaczyć energię potencjalną przyjmijmy linię zerowego potencjału prze-
chodzącą przez punkt A. Energia potencjalna naszego mechanizmu będzie sumą 
energii potencjalnej ciężkości pręta i energii potencjalnej sprężystości:

U mgl kx= +cosϕ 1

2

2

Funkcja Lagrange’a jest równa:

L = T – U

L ml mx mlx mgl kx= + − − −2

3
2

1

2

2 2 2 2   ϕ ϕ ϕ ϕcos cos

Wyznaczamy pędy uogólnione sprzężone odpowiednio ze współrzędną φ i x jako 
pochodne funkcji Lagrange’a po prędkości uogólnionej ϕ  i x :

p L ml mlxϕ ϕ
ϕ ϕ= ∂

∂
= −


 

4

3

2 cos

p L
x

mx mlx = ∂
∂

= −


 4 ϕ ϕcos

Z powyższych zależności tworzymy układ równań i metodą podstawiania wy-
znaczymy prędkości uogólnione ϕ  i x  w funkcji pędu:

( )2 2

12 3

16 3

cos

cos
xp p l

ml
ϕ + ϕ

ϕ =
− ϕ



( )2

4 3

16 3

cos

cos
xp l p

x
ml

ϕ+ ϕ
=

− ϕ

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Zapiszemy funkcję Hamiltona, a wyliczone prędkości ϕ  i x  wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskać funkcję zależną od współrzędnych uogólnionych i od pędów:

H p xp Lx= + − ϕ ϕ

H p xp ml mx mlx mgl kxx= + − − + + +     ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ
2

3
2

1

2

2 2 2 2cos cos

Zauważmy, że 2
3

2
1

2

2 2 2ml mx mlx p xpx    ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − = +( )cos , wówczas nasz ha-

miltonian przyjmie postać:

H p xp mgl k lx= +( ) + + ( )1

2

1

2

2

 ϕ ϕ ϕϕ cos sin

H
p p p l

ml

p l p p

ml
x x x=

+

−( ) +
+

−
1

2

12 3

16 3

4 3

16 3

2

2 2

2

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ

ϕcos

cos

cos

coss
cos

2

21

2ϕ
ϕ( )













+ +mgl kx

H
p p p l p l

ml
mgl kxx x=

+ +

−( ) + +
6 3 4

16 3

1

2

2 2

2 2

2ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ

cos

cos
cos

Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:





ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

= ∂
∂

=
+

−( )
= − ∂

∂
=

H
p

p p l
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6.7. ZADANIA DO ROZWIĄZANIA

Zadanie 6.11.
Dane jest wahadło matematyczne przedstawione na rys. 6.11 o długości l i masie m. 
Zapisać kanoniczne równania Hamiltona opisujące jego ruch. Porównać otrzymane 
rozwiązanie z formalizmem Lagrange’a.

Rys. 6.11. Mechanizm do zadnia 6.11

Zadanie 6.12.
Pręt o masie 2m i długości 2l zamocowano w punkcie A, jak pokazano na rys. 6.12. 
Na środku i końcu pręta zostały dołączone dwie sprężynki o współczynniku sztyw-
ności k. Zapisać kanoniczne równania Hamiltona opisujące jego ruch. Porównać 
otrzymane rozwiązanie z formalizmem Lagrange’a.

Rys. 6.12. Mechanizm do zadnia 6.12

Zadanie 6.13.
Na końcu wahadła fizycznego o masie 3m i długości 2l, przedstawionego na rys. 6.13, 
zamocowano punkt materialny o masie m. Dodatkowo w punkcie A przyłożono siłę 
zachowawczą F, której odpowiada energia potencjalna U(φ). Zapisać kanoniczne 
równania Hamiltona opisujące jego ruch.
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Rys. 6.13. Mechanizm do zadnia 6.13

Zadanie 6.14.
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.14 składa się z połączonych razem krążka o ma-
sie m i promieniu r oraz korby o masie 2m i długości 3r. Do krążka przymocowano 
za pomocą nieważkiej, nierozciagliwej nici cialo B o masie m. Koniec pręta zamoco-
wany jest do sprężyny o współczynniku sztywności k. Zapisać kanoniczne równania 
Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.14. Mechanizm do przykładu 6.14

Zadanie 6.15.
W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.15 pręt AB o długości 2l i masie m jest 
połączony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu r i masie 2m, a w punk-
cie A z suwakiem o masie m. Do walca przyłożono siłę zachowawczą F, której odpo-
wiada energia potencjalna U(φ). Zapisać kanoniczne równania Hamiltona opisujace 
ruch tego mechanizmu.



202

VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

Rys. 6.15. Mechanizm do zadnia 6.15

Zadanie 6.16.
Dwa ciała o masach m1 i m2 połączone sprężyną o współczynniku sztywności k, po-
kazane na rys. 6.16, poruszają się po gładkiej powierzchni pod wpływem poziomo 
przyłożonej siły zachowawczej F, której odpowiada energia potencjalna U(x2). Zapi-
sać kanoniczne równania Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.16. mechanizm do zadnia 6.16

Zadanie 6.17.
Na rys. 6.17 przedstawiono maszynę Atwooda składającą się z gładkiego bloku o za-
niedbywalnej masie i wymiarach, przez który przerzucono nieważką, nierozciągliwą 
nić i zawieszono ciała o masie 2m i m. Do ciała o mniejszej masie zamocowano 
kolejne ciało o masie 1

2
m  za pomocą sprężynki o współczynniku sztywności k. 

Znaleźć sformułowanie hamiltonowskie opisujące ruch tego mechanizmu.
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Rys. 6.17. Mechanizm do zadnia 6.17

Zadanie 6.18.
Do walca o masie 4m i promieniu  toczącego się po płaszczyźnie pod wpływem 
przyłożonej siły zachowawczej F, której odpowiada energia potencjalna U(φ) przy-
mocowane jest za pomocą sprężynki o współczynniku sztywności k ciało B o ma-
sie m. Znaleźć kanoniczne równania Hamiltona opisujące ruch tego mechanizmu, 
przedstawionego na rys. 6.18.

Rys. 6.18. Mechanizm do zadania 6.18

Zadanie 6.19.
Dwa pręty AD i EG zamocowano i połączono sprężynkami, jak pokazano na rys. 
6.19. Masa pręta AD jest równa 3m i długość wynosi 3l, natomiast masa pręta AD 
jest równa 2m i długość wynosi 2l. Wiemy, że |AB| = |BC| = |CD| = |EF| = |FG|. 
Współczynniki sztywności sprężyn są równe: k1 = 2k, k2 = k. Znaleźć kanoniczne 
równania Hamiltona opisujące ruch tego mechanizmu.
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Rys. 6.19. Mechanizm do zadnia 6.19

Zadanie 6.20.
Zapisać kanoniczne równania Hamiltona opisujące ruch mechanizmu przedstawio-
nego na rys. 6.20. Zakładamy, że linki są nieważkie i nierozciągliwe oraz że nie 
występuje tarcie linek o bloki. Przyjąć dane: m, I, r, R = 2r, k. 

Rys. 6.20. Mechanizm do zadania 6.20
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7.1. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU II

Zadanie 2.16.

Rys. 2.16a

vA cos α = vB cos (90° – α)

vA = vBtgα

(P, 0) · (vB, 0) + (0, Q) · (0, –vA) = 0

PvB – QvA = 0

Q = Pctgα
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Zadanie 2.17.

Rys. 2.17a

Chwilowy środek obrotu dla krążka o środku A znajduje się w punkcie S, zatem:

2B Av v=

Z rzutu prędkości na kierunek pręta BC mamy:

vB cos (45° – α) vC cos α

( )2 45cos
cos

A
C

v
v

°−α
=

α

Q Q v G v P vA A Ccos , sin , , , , ,β β−( )⋅ −( ) + −( )⋅ −( ) + ( )⋅ −( ) =0 0 0 0 0 0

Q v Gv PvA A Csinβ + − = 0

Q v Gv P
v

A A
Asin

cos
cos

β
α

α
+ −

°−( )
=

2 45
0

Q G P vAsin
cos

cos
β

α
α

+ −
°−( )









 =

2 45
0
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( )2 45
0

cos
sin

cos
Q G P

°−α
β+ − =

α

( )
( )2 45

sin cos

cos

Q G
P

β+ α
=

°−α

Zadanie 2.18.

Rys. 2.18a

Z twierdzenia o rzutach prędkości na kierunek pręta AB:

vA cos (90° – α) = vB

vA sin α = vB

Chwilowy środek prędkości dla walca znajduje się w punkcie O1, zatem:

v v vC AB= =1

2

1

2
sinα

Q v P v vC A A, , , sin , cos0 0 0 0( ) ⋅ −( ) + ( )⋅ −( ) =α α

0cosC AQv Pv− + α =

− + =Q v PvA A
1

2
0sin cosα α

− +





=1

2
0Q P vAsin cosα α

− + =1

2
0Q Psin cosα α

Q P P= =2 2cos
sin

α
α

αctg
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Zadanie 2.19.

Rys. 2.19a

∆ ∆ ∆ABO ABO OBO O A
AB
OA

l O B l
1 1 1

2

1

9

2

3 13

2
~ ~ ,zatem = = =

Z twierdzenia Pitagorasa dla ΔACO1: O C l
1

85

2
=

δ δϕ δϕA OA l= = 2

δ δϕ δϕA O A l= =
1 1 1

9

2

9

2
2

4

9
1 1

l lδϕ δϕ δϕ δϕ= ⇒ =

δ δϕ δϕ δϕB O B l l= = =
1 1 1

3 13

2

2 13

3

δ δϕ δϕ δϕC O C l l= = =
1 1 1

85

2

2 85

9

Niech | 1) AO C< = β| = β, zatem cosβ = 9

85

.
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( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, sin , cos , ,C C BM P Fδϕ+ ⋅ −δ β δ β + ⋅ −δ =

0cos C BM P Fδϕ+ βδ − δ =

M P l F lδϕ β δϕ δϕ− − =cos 2 85

9

2 13

3
0

M P l F l− −








 =9

85

2 85

9

2 13

3
0δϕ

M Pl Fl− − =2
2 13

3
0

( )3 2
2 13
M Pl

F
l

−
=

Zadanie 2.20.

Rys. 2.20a

vC = vD

Rδφ2 = rδφ1

2 1 r
R

δϕ = δϕ



210

VII. ODPOWIEDZI DO ZADAŃ

2

2 1A
rr
R

δ = δϕ = δϕ

( ) ( )1 0 0 0, , AM Pδϕ + − ⋅ δ =

1 0AM Pδϕ − δ =

2

1 1 0rM P
R

δϕ − δϕ =

2

1 0rM P
R

 
− δϕ = 

 

2

0rM P
R

− =

P MR
r

= 2

Zadanie 2.21.

Rys. 2.21a

δA = |OA|δφ = dδφ

δB = |BC|δφ1 = dδφ1
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Brak chwilowego środka obrotu dla pręta AB w tym położeniu, zatem δA = δB,  
δφ = δφ1. 

Mδφ + (–S, 0) · (δB cos α, δB sin α) = 0

Mδφ – S δB cos α = 0

Mδφ – S δB cos α dδφ = 0

(M – Sd cos α) δφ = 0

M – Sd cos α = 0

S = kh

M – khd cos α = 0

cos
Mh

kd
=

α

Zadanie 2.22.

Rys. 2.22a

A AB lδ = δϕ = δϕ

1 13 cosA O B lδ = δϕ = αδϕ

3
3

1 1
l lcos

cos
αδϕ δϕ δϕ δϕ

α
= ⇒ =
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1 1 13 sin tgB O C l lδ = δϕ = αδϕ = αδϕ

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0sin , cos , , ,A BM S S Pδϕ+ α α ⋅ −δ + − ⋅ δ =

M S PA Bδϕ αδ δ− − =cos 0

0cos tgM S l Plδϕ− α δϕ− αδϕ =

( ) 0cos tgM Sl Pl− α− α δϕ =

0cos tgM Sl Pl− α− α =

S = kh

P M khl
l

= − cosα
αtg

Zadanie 2.23.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20 0 0 0 0 0 0, , , , , ,T x Q y P y⋅ δ + ⋅ δ + ⋅ δ =

1 2 0T x Q y P yδ + δ + δ =

T = μN              N = P

Równanie więzu: x + 2y1 + y2 = const 

1 22 0x y yδ + δ + δ =

1 22x y yδ = − δ −δ

( ) ( )1 22 0P Q y P P y− µ + δ + −µ + δ =

− + = ⇒ =2 0 2µ µP Q Q P

0 1      P P−µ + = ⇒ µ =
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Zadanie 2.24.

Rys. 2.24a

4sin cosD E Cy y d x d= = ϕ = ϕ

δ δ ϕδϕ δ ϕδϕy y d x dD E C= = = −cos sin4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , , ,D D E E C CM mg x y mg x y P x yδϕ+ − ⋅ δ δ + − ⋅ δ δ + ⋅ δ δ =

0D E CM mg y mg y P xδϕ− δ − δ + δ =

P M mgd
d

= − 2
4

cos
sin

ϕ
ϕ

Zadanie 2.25.

Rys. 2.25a

sin sin
cos cos

D E

D E

y l y d
y l y d
= α = β

δ = αδα δ = βδβ

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , ,D D E EP x y Q x y− ⋅ δ δ + − ⋅ δ δ =
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0D EP y Q yδ − δ =

0cos cosPl Qdαδα− βδβ =

Równanie więzu:    2 2cos cos constl dα+ β =

2 2 0sin sinl d− αδα− βδβ =

δβ αδα
β

= −2
2
l
d
sin

sin

P
Q

= =ctg
ctg

tg
tg

β
α

α
β

Zadanie 2.26.

cosAy d= α

2 cos cosBy d d= α+ β

2 2cos cos cosCy d d d= α+ β+ γ

δ αδαy dA = − sin

2 sin sin  By d dδ = − αδα− βδβ

2 2sin sin  sin  Cy d d dδ = − αδα− βδβ− γδγ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , , ,A A B B C Cmg x y mg x y mg x y M⋅ δ δ + ⋅ δ δ + ⋅ δ δ − δγ =

0A B Cmg y mg y mg y Mδ + δ + δ − δγ =

( ) 0A B Cmg y y y Mδ + δ + δ − δγ =

( )5 3 0sin sin  sin  mg d d d M− αδα− βδβ− γδγ − δγ =

( )5 3 0sin sin  sinmgd mgd mgd M− αδα− βδβ+ − γ − δγ =

5 sinQ mgdα = − α

3 sinQ mgdβ = − β

sinQ mgd Mγ = − γ −
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Zadanie 2.27.

Rys. 2.27a

2 2
4 4
2 4 2 4

sin cos
sin sin cos cos
cos cos sin sin

E E

D D

C C

y d y d
y d d y d d
x d d x d d

= β δ = βδβ
= β+ α δ = βδβ+ αδα
= α+ β δ = − αδα− βδβ

4 2sin sinAy d d= β+ α

Równanie więzu: yA = h  

4 2sin sin constd d hβ+ α = =

4 2 0d dcos cosβδβ αδα+ =

2cos
cos

β
δα = δβ

α

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20 0 0 0 0, , , , , ,D D E E Cm g x y m g x y P x− ⋅ δ δ + − ⋅ δ δ + − ⋅ δ =

1 2 0D E Cm g y m g y P x− δ − δ − δ =

( ) ( )1 24 2 2 2 0cos cos cos sin sinm g m g Pβδβ+ αδα + βδβ− αδα+ βδβ =

( ) ( )1 2 14 2 4 2 0cos cos sin cos sinm g m g P m g Pβ+ β− β δβ+ α− α δα =
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( ) ( )1 2 1
24 2 4 2 0coscos cos sin cos sin
cos

m g m g P m g P β
β+ β− β δβ+ α− α δβ =

α

( )1 26 2 4 4 0cos cos sin tg cosm g m g P Pβ+ β− β− α β δβ =

( ) ( )1 23 2 0cos sin tg cosm g m g P+ β− β+ α β =

( )
( )

1 23
2 tg tg
g m m

P
+

=
β+ α

7.2. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU III

Zadanie 3.10.

Rys. 3.10a

Równanie więzu: x1 = x2 
x1 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody

1 2x xδ = δ

1 2x x= 

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 0sinm g m x x m g m x x− α− δ + − δ = 

( )( )1 1 2 1 2 1 0sinm g m m x m g x− α− + + δ =

2 1
1 2

1 2

sinm g m g
x x

m m
− α

= =
+

 
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Zadanie 3.11.

Rys. 3.11a

Równania więzów: x1 = R2φ2, r2φ2 = r3φ3, x3 = r3φ3, x4 = 2r3φ3
φ3 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody

2 3 3
1 3 2 3 3 3 3 4 3 3

2 2

2, , ,
R r r

x x r x r
r r

δ = δϕ δϕ = δϕ δ = δϕ δ = δϕ

2 3 3
1 3 2 3 3 3 3 4 3 3

2 2

2, , ,
R r r

x r x r
r r

x = = ϕ = ϕ = ϕϕ ϕ      

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3

3 3 3 3 4 4 4 4 0
sinm g m x x M I I

m g m x x m g m x x
− α− δ + − ϕ δϕ + − ϕ δϕ

+ − δ +

+

− δ =

 

 

( ) ( )

2
2 3 2 3 3 3 3 3

1 1 3 3 2 3 3 3 3
2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 4 4 3 3 3 3

2
2 2 0

sin
R r R r r r m r

m g m M I
r r r r

m g m r r m g m r r

    
− α − δϕ + − δϕ − δϕ    
  

ϕ ϕ + ϕ

ϕ
  

+ − δϕ + − ϕ δϕ =





  



2
2 3 2 3 3 3 2

1 4 3 3 1 3 42 2
2 22 2

3
4 2

2
sin

R r I r m r R Mm m r m g m g m g
r rr r

 
+ + + ϕ = − α+ + + 

 


( )
( )

2 1 2 3 2 4 2
3 2 2 2

3 1 2 2 3 2 4 2

2
1 5 4

sin

.

r m gR M m gr m gr

r m R I m r m r

− α+ + +
ϕ =

+ + +

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1 2 3 2 4 2
2 2 2 2

1 2 2 3 2 4 2

2
1 5 4

sin
.

m gR M m gr m gr
m R I m r m r

− α+ + +
ϕ =

+ + +


( )2 1 2 3 2 4 2
1 2 2 2

1 2 2 3 2 4 2

2
1 5 4

sin
.

R m gR M m gr m gr
x

m R I m r m r
− α+ + +

=
+ + +



( )2 1 2 3 2 4 2
3 2 2 2

1 2 2 3 2 4 2

2
1 5 4

sin
.

r m gR M m gr m gr
x

m R I m r m r
− α+ + +

=
+ + +



( )2 1 2 3 2 4 2
4 2 2 2

1 2 2 3 2 4 2

2 2
1 5 4

sin
.

r m gR M m gr m gr
x

m R I m r m r
− α+ + +

=
+ + +



Zadanie 3.12.

Rys. 3.12a.

Równania więzów: x1 = r2φ2, r2φ2 = (r3 + R3)φ3, x3 = R3φ3
φ3 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody

( ) ( )3 3
1 3 3 3 2 3 3 3 3

2

, ,
r R

x r R x R
r
+

δ = + δϕ δϕ = δϕ δ = δϕ

( ) ( )3 3
1 3 3 3 2 3 3 3 3

2

, ,
r R

r R x
r

x R
+

= + ϕ ϕ = ϕ = ϕ    

( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3

3 3 3 3 0
sin

sin
m g m x M I M I

m g m
x

x x
β− δ + − δϕ + − δϕϕ

+

ϕ

α δ =

+

− 

 
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( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 3 3
1 1 3 3 3 3 3 3 1 2 3 3

2 2

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 0

sin

sin

r R r R
m g m r R r R M I

r r

M I m g m R R

 + +
β− + + δϕ + − ϕ δϕ  

 
+ − ϕ δϕ + α− ϕ δϕ =

ϕ 



 



( ) ( ) ( )

( )

2
2 2 3 3 2

1 3 3 3 3 3 3 1 3 32
2

1 3 3
2 3 3

2

sin

sin

I r R
m r R I m R m g r R

r

M r R
M m R g

r

 +
 + + + + = β + +
 
 

+
+ + − α

ϕ

( ) ( )
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1 3 3
1 3 3 2 3 3
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2 2 3 3 2
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2

sin sin
M r R

m g r R M m R g
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I r R
m r R I m R
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1 3 3
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3 2
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Zadanie 3.13.

Rys. 3.13a

Równania więzów: x1 = R2φ2, r2φ2 = r3φ3 (vC = vD), x4 = R3φ3 
φ3 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody
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Zadanie 3.14.

Rys. 3.14a

Równania więzów: x1 = R2φ2, R2φ2 = R3φ3, x4 = r3φ3 
φ3 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody
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Zadanie 3.15.

Rys. 3.15a

Równania więzów: x1 = R1φ1, rφ2 = 2R1φ1, Rφ2 = Rφ3, x4 = Rφ3 
φ1 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody
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Zadanie 3.16.
Równania więzów: x1 = r2φ2, R2φ2 = r3φ3, R3φ3 = R4φ4 
φ2 – współrzędna uogólniona, jeden stopień swobody
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Rys. 3.16a
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Zadanie 3.17.

Rys. 3.17a

Równania więzów: x1 = Rφ1  
x1, x2 – współrzędne uogólnione, dwa stopnie swobody
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Zadanie 3.18.

Rys. 3.18a

Równanie więzu: x1 + 2x2 + x3 = const 

x1 = –2x2 – x3

x2, x3 – współrzędne uogólnione, dwa stopnie swobody
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7.3. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU IV

Zadanie 4.13.

Rys. 4.13a

Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona. Pręt AB (1) – ruch płaski 
wokół punktu S, suwak A (2) – ruch postępowy, suwak B (3) – ruch postępowy.
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Współrzędne i prędkość punktu B:

( )22 2 2 2 2 2

2 0
2 0

2 4

sin
cos  

cos  cos

B B

B B

B B B

x l y
x l y

v x y l l

= ϕ =
= ϕϕ =

= + = ϕϕ = ϕ ϕ

 

  

Współrzędne i prędkość punktu S:

( ) ( )2 22 2 2 2 2

sin cos
cos  sin  

cos  sin  

S S

S S

S S S

x l y l
x l y l

v x y l l l

= ϕ = ϕ
= ϕϕ = − ϕϕ

= + = ϕϕ + − ϕϕ = ϕ

  

   

Energia kinetyczna i potencjalna:

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 82 2
6 2 3

sin s

S S A BT I mv mv mv

ml ml ml ml co ml

= ϕ + + +

= ϕ + ϕ + ϕ ϕ+ ϕ ϕ = ϕ    

( )2 2 21 2 2
2

sin cos sinSU mgy k l mgl kl= + ϕ = ϕ+ ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

2 2 2 28 2
3

cos inL T U ml mgl kl s= − = ϕ − ϕ− ϕ

Równanie Lagrange’a ma postać:

0 d L L
dt
 ∂ ∂

− = ∂ϕ ∂ϕ 

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

=L ml




ϕ
ϕ16

3

2

d
dt

L ml∂
∂









 =




ϕ
ϕ16

3

2

∂
∂

= − = −L mgl kl s mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕsin cos sin sin4 2 2
2 2in



229

7.3. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU IV

Równanie ruchu:

16

3
2 2 0

2 2ml mgl klϕ ϕ ϕ− + =sin sin

Zadanie 4.14.

Rys. 4.14a

Jeden stopień swobody,  – współrzędna uogólniona. Pręt AB (1) – ruch płaski 
wokół punktu S, walec (2) – ruch płaski wokół punktu B.
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Współrzędne i prędkość punktu B:
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  ∂  = ϕ+ − ϕ ϕϕ + ϕϕ =   ∂ϕ   
 = + ϕ − ϕϕ 


ϕ











 



 

( )

( )

2 2 2

1 2
2

2 2 2

12 2

6 2

sin

sin cos sin

sin sin

L ml kl mgl

ml kl mgl

ϕ

∂
= − ϕ − ϕ ϕ+ ϕ =

∂ϕ

= − ϕ − ϕ+ ϕ







Równanie ruchu:

2 2 2 2 24 12 6 2 2 0
3

s sin sin sinml ml co ml mg kl + ϕ ϕ− ϕ ϕ− ϕ− ϕ = 
 

 

Zadanie 4.15.

Rys. 4.15a

Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona. Pręt OC (1) – ruch obroto-
wy wokół punktu O, masa C (2) – ruch postępowy.

2
1

1
2 OT I= ϕ

2
2

1
2 CT mv=

T = T1 + T2
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Momenty bezwładności:

( )2 2
0

1 164
3 3

I m l ml= =

Współrzędne punktu A:

xA = 2l sin φ

Współrzędne i prędkość punktu B:

xB = 3l sin φ

3 cos  Bx l= ϕϕ

( )22 2 2 2 23 9cos  cosB Bv x l l= = ϕϕ = ϕ ϕ 

Współrzędne punktu C:

xC = 4l sin φ

4 cos  Cx l= ϕϕ

Energia kinetyczna i potencjalna:

2 2 2 2 2 2 21 1 8 8
2 2 3

cosO CT I mv ml ml= ϕ + = ϕ + ϕ ϕ  

( )22

2 2

1 12 4 4
2 2

6 8

sin sin sin

sin sin

A C CU mgx kx mgx mgl k l mgl

mgl kl

= − + − = − ϕ+ ϕ − ϕ =

= − ϕ+ ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

2 2 2 2 2 2 28 8 6 8
3

cos sin sinL T U ml ml mgl kl= − = ϕ + ϕ ϕ+ ϕ− ϕ 

Funkcja dyssypacji energii:

2 2 2 21 9
2 2

cosBD x l= α = α ϕ ϕ

Równanie Lagrange’a ma postać:

0d L L D
dt
 ∂ ∂ ∂

− + = ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ  
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Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= +L ml ml


 
ϕ

ϕ ϕ ϕ16

3
16

2 2 2cos

( )2 2 2 2

2 2 2 2 2

16 16 2
3
16 16 16 2
3

cos sin  s  

s sin  

d L ml ml co
dt

ml ml co ml

 ∂ = ϕ+ − ϕ ϕϕ + ϕϕ = ∂ϕ 
 = + ϕ ϕ− ϕϕ  

 






∂
∂

= −( ) + =

= −( )

L ml kl mgl

ml kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

16 16

8 8 2

2 2 2

2 2 2





sin cos cos

sin ++ mgl cosϕ

∂
∂

=D l



ϕ

α ϕ ϕ9
2 2cos

Równanie ruchu:

16

3
16 24 2 9 8

2 2 2 2 2 2 2 2ml ml ml l kl+




− + +cos ϕ ϕ ϕϕ α ϕ ϕ  sin cos siin

cos

2

0

ϕ

ϕ− =mgl

Zadanie 4.16.

Rys. 4.16a

Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona. Pręt AB (1) – ruch obroto-
wy wokół punktu A, krążek B (2) – ruch płaski.

2
1

1
2 AT I= ϕ
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T I m vB B2 1

2

1

21

2

1

2
= +ϕ

T = T1 + T2

Moment bezwładności:
I m R rA = +( )1

3
2

2

I m rB =
1

2
1

2

W punkcie C mamy chwilowy środek obrotu:

( )1B Bv r v R r= ϕ = + ϕ 





ϕ
ϕ

1 =
+( )R r
r

Energia kinetyczna i potencjalna:

T I I m v m R r m r R r
rA B B� � � � � �
�

�
1

2

1

2

1

2

1

6

1

4

2

1

2

1

2

2

2 2

1

2

2

2

2
  � � � �( ) ( ) 11

2

1

6

1

4

1

2

1

2 2

2

2

1

2

1

2 2

m r

m R r m R r m r

�

�� � � � ��
�
�

�
�
�( ) ( )

( )1 22
sin sinR rU m g m g R r+ = − ϕ− + ϕ 

 
 

Potencjał kinetyczny jest równy:

( ) ( )2 2 2
2 1 1 1 2

1 1 1 1
6 4 2 2

sinL T U m m R r m r m g m g R r
    = − = + + + ϕ + + + ϕ    
    



Równanie Lagrange’a ma postać:

 d L L Q
dt ϕ

 ∂ ∂
− = ∂ϕ ∂ϕ 

Policzymy poszczególne pochodne:

( )2 2
2 1 1

1 1
3 2

L m m R r m r∂  = + + + ϕ ∂ϕ  



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( )2 2
2 1 1

1 1
3 2

d L m m R r m r
dt
 ∂  = + + + ϕ  ∂ϕ   





( )1 2
1
2

cosL m g m g R r∂  = + + ϕ ∂ϕ  

Siła uogólniona:

δL = Mδφ

Qφ = M

Równanie ruchu:

1

3

1

2

1

2
2 1

2

1

2

1 2
m m R r m r m g m g R r M+





+( ) + − +





+( ) =ϕ ϕcos

Zadanie 4.17.

Rys. 4.17a

Dwa stopnie swobody, φ, x2 – współrzędne uogólnione. Walec (1) – ruch płaski, 
pręt (2) – ruch postępowy.

2 2
1 1 1 0

1 1
2 2

T I m v= ϕ +

2
2 2 2

1
2

T m x= 

T = T1 + T2



236

VII. ODPOWIEDZI DO ZADAŃ

W punkcie C mamy chwilowy środek obrotu:

xA = (R + r)φ

xC = (R – r)φ

xD = 2Rφ

Energia kinetyczna i potencjalna:

( )2 2 2 2 2 2
1 1 0 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

T I m v m x I m R m x= ϕ + + = + ϕ +  

( ) ( ) ( )( )22 22
1 2 2 3 2

1 1 12
2 2 2

U k R r k x R k x R r= + ϕ + − ϕ + + − ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

( ) ( ) ( )

( )( )

2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2

2

3 2

1 1 1 1 2
2 2 2 2

1
2

L T U I m R m x k R r k x R

k x R r

= − = + ϕ + − + ϕ − − ϕ

− + − ϕ

 

Równania Lagrange’a mają postać:

 d L L Q
dt ϕ

 ∂ ∂
− = ∂ϕ ∂ϕ 

2
2 2

 x
d L L Q
dt x x
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 

Policzymy poszczególne pochodne:

( )2
1 1

L I m R∂
= + ϕ

∂ϕ




( )2
1 1

d L I m R
dt

ϕ
 ∂

= + ∂ϕ 




∂
∂

= − +( ) + −( )− −( ) + −( )( )L k R r Rk x R R r k x R r
ϕ

ϕ ϕ ϕ
1

2

2 2 3 2
2 2 2
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∂
∂

=L
x

m x




2
2 2

d
dt

L
x

m x∂
∂









 =





2
2 2

∂
∂

= − −( )− + −( )( )L
x

k x R k x R r
2

2 2 3 2
2 ϕ ϕ

Siła uogólniona:

( ) 2L F t xδ = δ

Q F tx2
= ( )

Równanie ruchu:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22
1 1 1 2 2 3 22 2 2 0I m R k R r Rk x R R r k x R r+ ϕ+ + ϕ− − ϕ + − + − ϕ =

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 3 22m x k x R k x R r F t+ − ϕ + + − ϕ =

Zadanie 4.18.

Rys. 4.18a

Dwa stopnie swobody, x1, x2 – współrzędne uogólnione. Walec (1) – ruch płaski, 
wózek (2) – ruch postępowy.

2 2
1 0 0

1 1
2 2

T I mv= ϕ +

2
2 2

1 2
2

T mx= 

T = T1 + T2
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W punkcie styku walca z wózkiem mamy chwilowy środek obrotu:

1 2r x xϕ = −  



 

ϕ =
−x x
r

1 2

Moment bezwładności dla walca: I mr
0

21

2
=   

Energia kinetyczna i potencjalna:

( )22 2 2 2 2
0 0 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 4

T I mv mx mx m x x mx= ϕ + + = + − +     

U k x k x x= + −( )1

2

1

2
1 2

2

2 1 2

2

Potencjał kinetyczny jest równy:

( ) ( )2 22 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2

1 1 1 1
2 4 2 2

L T U mx m x x mx k x k x x= − = + − + − − −   

Funkcja dyssypacji energii:

( )22
1 2 2 1 2

1 1
2 2

D x x x= α + α −  

Równania Lagrange’a mają postać:

1
1 1 1

x
d L L D Q
dt x x x
 ∂ ∂ ∂

− + = ∂ ∂ ∂  

2
2 2 2

x
d L L D Q
dt x x x
 ∂ ∂ ∂

− + = ∂ ∂ ∂  

Policzymy poszczególne pochodne:

( )1 1 2
1

1
2

L mx m x x
x
∂

= + −
∂

  



( )1 1 2
1

1
2

d L mx m x x
dt x
 ∂

= + − ∂ 
  




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∂
∂

= − −( )L
x

k x x
1

2 1 2

∂
∂

= −( )D
x

x x


 
1

2 1 2
α

∂
∂

= − −( ) +L
x

m x x mx


  
2

1 2 2

1

2
2

d
dt

L
x

m x x mx∂
∂









 = − −( ) +


  

2

1 2 2

1

2
2

∂
∂

= −( ) −L
x

k x x k x
2

2 1 2 1 2

∂
∂

= − −( )D
x

x x x


  
2

1 2 2 1 2
α α

Siła uogólniona:
Q Qx x

1 2

0= =

Równanie ruchu:

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 2 1 2
1 0
2

mx m x x k x x x x+ − + − +α − =    

( ) ( ) ( )1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2
1 2 0
2

m x x mx k x x k x x x x− − + − − + = α −α − =    

Zadanie 4.19.

Rys. 4.19a
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Dwa stopnie swobody, φ1, φ2 – współrzędne uogólnione. Krążek (1) – ruch obro-
towy wokół punktu O, pręt AB (2) – ruch płaski.

2
1 1

1
2 OT I= ϕ

2 2
2 2

1 1 2
2 2C CT I mv= ϕ +

T = T1 + T2

Momenty bezwładności:
I mr
0

21

2
=

I m l ml
0

2 21

12
2 2

2

3
= ( ) =

Współrzędne punktu C i jego prędkość:

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

cos  cos sin  sin
sin sin  cos  cos  

C C

C C

x r l y r l
x r l y r l

= ϕ + ϕ = − ϕ + ϕ
= − ϕ ⋅ϕ − ϕ ϕ = − ϕ ϕ + ϕ ϕ    

( ) ( )
( )

2 22 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2 22

sin  sin  cos  cos  
cos

C C Cv x y r l r l
r rl l

= + = − ϕ ϕ − ϕ ϕ + − ϕ ϕ + ϕ ϕ

= ϕ − ϕ ϕ ϕ

=

+ϕ + ϕ

    

   

Współrzędne punktu B:

yB = 2l sin φ2 – r sin φ1

Energia kinetyczna i potencjalna:

( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 5 42 2
2 2 2 4 3

cosO C CT I I mv mr ml mrl= ϕ + ϕ + = ϕ + ϕ − ϕ ϕ ϕ +ϕ     

U mgy ky mg r l k l rC B� � � � �� �� �� �2
1

2
2

1

2
2

2

1 2 2 1

2sin sin sin sin� � � �

Potencjał kinetyczny jest równy:

( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2
2 1

5 4 2 2
4 3

1 2
2

cos sin  sin

sin sin

L T U mr ml mrl mg r l

k l r

= − = ϕ + ϕ − ϕ ϕ ϕ +ϕ − − ϕ + ϕ

− ϕ − ϕ

   
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Równania Lagrange’a mają postać:

1
1 1

d L L Q
dt ϕ

 ∂ ∂
− = ∂ϕ ∂ϕ 

2
2 2

d L L Q
dt ϕ

 ∂ ∂
− = ∂ϕ ∂ϕ 

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= − +( )L mr mrl


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

1

2

1 2 1 2

5

2
2 cos

( ) ( )( )( )2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

1

5 2
2

cos sind L mr mrl
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ +ϕ −ϕ ϕ +ϕ ϕ +ϕ ∂ϕ 
  



  

∂
∂

= +( )+ + −( )L mrl mgr k l r r
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
1

1 2 1 2 1 2 1
2 2 2  sin cos sin sin cosϕϕ

1

∂
∂

= − +( )L ml mrl


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

2

2

2 1 1 2

8

3
2 cos

( ) ( )( )( )2
2 1 1 2 1 1 2 1 2

2

8 2
3

cos sind L ml mrl
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ +ϕ −ϕ ϕ +ϕ ϕ +ϕ ∂ϕ 
  



  

∂
∂

= +( )− − −( )L mrl mgl k l r l
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
2

1 2 1 2 2 2 1
2 2 2 2  sin cos sin sin cossϕ

2

Siła uogólniona:

1L Mδ = δϕ

1
Q Mϕ =

Równanie ruchu:

( ) ( )( )( )
( ) ( )

2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 1

5 2
2
2 2 2

cos sin

sin cos sin sin cos

mr mrl

mrl mgr k l r r M

ϕ − ϕ ϕ +ϕ −ϕ ϕ +ϕ ϕ +ϕ

− ϕ ϕ ϕ +ϕ − ϕ − ϕ − ϕ ϕ =

 



  



( ) ( )( )( )
( ) ( )

2
2 1 1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 2 2 1 2

8 2
3
2 2 2 2 0

cos sin

sin cos sin sin cos

ml mrl

mrl mgl k l r l

ϕ − ϕ ϕ +ϕ −ϕ ϕ +ϕ ϕ +ϕ

− ϕ ϕ ϕ +ϕ + ϕ + ϕ − ϕ ϕ =

 



  




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Zadanie 4.20.

Rys. 4.20a

Dwa stopnie swobody, φ1, φ2 – współrzędne uogólnione. Walec (1) – ruch płaski 
pręt AF (2) – ruch płaski, pręt B (3) – ruch postępowy.

T I mvO A1 1

2 21

2

1

2
2= +ϕ

2 2
2 2

1 1
2 2D DT I mv= ϕ +

2
3

1
2 BT mv=

1 2 3T T T T= + +

Momenty bezwładności:

2 21 2
2AI mr mr= =

I m r mr
0

2 21

12
2

1

3
= ( ) =

Prędkość punktu A, B i C (w punkcie O chwilowy środek obrotu):

1Av r= ϕ

12B Cv v r= = ϕ

Współrzędne punktu D i jego prędkość:

1 2 2

1 2 2 2 2

2 2
2 2
 cos sin

sin cos
D D

D D

x r r y r
x r r y r

= ϕ + ϕ = − ϕ
= ϕ − ϕ ϕ = − ϕ ϕ   
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( ) ( )2 22 2 2
1 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 2

2 2
4 4

sin cos
sin

D D Dv x y r r r
r r r

= + = ϕ − ϕ ϕ + − ϕ ϕ

= ϕ − ϕ ϕ ϕ + ϕ

   

   

Współrzędne punktu E:

1 2 23 3 cos sinE Ex r r y r= ϕ + ϕ = − ϕ

Współrzędne punktu F i jego prędkość:

1 2 2

1 2 2 2 2

4 4
4 4
 cos sin

sin cos
F E

F E

x r r y r
x r r y r

= ϕ + ϕ = − ϕ
= ϕ − ϕ ϕ = − ϕ ϕ   

( ) ( )2 22 2 2
1 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 2

4 4
8 16

sin cos
sin

F F Fv x y r r r
r r r
= + = ϕ − ϕ ϕ + − ϕ ϕ

= ϕ − ϕ ϕ ϕ + ϕ

=   

   

Energia kinetyczna i potencjalna:

T I mv I mv mv mr mrO A D D B= + + + + = +1

2

1

2

1

2

1

2

3

2

1

6
1

2 2

2

2 2 2 2

1

2 2

2

2
   ϕ ϕ ϕ ϕ

++ − +( )+
= +

1

2
4 4 2

4
13

6

2

1

2 2

1 2 2

2

2

2 2

1

2

2

1

2

m r r r mr

mr

    



ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

sin

mmr mr2

2

2 2

1 2 2
2  ϕ ϕ ϕ ϕ− sin

( )2
2 2

12 3
2

sin sinU mg r mgr k r= − ϕ + + ϕ

Potencjał kinetyczny jest równy:

( )

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

2
2

134 2 2
6

1 3
2

sin sin

sin

L T U mr mr mr mg r mgr

k r

= − = ϕ + ϕ − ϕ ϕ ϕ + ϕ −

− ϕ

   

Funkcja dyssypacji energii:

( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2

1 1 8 16
2 2

sinFD v r r r= α = α ϕ − ϕ ϕ ϕ + ϕ   

Równania Lagrange’a mają postać:

1
1 1 1

d L L D Q
dt ϕ

 ∂ ∂ ∂
− + = ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ  
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2
2 2 2

d L L D Q
dt ϕ

 ∂ ∂ ∂
− + = ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ  

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= −L mr mr


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ

1

2

1

2

2 2
8 2 sin

( )2 2 2
1 2 2 2 2

1

8 2 sin cosd L mr mr
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ −ϕ ϕ ∂ϕ 
  

∂
∂

=L
ϕ
1

0

∂
∂

= −( )D r


 

ϕ
α ϕ ϕ ϕ

1

2

1 2 2
4 sin

∂
∂

= −L mr mr


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ

2

2

2

2

1 2

13

3
2 sin

( )2 2 2
2 1 2 1 2

2

8 2
3

sin cosd L ml mr
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ −ϕ ϕ ∂ϕ 




 

∂
∂

= − + −L mr mgr kr
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
2

2

1 2 2 2

2

2
2 2

9

2
2  cos cos sin

∂
∂

= − −( )D r


 

ϕ
α ϕ ϕ ϕ

2

2

1 2 2
4 4sin

Siły uogólnione:

δ βδϕL Pr= −2
1

cos

Q Prϕ β
1

2= − cos

2
0Qϕ =

Równania ruchu:

( ) ( )2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 2 28 2 4 2sin cos sin cosmr mr r Prϕ − ϕ −ϕ ϕ +α ϕ − ϕ ϕ = − βϕ    

8

3
2 2 2

2

2

2

1 2 1

2

2

2

1 2 2
ml mr mr mgr    ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −( )+ −sin cos cos coss

sin sin

ϕ

ϕ α ϕ ϕ ϕ

2

2

2

2

1 2 2

9

2
2 4 4 0+ − −( ) =kr r  
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Zadanie 4.21.

Rys. 4.21a

Dwa stopnie swobody, φ1, φ2 – współrzędne uogólnione. Pręt (1) – ruch płaski, 
masa  (2) – ruch postępowy.

2 2
1 1

1 1 4
2 2S ST I mv= ϕ +

2
2

1
2 OT mv=

T = T1 + T2

Momenty bezwładności:

( )2 21 44 2
12 3SI m l ml= =

Współrzędne punktu S i jego prędkość:

1 1

1 1 1 1

sin cos
cos sin

S S

S S

x l y r
x l y l

= ϕ = ϕ
= ϕ ϕ = − ϕ ϕ  

( ) ( )2 22 2 2 2 2
1 1 1 1 1cos sinS S Sv x y l l l= + = ϕ ϕ + − ϕ ϕ = ϕ   

Współrzędne punktu O i jego prędkość:

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

2

sin  sin cos cos

cos cos sin sin

O O

O O

l lx l y l

lx l l y l

= ϕ + ϕ = ϕ − ϕ

= ϕ ϕ − ϕ ϕ = − ϕ ϕ + ϕ ϕ    
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( )

( )

2
22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2 2 2

1 1 2 1 2 2

2

4

cos cos sin sin

cos

O O O
lv x y l l l

ll l

 = + = ϕ ϕ − ϕ ϕ + − ϕ ϕ + ϕ ϕ 
 

= ϕ − ϕ ϕ ϕ +

=

−ϕ ϕ

    

   

Energia kinetyczna i potencjalna:

T I mv mv ml ml mlS S O= + + = + −1

2

1

2
4

1

2

19

6

1

8

1

2
1

2 2 2 2

1

2 2

1

2 2

1 2
    ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ccos ϕ ϕ

1 2
−( )

U mgl mg l= +4
2

1 2
cos cosϕ ϕ

Potencjał kinematyczny jest równy:

( )2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2

19 1 1 4
6 8 2 2

cos cos coslL T U ml ml ml mgl mg= − = ϕ + ϕ − ϕ ϕ ϕ −ϕ − ϕ − ϕ   

Równania Lagrange’a mają postać:

1 1

0d L L
dt
 ∂ ∂

− = ∂ϕ ∂ϕ 

2 2

0d L L
dt
 ∂ ∂

− = ∂ϕ ∂ϕ 

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= − −( )L ml ml


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

1

2

1

2

2 1 2

19

3

1

2
cos

( ) ( )( )( )2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

1

19 1
3 2

cos sind L ml ml
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ −ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ −ϕ ∂ϕ 




   

( ) ( )( )( )2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

1

19 1
3 2

cos sind L ml ml
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ −ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ −ϕ ∂ϕ 




   

∂
∂

= − −( )+L ml mgl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
1

2

1 2 1 2 1

1

2
4  sin sin

∂
∂

= − −( )L ml ml


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

2

2

2

2

1 1 2

1

4

1

2
cos
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( ) ( )( )( )2 2
2 1 1 2 1 1 2 1 2

2

1 1
4 2

cos sind L ml ml
dt
 ∂

= ϕ − ϕ ϕ −ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ −ϕ ∂ϕ 
    





∂
∂

= − −( )+L ml mg l
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
2

2

1 2 1 2 2

1

2 2
  sin sin

Równanie ruchu:

( ) ( )( )( )

( )

2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1

19 1
3 2
1 4 0
2

cos sin

sin sin

ml ml

ml mgl

ϕ − ϕ ϕ −ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ −ϕ

+ ϕ ϕ ϕ −ϕ − ϕ =

  

 

 

( ) ( )( )( )

( )

2 2
2 1 1 2 1 1 2 1 2

2
1 2 1 2 2

1 1
4 2

1 0
2 2

cos sin

sin sin

ml ml

lml mg

ϕ − ϕ ϕ −ϕ −ϕ ϕ −ϕ ϕ −ϕ

+ ϕ ϕ ϕ −ϕ − ϕ =

   







Zadanie 4.22.

Rys. 4.22a

Dwa stopnie swobody, φ, x – współrzędne uogólnione. Walec (1) – ruch płaski, 
klin (2) – ruch postępowy.

2 2
1

1 1
2 2B BT I mv= ϕ +

2
2

112
2

T mx= 

T = T1 + T2
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Moment bezwładności walca:

21
2BI mr=

Prędkość środka walca (punktu B) jest wypadkową dwóch prędkości x  i r ϕ , 
które zostały przedstawione na rys. 4.22a.

cos sinB Bx x r y r= + ϕ α = − ϕ α   

( ) ( )2 22 2 2 2 22cos sin cosBv x r r r x r x= + ϕ α + − ϕ α = ϕ + + ϕ α     

Energia kinetyczna i potencjalna:

2 2 2 2 2 2 21 1 3 136
2 2 4 2

cosB BT I mv mx mr mx mr x= ϕ + + = ϕ + + ϕ α    

Zakładamy, że środek ciężkości klina znajduje się w jednej trzeciej jego wyso-
kości.

( )12 5
3

sin sinhU mg mg h r mgh mgr= + − ϕ α = − ϕ α

Potencjał kinematyczny jest równy:

2 2 2 23 13 5
4 2

cos sinL T U mr mx mr x mgh mgr= − = ϕ + + ϕ α− + ϕ α  

Równania Lagrange’a mają postać:

0 d L L
dt
 ∂ ∂

− = ∂ϕ ∂ϕ 

0 d L L
dt x x

∂ ∂  − = ∂ ∂ 

Policzymy poszczególne pochodne:

∂
∂

= +L mr mr x


 

ϕ
ϕ α3

2

2 2 cos

2 23
2

cosd L mr mr x
dt
 ∂

= ϕ+ α ∂ϕ 
 




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∂
∂

=L mgr
ϕ

αsin

213 cosL mx mr
x
∂

= + ϕ α
∂





213 cosd L mx mr
dt x

∂  = + ϕ α ∂ 






0L
x
∂

=
∂

Równanie ruchu:

3

2
0

2 2mr mr x mgr ϕ α α+ − =cos sin

213 0cosmx mr+ ϕ α =

7.4. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU V

Zadanie 5.11.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi wzdłuż podłoża.

1 2
cos sin coshh R R= ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ

1 2
cos sin coshU mgh mg R R = = ϕ+ ϕ ϕ+ ϕ 

 

2 2
sin sin cos sin cos sinU h hmg R R R mg R∂    = − ϕ+ ϕ+ ϕ ϕ− ϕ = ϕ ϕ− ϕ   ∂ϕ    

0 0
2

      cos sinU hmg R∂  = ⇔ ϕ ϕ− ϕ = ∂ϕ  

R hϕ ϕ ϕcos sin− =
2

0

φ = 0
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2

2 2
cos sin cosU hmg R R∂  = ϕ− ϕ ϕ− ϕ ∂ϕ  

2

02 2
|U hmg Rϕ=

∂  = − ∂ϕ  

Aby położenie było trwałym położeniem równowagi, to ∂
∂

>=

2

2 0
0

U
ϕ ϕ| , a zatem 

0
2
hmg R − >  

, czyli 
2
hR > .

Zadanie 5.12.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi przez punkt O.

( ) ( )2 221 2 2 2 1
2

cos cos cos cosU mgl k l l mgl kl= ϕ+ − ϕ = ϕ+ − ϕ

∂
∂

= − + −( )U mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕsin cos sin4 1
2

0U∂ =
∂ϕ

sin cosϕ ϕ− + −( )( ) =mgl kl4 1 0
2

2 20 4 4 0sin           lub          cosmgl kl klϕ = − + − ϕ =

cosϕ = − + =mg kl
kl
4

4

2

2

sinϕ ϕ ϕ π= ⇔ = =0 0
1 2

lub

cosϕ ϕ π ϕ π= ⇔ = =2

2 4

7

4
3 2

lub

∂
∂

= − + −( ) + ( ) =

= − +(

2

2

2 2 2

2

4 4 4

4

U mgl kl kl kl

mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕcos cos sin sin

)) − −( ) =

= − +( ) −

cos cos sin

cos cos

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

4

4 4 2

2 2 2

2 2

kl

mgl kl kl
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 ∂
∂

= − + − = − <= =

2

2 0

2 2

1

4 4 0
U mgl kl kl mgl
ϕ ϕ ϕ|  niestabilne położenie równowagi

∂
∂

= − − = − = − ⋅
+( )

= −

= =

2

2

2 2 2 2

2

4 4 8 8

2 2

4

3

U mgl kl kl mgl kl mgl
mg

l
l

m
ϕ ϕ ϕ π|

ggl mgl− <2 2 0

niestabilne położenie równowagi  

∂
∂

= − + = − +
+( )

= +

= =

2

2

4

2 2

3

2

2
2 2

2

2
2 2

2 2

4

2

2

U mgl kl mgl
mg

l
l

mgl mgl

ϕ ϕ ϕ π|

>> 0

stabilne położenie równowagi

∂
∂

= − + = − +
+( )

= +

= =

2

2 7

4

2 2

4

2

2
2 2

2

2
2 2

2 2

4

2

2

U mgl kl mgl
mg

l
l

mgl mg

ϕ ϕ ϕ π|

ll > 0

stabilne położenie równowagi.

Zadanie 5.13.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi przez punkt O.

U mg l mg l k l l

mgl kl

� � � ��
�
�

�
�
� �

� �

2

3

2

1

2

2

3

2

3

2
2

9

2

2

cos cos cos

cos

� � �

� 11
2

�� �cos�

�
�

� � � �� �� �U mgl kl
�

� � �2
4

9
1

2sin cos sin

W położeniu równowagi 0U∂
=

∂ϕ
, zatem:

� � �� ��
�
�

�
�
� �sin cos� �2

4

9
1 0

2mgl kl
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� � ��
�
�

�
�
� �sin cos� �2

4

9

4

9
0

2 2mgl kl kl

sin cos� �� � � �0 2
4

9

4

9
0

2 2lub mgl kl kl

cos� �
� �mg kl

kl

2

9

2

9

Pierwsze równanie sin φ = 0 dla φ 0
2

ö , π ∈  
 ma jedno rozwiązanie:

φ1 = 0

W drugim równaniu, podstawiając za k
mg

l
�

�� �9 2 2

2
, otrzymujemy  

cos φ 2
2

cosö =  cosinus dla φ 0
2

ö , π ∈  
, zatem:

2 4
π

ϕ =

Sprawdźmy teraz stabilność przez policzenie drugiej pochodnej dla kątów φ1, φ2:

�
�

� � � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�

2

2

2 2 2
2

4

9

4

9

4

9

U mgl kl kl kl
�

� � � �cos cos sin sin �� �

� ��
�
�

�
�
� �2

4

9

4

9
2

2 2mgl kl klcos cos� �

�
�

� � �� �

2

2 0
1

2 0
U mgl
� � �|

Dla φ1 = 0 niestabilne położenie równowagi.

�
�

� ��
�
�

�
�
� � � �

�� �
� �

� �

2

2

4

2 2

2

2
4

9

2

2
2

2 2

9

9 2 2

2
2

U mgl kl mgl
mg

l
l

� � �
�| 22 0� � �mg

Dla ϕ
π

2

4
=  stabilne położenie równowagi.
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Zadanie 5.14.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi przez punkt B.

( ) ( )

( )

2 2
1 2

22
1 2

1 12 2
2 2

12 2
2

cos sin sin

cos sin

U mg r k r k r

mgr r k k

= ϕ+ ϕ + ϕ =

 = ϕ+ + ϕ 
 

Zakładamy małe drgania: ϕ ϕ ϕ ϕ≈ ≈ −, cos ~1 1

1

2 .

2 2 2
1 2

1 12 1 2
2 2

U mgr r k k   = − ϕ + + ϕ   
   

( )2
1 22 4U mgr r k k∂

= − ϕ+ + ϕ
∂ϕ

W położeniu równowagi ∂
∂

=U
ϕ

0 , zatem:

( )2
1 22 4 0mgr r k k− ϕ+ + ϕ =

φ = 0

Stabilność: ∂
∂

= − + +( )
2

2

2

1 2
2 4

U mgr r k k
ϕ

Dla φ = 0 stabilne położenie równowagi, gdy ∂
∂

>
2

2
0

U
ϕ

, stąd:

( )2
1 22 4 0mgr r k k− + + >

1 2
24 mgk k

r
+ >

Zadanie 5.15.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi przez punkt A.

( ) ( )2 221 2 2
2

cos sin cos sinU mgl k l mgl kl= ϕ+ ϕ = ϕ+ ϕ

∂
∂

= − +U mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕsin sin cos4
2
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∂
∂

=U
ϕ

0

sin cosϕ ϕ− +( ) =mgl kl4 0
2

sin cosϕ ϕ= − + =0 4 0
2lub mgl kl

cosϕ = =mg
kl4

1

2

sin �ϕ ϕ= ⇔ =0 0
1

cosϕ ϕ π= ⇔ =2

2 3
2

∂
∂

= − +( )+ −( ) =
= − +

2

2

2 2

2

4 4

4

U mgl kl kl

mgl kl
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

cos cos sin sin

cos coos sin cos cos2 2 2
4 2ϕ ϕ ϕ ϕ−( ) = − +mgl kl

∂
∂

= − + = >= =

2

2 0

2

1

4 0
U mgl kl mgl
ϕ ϕ ϕ|  stabilne położenie równowagi

∂
∂

= − − <
= =

2

2

3

2

2

1

2
2 0

U mgl kl
ϕ ϕ ϕ π|  niestabilne położenie równowagi 

Zadanie 5.16.
Jeden stopień swobody, φ – współrzędna uogólniona, linia zerowego potencjału 
przechodzi przez punkt O.

( ) ( )2 2212 2 2 3 2 1
2

cos cos cos cos cosU mgl mgl k l l mgl kl= ϕ+ ϕ+ − ϕ = ϕ+ − ϕ

( )23 4 1sin cos sinU mgl kl∂
= − ϕ+ − ϕ ϕ

∂ϕ

0U∂
=

∂ϕ

( )( )23 4 1 0sin cosmgl klϕ − + − ϕ =
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2 20 3 4 4 0sin           lub          cosmgl kl klϕ = − + − ϕ =

cosϕ = − + =3 4

4

3

2

mg kl
kl

sinϕ ϕ ϕ π= ⇔ = =0 0
1 2

lub

cosϕ ϕ π ϕ π= ⇔ = =3

2 6

11

6
3 2

lub

( ) ( )
( ) ( )
( )

2
2 2 2

2

2 2 2 2

2 2

3 4 4 4

3 4 4

3 4 4 2

cos cos sin sin

cos cos sin

cos cos

U mgl kl kl kl

mgl kl kl

mgl kl kl

∂
= ϕ − + − ϕ + ϕ ϕ =

∂ϕ
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 ∂
∂
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U mgl kl kl mgl
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2
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2
21 12 3 0

|
mgU mgl kl kl mgl kl mgl l

l
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ϕ=ϕ =π

+∂
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( ) ( ) ( )
3

2
2 2

2
6

3 2 33 3 3 32 3 2 2 3 2
2 2 2
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2

|
mgU mgl kl mgl l

l

mgl

π
ϕ=ϕ =

+∂
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∂ϕ

 
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 

∂
∂

= − + +( ) = − + +( ) +( )
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2

2 11

6

2

4

3 3

2
2 3 2

3 3

2
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2
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l

mgl

2

15 3

2
15 0= +









 >

Zadanie 5.17.
Dwa stopnie swobody, φ1, φ2 – współrzędne uogólnione, linia zerowego potencjału 
przechodząca przez punkty A i E.

U mgl mgl k l k l l= + + ( ) + −( )3

2

1

2
2

1

2
1 2 1 1

2

2 2 1

2cos cos sin sin sinϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

stabilne położenie równowagi

niestabilne położenie równowagi 

stabilne położenie równowagi
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Zakładamy małe drgania:

1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

1 11 1
2 2

sin  sin  

cos  cos  

ϕ ≈ ϕ ϕ ≈ ϕ

ϕ ≈ − ϕ ϕ ≈ − ϕ

( ) ( )2 22 2
1 2 1 1 2 2 1

3 1 1 1 11 1 2
2 2 2 2 2

U mgl mgl k l k l l   = − ϕ + − ϕ + ϕ + ϕ − ϕ   
   

( )22 2 2 2
1 1 2 2 2 1

5 3 1 12
2 4 2 2

U mgl k l mgl mgl k l = + − ϕ − ϕ + ϕ −ϕ 
 

( )2 2
1 1 2 2 1

1

34
2

U k l mgl k l∂  = − ϕ − ϕ −ϕ ∂ϕ  

∂
∂

= − + −( )U mgl k l
ϕ

ϕ ϕ ϕ
2

2 2

2

2 1

W położeniu równowagi ∂
∂

= ∂
∂

=U U
ϕ ϕ
1 2

0 0i :

( )

( )

2 2
1 1 2 2 1

2
2 2 2 1

34 0
2

0

k l mgl k l

mgl k l

 − ϕ − ϕ −ϕ = 
 
 − ϕ + ϕ −ϕ =

1 2 0ϕ = ϕ =

Stabilność:
2

2 2
1 22

1

34
2

U k l mgl k l∂
= − +

∂ϕ

2
2

22
2

U mgl k l∂
= − +

∂ϕ

2 2
2

2
1 2 2 1

U U k l∂ ∂
= = −

∂ϕ ϕ ∂ϕ ϕ
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2 2

2 2
1 2

2 2 2
1 2 2

1 2 2

0 0

34 0 0
2

34
3

U U

k l mgl k l mgl k l

mg mgk k k
l l

∂ ∂
> >

∂ϕ ∂ϕ

− + > − + >

+ > >

∂
∂

∂
∂

− ∂
∂









 >

2

1

2

2

2

2

2

1 2

2

0
U U U
ϕ ϕ ϕ ϕ

( ) ( )22 2 2 2
1 2 2 2

34 0
2

k l mgl k l mgl k l k l − + − + − − > 
 

Zadanie 5.18.
Dwa stopnie swobody, φ1, φ2 – współrzędne uogólnione, linia zerowego potencjału 
przechodząca przez punkt E.

( )

( ) ( )

2
1 2 1 1

2 2
2 1 2 3 2

3 3 16 2
2 2 2

1 13 3 3
2 2

cos  cos  sin  

sin  sin  sin  

U mg l l mgl k l

k l l k l

 = − ϕ + ϕ + ϕ 
 

+ ϕ − ϕ + ϕ

Zakładamy małe drgania:

sin sin

cos cos

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

1 1 2 2

1 1

2

2 2

2
1
1

2
1
1

2

≈ ≈

≈ − ≈ −

( ) ( )

( )

2 22 2
1 2 1 1 2 2 1

2
3 2

9 1 3 1 1 11 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 3
2

U mgl mgl k l k l l

k l

   = + ϕ + − ϕ + ϕ + ϕ − ϕ   
   

+ ϕ

( )22 2 2 2 2
1 1 3 2 2 2 1

1 9 3 96 2
2 2 4 2

U mgl k l mgl k l mgl k l   = + + ϕ + − ϕ + ϕ −ϕ   
   

∂
∂

= +( ) − −( )U k l mgl k l
ϕ

ϕ ϕ ϕ
1

1

2

1 2

2

2 1
4 3 9

( )2 2
3 2 2 2 1

2

39 9
2

U k l mgl k l∂  = − ϕ + ϕ −ϕ ∂ϕ  
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W położeniu równowagi 
∂
∂

= ∂
∂

=U U
ϕ ϕ
1 2

0 0i :

( ) ( )

( )

2 2
1 1 2 2 1

2 2
3 2 2 2 1

4 3 9 0

39 9 0
2

k l mgl k l

k l mgl k l

 + ϕ − ϕ −ϕ =

 − ϕ + ϕ −ϕ = 
 

φ1 = φ2 = 0

Stabilność:

2
2 2

1 22
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4 3 9U k l mgl k l∂
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∂ϕ
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2 2
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2

39 9
2

U k l mgl k l∂
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∂ϕ
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2

2
1 2 2 1

9U U k l∂ ∂
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∂ϕ ϕ ∂ϕ ϕ
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2

34 9
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U U

k l mgl k l k l mgl k l
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l l

∂ ∂
> >

∂ϕ ∂ϕ
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22 2 2

2 2
1 21 2

0U U U ∂ ∂ ∂
− > ∂ϕ ϕ∂ϕ ∂ϕ  

( ) ( )22 2 2 2 2
1 2 3 2 2

34 3 9 9 9 9 0
2

k l mgl k l k l mgl k l k l + + − + − − > 
 
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7.5. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU VI

Zadanie 6.11.

Rys. 6.11a

φ – współrzędna uogólniona (jeden stopień swobody)

Av l= ϕ

T mv mlA= =1

2

1

2

2 2 2
ϕ

U mg l= −
2

cosϕ

Funkcja Lagrange’a: L T U ml mgl= − = +1

2

1

2

2 2
ϕ ϕcos   

p L ml= ∂
∂

=




ϕ
ϕ2

2

p
ml

ϕ =

Funkcja Hamiltona:

2

2

1
22

cospH p L mgl
ml

= ϕ − = − ϕ

Kanoniczne równania Hamiltona:





ϕ

ϕ
ϕ

= ∂
∂

=

= − ∂
∂

= −










H
p

p
ml

p H mgl

2

1

2
sin
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Zadanie 6.12.

Rys. 6.12a

φ – współrzędna uogólniona (jeden stopień swobody)

2 2 21 4
2 3AT I ml= ϕ = ϕ 

( ) ( )2 21 12 2
2 2

sin sin sinU mgl k l k l= − ϕ+ ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a: 2 2 2 24 52
3 2

sin sinL T U ml mgl kl= − = ϕ + ϕ− ϕ

p L ml= ∂
∂

=




ϕ
ϕ8

3

2

2

3
8

p
ml

ϕ =

Funkcja Hamiltona:

2
2 2

2

3 52
216

sin sinpH p L mgl kl
ml

= ϕ − = − ϕ+ ϕ

Kanoniczne równania Hamiltona:





�

�
� � �

�
�
�

�

� �
�
�

� � �

�

�
��

�
�
�

H
p

p
ml

p H mgl kl

3

8

2 5

2

2cos sin cos
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Zadanie 6.13.

Rys. 6.13a

φ – współrzędna uogólniona (jeden stopień swobody)

2Av l= ϕ

T I mv mlO A= + =1

2

1

2
4

2 2 2 2
 ϕ ϕ

( ) ( )3 2 5cos cos cosU mgl mg l U mgl U= − ϕ− ϕ+ ϕ = − ϕ+ ϕ

Funkcja Lagrange’a: ( )2 24 5 cosL T U ml mgl U= − = ϕ + ϕ− ϕ

28Lp ml∂
= = ϕ
∂ϕ





28
p

ml
ϕ =

Funkcja Hamiltona:

( )
2

2 5
16

cospH p L mgl U
ml

= ϕ − = − ϕ+ ϕ

Kanoniczne równania Hamiltona:





�

�
�

�

�

�
�
�
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�
�
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�

�
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�
�
�

H
p

p
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p H mgl
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d

8

5

2

sin
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Zadanie 6.14.

Rys. 6.14a

φ – współrzędna uogólniona (jeden stopień swobody)

Bv r= ϕ

2 2 2 2 21 1 1 15
2 2 2 4Ok Op BT I I mv mr= ϕ + ϕ + = ϕ  

( )21 33 2
2 2

sin cosU mgy k r mg r= − + ϕ + ϕ

Funkcja Lagrange’a:

L T U mr mgy k r mgr= − = + − ( ) −15

4

1

2
3 3

2 2 2

ϕ ϕ ϕsin cos

p L mr= ∂
∂

=




ϕ
ϕ15

2

2

2

2
15

p
mr

ϕ =

Funkcja Hamiltona:

( )
2

2

2

1 3 3
215

sin cospH p L mgy k r mgr
mr

= ϕ − = − + ϕ + ϕ
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Kanoniczne równania Hamiltona:





ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ

= ∂
∂
=

= − ∂
∂
= − +










H
p

p
mr

p H kr mgr

2

15

3 3

2

sin cos sin

Zadanie 6.15

Rys. 6.15a

φ – współrzędna uogólniona (jeden stopień swobody)

v lS = ϕ

v lA = ⋅2 sinϕ ϕ

v lB = ⋅2 cosϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
k

Bv
r

l
r

= = ⋅2 cos 

T I mv mv I mv ml mlS S B B k B= + + + + = +1

2

1

2

1

2

1

2

1

2
2

8

3
4

2 2 2 2 2 2 2 2 2   ϕ ϕ ϕ ϕ coos2 ϕ

U mgl U= + ( )3 cosϕ ϕ

Funkcja Lagrange’a:

L T U ml ml mgl U= − = + − − ( )8

3
4 3

2 2 2 2 2 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕcos cos
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p L ml ml= ∂
∂

= +


 

ϕ
ϕ ϕ ϕ16

3
8

2 2 2cos

( )2 2

3
8 2 3cos

p
ml

ϕ =
+ ϕ



Funkcja Hamiltona:
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2

2 2

3 3
16 2 3
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cos

pH p L mgl U
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= ϕ − = + ϕ+ ϕ
+ ϕ



Kanoniczne równania Hamiltona:
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ϕ
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
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Zadanie 6.16.
x1, x2 – współrzędne uogólnione (dwa stopnie swobody)

1 1v x= 

2 2v x= 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

T m v m v m x m x= + = + 

( )2U U x=

Funkcja Lagrange’a:

L T U m x m x U x= − = + − ( )1
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2
1 1

2
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2
 
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m xx1
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1 1= ∂
∂

=



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x
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2
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∂

=



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1
1

1

xp
x

m
=

2
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x

m
=

Funkcja Hamiltona:

1 21 2x xH x p x p L= + −
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2
1 22 2

x xp p
H U x

m m
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Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:
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∂ = =
 ∂

 ∂
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







Zadanie 6.17.

Rys. 6.17a

x, y – współrzędne uogólnione (dwa stopnie swobody)
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Av x= 

B Cv v y= = 

2 2 2 2 21 1 1 1 1 32
2 2 2 2 4 2A B CT mv mv mv mx my= ⋅ + + ⋅ = + 
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Zadanie 6.18.

Rys. 6.18a

x, φ – współrzędne uogólnione (dwa stopnie swobody)

Ov r= ϕ

Bv x= 

2 2 2 2 2 21 1 1 14 3
2 2 2 2O O BT I mv mv mr mx= ϕ + + = ϕ +  
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2
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p
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H
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2
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2
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Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:
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Zadanie 6.19.

Rys. 6.19a

φ1, φ2 – współrzędne uogólnione (dwa stopnie swobody)
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( ) ( )2 2
1 2 1 2 1

9 12 2 2
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cos cos sin sin sinU mgl mgl k l k l l= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ − ϕ
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Zadanie 6.20.

Rys. 6.20a

φ1, φ2 – współrzędne uogólnione (dwa stopnie swobody)
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7.5. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAŁU VI

2
2 22

p
mr
ϕϕ =

Funkcja Hamiltona:
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Wyznaczamy kanoniczne równania Hamiltona:
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