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WPROWADZENIE

W mechanice klasycznej mozemy wyr6znié trzy rownowazne sformutowania: New-
tona, Lagrange’a i Hamiltona. Mechanika klasyczna oparta na podejsciu Newtona
jest stosunkowo tatwa w zapisie, ale czesto otrzymuje si¢ uktad rownan z wieloma
niewiadomymi. Mechanika oparta na podej$ciu Lagrange’a oraz Hamiltona nosi na-
zwe mechaniki analitycznej. Nalezy pamigtac, ze mechanika analityczna nie jest za-
przeczeniem mechaniki newtonowskiej, lecz jej innym sposobem zapisu. Bazuje ona
na metodach rachunku wariacyjnego. W podejsciu Lagrange’a nie uwzglednia si¢
reakcji wiezdw, wigc otrzymuje si¢ mniejszg liczbg niewiadomych, co upraszcza za-
gadnienie. Do opisu zagadnienia stosuje si¢ zamiast wspotrzednych kartezjanskich,
jak to byto w mechanice newtonowskiej, wspoirzedne uogodlnione i predkosci uogoél-
nione. Formalizm Lagrange’a oparty jest na funkcji Lagrange’a, ktorg nazywamy
potencjatem kinetycznym i jest roznicg energii kinetycznej i potencjalnej. Podejscie
Hamiltona, ktore powstato prawie pot wieku po6zniej, nad ktérym rowniez pracowat
Lagrange’a, jest jeszcze bardziej elastyczne, gdyz daje duzg swobodg¢ przy wyborze
wspotrzednych. Formalizm Hamiltona z kolei oparty jest na funkcji Hamiltona, kto-
ra w wigkszo$ci przypadkow jest niczym innym jak catkowitg energig uktadu.

Niniejszy podrecznik przeznaczony jest dla studentow kierunkéw technicznych,
ktorzy planujg studia z przedmiotu mechanika analityczna. Z mojego do§wiadcze-
nia wynika, ze studenci majg bardzo duzy problem z rozwigzywaniem zadan z me-
chaniki analitycznej ze wzgledu na zaawansowane metody analizy matematycznej.
Celem tego podrecznika jest pokazanie sposobu rozwigzywania zagadnien mechani-
ki analitycznej, dlatego rozwigzania zadan sg bardzo doktadnie rozpisane, linijka po
linijce pokazane przej$cia matematyczne.

Podrecznik sktada si¢ z siedmiu rozdziatow i skonstruowany jest w ten sposéb, ze
kazde zagadnienie zawiera najpierw wstep teoretyczny, a nastepnie okoto 10 zadan
z doktadnym rozpisaniem i wythumaczeniem problemu. Na koncu rozdziatu znaj-
duje si¢ zestaw zadan do samodzielnego rozwigzania. W ten sposéb student moze
samodzielnie pracowac a nastepnie sprawdzi¢ rozwigzania tych zadan z odpowie-
dziami znajdujacymi si¢ w VII rozdziale.

Piszac ten podrecznik, inspirowatam si¢ zadaniami zawartymi w literaturze
[5, 7-10, 13, 16, 18, 21]. Kazde z nich jest moim wtasnym opracowaniem. Wstep
teoretyczny jest wynikiem moich przemys$len opracowanych na podstawie literatury
[1-4,6, 11,12, 14-17, 19, 20].
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l. WIEZY | ICH KLASYFIKACJA

1.1.WIEZY | KLASYFIKACJA WIEZOW

Rozwazmy ukfad punktow materialnych 4, 4, ..., 4, poddanych pewnym ograni-
czeniom ruchu, czyli uktad nieswobodny. Wspotrzedne prostokatne tych punktow sg
wowczas zalezne od siebie i musza spetnia¢ okres$long liczbe rownan, ktore nosza
nazwe¢ wiezoéw, w postaci:

S Yz, enx,y,2)=0,v=1,2,...,k (1.1)

Liczba wspotrzednych prostokatnych punktéw materialnych jest rowna 3n,
z czego dowolnych wspotrzednych jest 3n — k 1 spetniaja one k& roOwnan posta-
ci(l.1).

Wigzy mozemy podzieli¢ ze wzgledu na:

» ograniczenia dotyczace ruchu ciata (kinematyczne) lub potozenia (geome-

tryczne),

» ograniczenia dotyczace swobody ciata materialnego (jednostronne lub dwu-

stronne),

* wystepowanie czasu (skleronomiczne (stacjonarne) lub reonomiczne (niesta-

cjonarne)),

* wystepowanie tarcia (idealne lub nieidealne (rzeczywiste)),

» zaleznos¢ od predkosci (holonomiczne lub nieholonomiczne).

Jezeli w rOwnaniach wiezow wystepuja tylko wspotrzedne punktéw material-
nych i nie wystepuje w nich bezposrednio czas, to tego typu wigzy nazywamy
wiezami skleronomicznymi (stacjonarnymi) lub wiezami niezaleznymi od
czasu.

Jezeli w rownaniach wiezow oprocz wspotrzednych punktow wystepuje bezpo-
srednio czas, czyli:

S XYz, enx,y,2, 0=0,v=1,2,.. k (1.2)

to wigzy tego typu nazywamy wiezami reonomicznymi (niestacjonarnymi).
Wiezy geometryczne naktadaja ograniczenia nie tylko na potozenie, ale takze na
predkosci i1 przyspieszenia punktow uktadu:

8



1.1. WIEZY | KLASYFIKACJA WIEZOW

Sx, Y2, 00X,Y,2)=0,v=1,2,.. k (1.3)

Funkcje /| sa funkcjami klasy C* okre$lonymi w 3n + 1 wymiarowej przestrzeni
euklidesowej 1 maja ciggle drugie pochodne czastkowe wzgledem swych argu-
mentow.

Wiezy kinematyczne (rézniczkowe) dwustronne wyrazajg si¢ funkcjami
klasy C! okreslonymi nast¢pujaco:

I (5% Y1520 X3 Vs 2 X3 P B Ko 02 ) = 0, v =1, 2,0k (1.4)

Wiezy kinematyczne naktadajg rowniez ograniczenia na przyspieszenia punk-
tow. Wiegzy te mozemy traktowac jako rownania rézniczkowe I rzgdu wzgledem
niewiadomych x (2), y (1), z(?), v = 1, 2, ..., n. Czasem réwnanie roézniczkowe da
si¢ scatkowac, wowczas mowimy, ze wigzy kinematyczne sg catkowalne. Jezeli
wiezy kinematyczne da si¢ przeksztatci¢ za pomocg pewnego mnoznika do po-
chodnej zupelnej wzgledem czasu, to takie wigzy sa rtOwnowazne wigzom geome-
trycznym.

Jezeli w rownaniach wigzow wystepuja wspotrzedne, za pomoca ktorych okre-
slamy polozenie rozwazanego uktadu, ale nie wystgpuja pochodne tych wspotrzed-
nych po czasie, to wigzy tego typu nazywamy holonomicznymi.

Jezeli w rownaniach wigzow wystepuja wspotrzedne, za pomoca ktorych okre-
slamy potozenie rozwazanego uktadu oraz wystepuja pochodne tych wspotrzgdnych
po czasie, to wigzy tego typu nazywamy nieholonomicznymi.

Wigzy kinematyczne calkowalne i wigzy geometryczne nazywamy wigzami ho-
lonomicznymi. Wi¢zy kinematyczne niecaltkowalne nazywamy wigzami nicholono-
micznymi.

Przyklad 1.1.
Punkt materialny porusza si¢ po powierzchni 3x — 6y + z — 2 = 0. Okresli¢ rodzaje
WigzOw.

W tym przyktadzie mamy do czynienia z wi¢zami geometrycznymi (row-
nanie nie zawiera predkosci) i skleronomicznymi (w réwnaniu nie wystepuje
jawnie czas).

Przyklad 1.2.

Rozwazmy beben, na ktory nawinigta jest niewazka ni¢ o dtugosci czes$ci swobodnej
w chwili # = 0 rownej d. Na koncu nici zawieszono punkt materialny o masie m.
Wraz z uptywem czasu ni¢ rozwija si¢ zgodnie z rownaniem /(%).



I.WIEZY | ICH KLASYFIKACJA

1)

.m

Rys. 1.1. [lustracja do przyktadu 1.2

W tym przypadku wystepuja wiezy reonomiczne (niestacjonarne). Rownanie
wiezOw mozemy zapisa¢ nastepujaco: /(f) = d + ro(2)t.

Przyklad 1.3.
Rozwazmy dwa elementy potaczone pretem o stalej dtugoscei /.

X ceegegee
Yy
I
y

Rys. 1.2. [lustracja do przyktadu 1.3

W tym przypadku réwnanie wiezO6w ma postaé: x*> + y? = [2. Mamy tutaj do
czynienia z ukladem holonomicznym i skleronomicznym. Sa to tez wigzy
geometryczne.

Przyklad 1.4.
Dane jest rOwnanie wigzow kinematycznych catkowalnych: 3xy — 2x = 0. Wykazac,
Ze jest ono rbwnowazne wi¢zom geometrycznym.

Zadane rownanie w postaci f{x, y, x ,J) jest rOwnaniem rozniczkowym rzedu I
o zmiennych rozdzielonych, zatem mozemy rozdzieli¢ te zmienne i wyznaczy¢ y:

10



1.1. WIEZY | KLASYFIKACJA WIEZOW

3x
Calkujac stronami, otrzymujemy:
2
=—Ilnx+C
Y73

co odpowiada wiezom geometrycznym danym rownaniem f{x, y) = 0.

Przyklad 1.5.
Rozwazmy zsuwajacy si¢ bez tarcia pret o dtugosci d.

y

X
Rys. 1.3. Ilustracja do przyktadu 1.5

Mozemy zapisa¢ tutaj geometryczne rownanie wigzOw w postaci:
x2 +y2 = dZ
fe,y)=x*+)y>—d*=0

Przyklad 1.6.
Rozwazmy ciato poruszajace si¢ po torze krzywoliniowym, bez tarcia, z predkoscia v.
Zapisa¢ rOwnanie wigzow.

y

X 1 X
Rys. 1.4. Ilustracja do przykladu 1.6

11



I.WIEZY | ICH KLASYFIKACJA

Po roztozeniu predkosci na sktadowe v_i v, mozemy zapisac¢ zalezno$¢:

| -

X
1gp=—=—
v,y

Mamy tutaj do czynienia z wi¢zami nicholonomicznymi, niecatkowalnymi, ki-
nematycznymi.

1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Rozwazmy swobodny punkt materialny. Na plaszczyznie posiada on dwa stopnie
swobody, a w przestrzeni trojwymiarowej trzy, gdyz do jednoznacznego okreslenia
jego polozenia potrzeba na ptaszczyznie dwoch, a w przestrzeni — trzech niezalez-
nych wspotrzednych. Zatem liczba stopni swobody odpowiada liczbie wymiarow
przestrzeni, w ktorej znajduje si¢ punkt.

Liczbe niezaleznych wspotrzednych okreslajacych potozenie w przestrzeni dane-
go uktadu n punktow materialnych poddanych ograniczeniom ruchu wyrazajacymi
si¢ za pomoca k rownan nazywany liczba stopni swobody tego uktadu i oznaczamy
jako s:

s=3n—k

Rozpatrzmy ciato doskonale sztywne. Do jednoznacznego opisania go w prze-
strzeni trojwymiarowej wystarczy zna¢ polozenie trzech punktow, ktore nie lezg na
jednej prostej. Mozna zapisa¢ trzy rownania wigzow, ktore okreslaja statg odlegtosc
miedzy tymi punktami. Zatem ciato sztywne w przestrzeni begdzie miato 6 stopni
swobody. Moze wykona¢ trzy translacje i trzy obroty. Woéwczas mowimy, ze bryla
jest swobodna.

X

Rys. 1.5. Swobodna bryta sztywna w przestrzeni trojwymiarowe;j

12



1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Roéwnania wigzow:

d12 = (xB _xA)z + (VB _yA)2 + (ZB - ZA)2
d22 - (xC o XB)2 T (yc 7y3)2 T (ZC - ZB)Z

d32 - (xc o xA)2 T (yc 7yA)2 t (Zc - ZA)2

Gdy rozwazymy to samo cialo doskonale sztywne, ale w przestrzeni euklide-
sowej dwuwymiarowej, wowczas ma tylko 3 stopnie swobody, dwie translacje
i jeden obrot.

Jezeli rozwazamy uktad n-ciat sztywnych znajdujacych si¢ w dwuwymiaro-
wej przestrzeni euklidesowej, potaczonych za pomoca r6znego rodzaju podpar¢,
woweczas liczbg stopni swobody takiego uktadu mozemy zapisa¢, korzystajac ze
wzoru:

gdzie:

n  — liczba cial sztywnych,

p — liczba podpar¢,

w, — liczba odebranych stopni swobody (reakcji wigzow) w i-tym podparciu.

Jezeli rozwazamy uktad n-ciat sztywnych 1 m-punktow materialnych, znajdu-
jacych si¢ w dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej, polaczonych za pomoca
réznego rodzaju podparé, wowczas liczbe stopni swobody takiego uktadu mozemy
zapisac, korzystajac ze wzoru:

0
s=3n+2m- z w,

i=1
gdzie:
n  —liczba cial sztywnych,
m — liczba punktéw materialnych,
p — liczba podpar¢,
w, — liczba odebranych stopni swobody (reakcji wigzow) w i-tym podparciu.

Przyklad 1.7.

Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 1.6. Okresli¢ liczbe stopni swobody
tego mechanizmu.

13



I.WIEZY | ICH KLASYFIKACJA

Rys. 1.6. Mechanizm do przyktadu 1.7

Mechanizm sktada si¢ z cial sztywnych, podpar¢ (3 polaczenia przegubowe
i 2 podpory state przegubowe). Na kazdym podparciu odbieramy dwa stopnie swo-
body, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu wynosi:

s=3-4-5=2

Przyklad 1.8.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 1.7. Okresli¢ liczbe stopni swobody
tego mechanizmu.

Rys. 1.7. Mechanizm do przyktadu 1.8

Mechanizm sktada si¢ z ciat sztywnych, ma podparcia (1 potaczenie przegubowe
belki z krazkiem i 1 podpore stalg przegubowg). Na kazdym podparciu odbieramy dwa
stopnie swobody, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu jest rowna:

§=3:2-2-2=2

14



1.2. LICZBA STOPNI SWOBODY

Przykiad 1.9.
Dany jest mechanizm przedstawiony na rysunku 1.8. Okresli¢ liczbg stopni swobody
tego mechanizmu.

Rys. 1.8. Mechanizm do przyktadu 1.9
Mechanizm sklada si¢ z ciata sztywnego (belki) i punktu materialnego, ma
3 podparcia (1 ciggno i 2 suwaki). Na kazdym podparciu odbieramy po jednym

stopniu swobody, zatem liczba stopni swobody naszego mechanizmu jest rowna:

s=3-1+2-1-Q2-1+1)=2

15



Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

2.1. WSPOLRZEDNE UOGOLNIONE

Potozenie nieswobodnego ukladu materialnego mozna wyrazi¢ za pomoca odpo-
wiednio dobranych niezaleznych parametrow, ktore bedziemy nazywac wspolrzed-
nymi uogélnionymi. Liczba wspotrzednych uogdlnionych jest rowna liczbie stopni
swobody uktadu.

Wspotrzedne prostokatne dowolnego punktu nalezacego do nieswobodnego
uktadu materialnego mozna przedstawic¢ za pomoca wspotrzednych vogdlnionych.

Jezeli mamy uktad ztozony z punktow materialnych, to potozenie tych punktow
mozna wyrazi¢ za pomocg wspolrzgdnych uogélnionych oraz we wspotrzednych
prostokatnych:

X, =x(d, 4y -5 4)
y,‘ :y,-(qls qzs RS qs.)
2,=2(4,, 9, -+ q,)

2.2. PRZESUNIECIA PRZYGOTOWANE

Rozwazmy nieswobodny punkt materialny, ktéry musi pozostawaé na pewnej nie-
ruchomej powierzchni. Zadamy temu punktowi pewne elementarne przesunigcie,
zgodnie z natozonymi na punkt wigzami. Wektor przesuni¢cia elementarnego musi
leze¢ na ptaszczyznie stycznej w punkcie do tej powierzchni. Wektor ten nie przed-
stawia rzeczywistego przesunigcia tylko przesunigcie pomyslane. Tak zdefiniowany
wektor nazwiemy przesuni¢ciem przygotowanym.

Jako przesuniecie przygotowane mozna tez przyja¢ kazdy elementarny wektor
proporcjonalny do mozliwej predkosci danego punktu.

Wektor przesunigcia przygotowanego mozna przedstawi¢ jako wariacje jego
wspotrzednych:

or = idx + joy + kdz 2.1

16



2.2. PRZESUNIECIA PRZYGOTOWANE

W przypadku punktu nieswobodnego wariacje dx, 0y, dz nie sg od siebie niezalez-
ne. Zalézmy, ze punkt A podlega wiezom danym w postaci:

fx,y,2)=0 2.2)

Po przemieszczeniu punktu A o przesunigcie przygotowane jego wspotrzedne
beda spetniaty rownanie:

fix+0x,y+dy,z+06z)=0 (2.3)

zatem:
fix+0x,y+0y,z+06z)—fix,y,z)=0 (2.4)

Uwzgledniajac fakt, ze dx, oy, 0z sg malymi wielko$ciami, na podstawie rozwi-
nigcia w szereg Taylora, przy ograniczeniu do cztonéw liniowych mamy:

g8x+g6y+g82:0 (2.5)
Ox dy oz

Powyzsze rOwnanie jest warunkiem prostopadtosci wektora ér do normalnej do
powierzchni o rownaniu f{x, y, z) = 0 w punkcie o wspotrzednych f(x, y, z), co mozna

rowniez zapisa¢ w postaci iloczynu skalarnego 5 or=0.
r
W przypadku gdy rozpatrujemy nieswobodny uktad punktow materialnych 4,

A, ..., 4, to poszczegolnym punktom mozemy zadac przesunigcia przygotowane

zgodnie z natozonymi wigzami w postaci:

Sy zpenx,y,2)=0, v=1,2,..,k (2.6)

Sktadowe przesunig¢ przygotowanych dr, = (6x, 8y, dz,) rozpatrywanych punk-
tow uktadu musza spetnia¢ rownania:

zt_i a—ﬂ8xi+%8yi+a—fv62i =0 v=12,...k (2.7)
= ox. 0z,

Jezeli potozenie rozpatrywanego uktadu punktow materialnych okre$limy za po-
mocg wspotrzgdnych uogoélnionych g, g,, ..., g, to wspotrzedne prostokatne punk-
tow 4,, 4,, ..., A , mozemy wyrazi¢ jako:

x,‘:xi(q17 q27 FARE] qé) yi:yi(qla Qp T qs) Z,«:Z,«(qp q27 RERS] qs)

Wspotrzedne (x, v, z,) sa skladowymi promienia wektora r, punktu 4. Wektor ten
mozemy traktowa¢ jako funkcj¢ skalarnych parametrow g, q., ..., q,:
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Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

=149 - q) (2.8)

Wspotrzedne uogodlnione nie sg od siebie zalezne, zatem ich wariacje nie sg ze soba
zwigzane i moga nimi by¢ dowolne elementarne wielkosci. Punkty materialne rozpa-

trywanego ukltadu doznajg przesunig¢ elementarnych or,, or,, ..., or,. Przesunigcia te
sg zgodne z wigzami i sg przesunigciami przygotowanymi punktow 4, 4,, ..., 4 :
5 0,
ox, = zi&] f
j=1 0 j
= 0y,
8y, =2 =8,
j=1 aqj ’
S\ 0z
Oz, = Z—’Bq.
=1 oq j '
Ogodlnie:
or=3" i
h=2n o, q; (2.9)

2.3. PRACA PRZYGOTOWANA

Zaldzmy, ze punkt 4, na ktory dziata sita P, doznat przesunigcia przygotowanego or.
Prace sity P na tym przesunig¢ciu nazwiemy pracg przygotowang (wirtualng) i wyra-
zimy wzorem:

SL=P or (2.10)

Jezeli sita ma sktadowe P(P, P, P)), a przesunigcie przygotowane 6r(dx, oy, 6z),
to prace przygotowang mozna Wyr'azié nastgpujaco:

SL=P-r="P3x+Pgy+Po (2.11)

Prace przygotowang mozemy wyrazi¢ rowniez, korzystajac z definicji iloczynu
skalarnego jako:

0L =P -5r = Pds cos a (2.12)

gdzie:

P — warto$¢ bezwzgledna sity P,

Os — warto$¢ bezwzgledna przesunigcia przygotowanego or,

o — kat zawarty miedzy wektorem sily P i wektorem przesunigcia or.
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2.4. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

W przypadku gdy na uktad punktow 4, 4,, ..., 4, dziatajg sity P, P,, ..., P , to
suma prac przygotowanych jest rowna:

8L:Zn:8L ZP o, —Zpss cosa, —Z(P Sx,+P,8y, +P.dz,) (2.13)
i=1

W przypadku nieswobodnego punktu materialnego oprocz sity P na punkt 4
dziata rowniez sila reakcji wigzow R. W przypadku wiezow nieidealnych (z tar-
ciem) praca wykonana przez sity reakcji wigzow R jest rowna: R - or.

Praca wykonana przez site R jest rowna zero, tylko w przypadku gdy wiezy
sa wiezami idealnymi, czyli wigzami bez tarcia. Z wigzami idealnymi mamy do
czynienia, gdy wigzy sa realizowane za pomoca gtadkich powierzchni lub linii,
po ktorych mogg si¢ porusza¢ punkty nieswobodnego uktadu materialnego. Gdy
ta swoboda zostanie ograniczona w ten sposob, ze odlegtos¢ migdzy tymi punk-
tami nie ulegnie zmianie, to wowczas roéwniez mamy do czynienia z wi¢zami
idealnymi.

Zatozmy, ze uktad nieswobodnych punktow materialnych 4, 4,, ..., 4, jest
w rownowadze. Niech P, oznacza silg czynng przylozong do punktu 4, a R, oznacza
reakcj¢ wigzow. Sity P, i R, muszg spelnia¢ rownanie:

P+R =0 (2.14)

Kazdy punkt materialny rozwazanego uktadu doznaje dowolnego przemieszcze-

nia przygotowanego zgodnie z wigzami, a sita wypadkowa P, i R; jest rowna zero,
wigc suma prac na dowolnym przesunieciu przygotowanym musi by¢ rowna zero.

Zatem:

P, -5r+R, - 5r,=0 (2.15)

D P-dr+)" R-5r,=0 (2.16)

2.4. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowagi ukladu materialnego
jest, aby suma prac przygotowanych wszystkich sit czynnych i reakcji wiezow
przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym ukladu byla réwna zero.

Dla uktadu nieswobodnego o wiezach idealnych zasada przyjmuje postaé:

D> PBor+y" R-8r,=0 (2.17)
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Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowagi ukladu materialnego
o wiezach idealnych jest, aby suma prac przygotowanych (wirtualnych) wszyst-
kich sil czynnych przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym ukladu byla
réwna zero.

B8 =0 (2.18)

2.5.SItY UOGOLNIONE

Rozwazmy nieswobodny uktad materialny, na ktory nalozono wigzy idealne, okreslo-
ny za pomocg niezaleznych wspotrzednych uogélnionych ¢, g,, ..., g, na ktory dzia-
tajg sity zewnetrzne P, P,, ..., P,. Pracg przygotowang mozemy zapisa¢ nastgpujgco:

oL = Zn:(Pxisxi +P, 8y, +P,dz, ) -

5 0y, S Oz,
’8 ;+P, ) =089, +P, ) — |= 2.19
z[ Sagon S n S o)

j=1 j=1 j j=1 j

Przyjmijmy:
6)/, Oz,
Q= 1[ m— Z+PZZ.—’J =12, (2.20)
%, aq; %,
Woéwczas wyrazenie na prace przyjmie postac:
5L = ZH Q,3q, (2.21)
Wielkosci okreslone wzorem:
ay. 0z,
Q=" ( x,— ~L4p, —J j=12,..5 (2.22)
=1 ] }’J aq] aq]
nazywamy silami uogolnionymi odpowiadajgcymi wspotrzednymq,, q,, ..., q..

Prace przygotowana oL mozemy wyznacza¢ jako sume iloczynéw wariacji
wspotrzednych uogolnionych przez odpowiednie sity uogolnione.
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2.6. ROWNANIA ROWNOWAGI WE WSPOERZEDNYCH UOGOLNIONYCH

2.6. ROWNANIA ROWNOWAGI WE WSPOLRZEDNYCH UOGOLNIONYCH

Wychodzac z zasady prac przygotowanych, mozna wyprowadzi¢ ogdlne warunki
rownowagi sil dziatajacych na ciato sztywne. W tym celu rozwazmy swobodne ciato
sztywne, do ktorego w punktach 4,, 4,, ..., A przytozono sity P,, P,, ..., P . Cialo
dozna przemieszczenia przygotowanego w postaci:

or, = 0r, + 3¢ X r, (2.23)
gdzie:

or, — przesunigcie przygotowane dowolnie obranego punktu O,
o0¢ — wektor elementarnego obrotu,

r, —poprowadzony z punktu O promien wektor 4.
Praca sit wewnetrznych (reakcji wigzow) jest rowna zero, zatem prace wykonaja
tylko sity zewngtrzne P, P,, ..., P, na przemieszczeniu przygotowanym or;:
ZSLi = ZR -or, =ZR -(81‘0 +6(p><ri):
i=l1 i=1 i=l1
=81,- Y P+Y_P,-(3¢xr,)= (2.24)

i=1 i=1
=or, -Zn:Pi +8(p-zn:(ri xP)=0
-1 i1
Korzystajac z wtasnos$ci iloczynu mieszanego trzech wektorow, wiemy, ze:
P - (0¢ xr)=06¢ (r,xP) (2.25)
Aby rownanie byto spelnione, wowczas:

> B=0 oraz )" (rxP)=0 (2.26)

Poniewaz (r, X P) jest rtowne momentowi sity P, wzgledem punktu O, zatem
otrzymaliSmy ogolne warunki rownowagi sit przytozonych do ciala sztywnego.

2.7. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zadanie 2.1.

Na rysunku 2.2 przedstawiono uktad jednorodnych pretéw potaczonych przegu-
bowo. Do uktadu w punkcie A przylozono site Q. Pomijajac cigzary tych pretow,
wyznacz wartos¢ sity P, jaka nalezy przylozy¢ w punkcie B, aby uktad pozostat
w rownowadze.
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Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Rys. 2.1. Mechanizm do zadania 2.1

Rozwiqzanie:
Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:

OL=0-6,+P-8,=0
Przemieszczenia przygotowane 8, i 8, mozna potraktowac jako wektory propor-

cjonalne do predkosci v iv,, zatem rozktadajgc wektory sit i predkosci na sktadowe
oraz korzystajac z definicji iloczynu skalarnego, mamy:

wh
/
N
©
]
IO
R

o)
O

Rys. 2.1a
8L=(0,—Q):(0,~v, )+(~P,0):(v;,0) =0
Qv,—Py,=0
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2.7.ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Korzystajac z twierdzenia o rzutach predkosci na kierunek preta AB, w naszym
przypadku otrzymujemy:

v, CosO=v, cos(90°—(x)
v, CosO=v,sina,
Z tego rownania mozna wyliczy¢ v, w zaleznosci od v,
v, =v,tga
Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:
Ov,tga—Pv,=0
Szukana warto$¢ sity P jest rowna:
P=0tga

Zadanie 2.2.

Na rysunku 2.2 przedstawiono uktad jednorodnych pretéw polaczonych przegubo-
wo. Do uktadu w punkcie A przytozono sit¢ P pod katem o. Pomijajac cigzary tych
pretow, wyznacz warto$¢ sity O, jaka nalezy przytozy¢ w punkcie B, aby uktad po-
zostal w rownowadze.

0] C

77777

Rys. 2.2. Mechanizm do zadania 2.2

Rozwigzanie:
Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:

SL=P-8,+Q-8,=0

Przemieszczenia przygotowane 8, i 8, mozna potraktowac jako wektory propor-
cjonalne do predkosci v iv,, zatem rozkltadajgc wektory sit i predkosci na sktadowe
oraz korzystajac z definicji iloczynu skalarnego mamy:
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Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Rys. 2.2a

oL =(Pcosoc,—Psinoc)~(vA,0)+(0,Q)~(vB cos 0L, —V, sinoc) =0
Pv, coso.—Qv,sinot=0

Korzystajac z twierdzenia o rzutach predkosci na kierunek preta AB, w naszym
przypadku otrzymujemy:

v, =V, cos
Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:
Py, cos’ .—Qv,sinat =0

Szukana wartos¢ sity Q jest rowna:

Pcos’ o
=————=Pctgo.cos .
sinol

Zadanie 2.3.
Na rysunku 2.3 przedstawiono uktad jednorodnych pretéw polaczonych przegubo-
wo. Do uktadu w punkcie A przytozono sitg P pod katem prostym do preta OA. Po-

mijajac cigzary tych pretow, wyznacz warto$¢ sily F, jaka nalezy przytozy¢ w punk-
cie B, aby uktad pozostat w rownowadze.
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2.7.ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Rys. 2.3. Mechanizm do zadania 2.3

Rozwigzanie:
Zaznaczmy na rysunku mozliwe wektory predkosci tych punktow, w ktoérych przy-
lozone s3 sity:

Rys. 2.3a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=P-8,+F-3,=0

Przemieszczenia przygotowane 8, i 8, mozna potraktowac jako wektory propor-
cjonalne do predkosci v iv,, zatem rozkltadajgc wektory sit i predkosci na sktadowe
oraz korzystajac z definicji iloczynu skalarnego, mamy:
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oL :(0,—P)-(0,—VA)+(F,0)-(—VB cosf,—v, sinB) =0
Py, —Fv,cosB=0

Korzystajac z twierdzenia o rzutach predkosci na kierunek preta AB, w naszym
przypadku otrzymujemy:

v, c0s(90°—0) =v, cos(B—a)
v, sino.=v, cos(B—or)
Z tego rownania mozna wyliczy¢ v, w zaleznosci od v,

v, cos(B—a)
vV, =—"
A sino

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

pls cos(B—ot)

- —Fv,cosB=0
sina
cos(B—o
[PL—FCOSBJVB =0
sino

Wiedzac, ze v, # 0, szukana warto$¢ sily F' jest rowna:

F=Pcos([3—0c)

sinocos3

Zadanie 2.4.

Na mechanizm przedstawiony na rys. 2.4 dziala sita Q przytozona w punkcie A.
Pomijajac cigzary pretow, z ktorych zbudowany jest mechanizm i przyjmujac katy o
i B jako dane oraz o > B, wyznacz wartos¢ sity P, jaka nalezy przytozy¢ w punkcie
C, aby uktad pozostat w rownowadze.
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2.7.ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Rys. 2.4. Mechanizm do zadania 2.4

Rozwiqzanie:
Zaznaczmy na rysunku mozliwe wektory predkosci dla punktow A, B, C danego
mechanizmu:

Rys. 2.4a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
0L=Q-3,+P-6.=0
Przemieszczenia przygotowane 8, i 6, mozna potraktowac jako wektory propor-

cjonalne do predkosci v, i v, zatem rozktadajac wektory sit i predkosci na sktadowe
oraz korzystajac z definicji iloczynu skalarnego, mamy:

8L =(0,-Q)-(—v, sina,—v, cosa)+(P,0)-(-v.,0)=0
Qv, cosa.—Pv.=0
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Il. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH

Z trojkata OAB mozemy wyliczy¢ kat v:
y=o-p

Korzystajac z twierdzenia o rzutach predkosci na kierunek preta AB, otrzymu-
jemy:

v, cos(90°—y)=v, cosP

v, sin(a—p)=v, cosp

Z tego rownania mozna wyliczy¢ v, w zaleznosci od v :

=vAsin(oc—[3)

? cosP

Pret BC moze wykonywac tylko ruch postepowy, zatem:

VB:VC

Wstawiajac powyzsze zaleznosci do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

v, sin(0.—B)
cosf

Qv, coso.—P =0

sin( 0l —
(Qcoso&—Pﬁ]vA =0
cosf
Wiedzac, ze v, # 0 szukana warto$¢ sity P jest rowna:
Pe Qcosolcosf
sin(o.—B)

Zadanie 2.5.

Mechanizm przedstawiony na rys. 2.5 sktada si¢ z trzech jednorodnych pretow
o dlugosciach: |OA| = |AB| = |AC| = [, |CD| = 2/. Mechanizm wprawiany jest
w ruch za pomocg znanego momentu M przytozonego do korby OA. W punkcie
C, prostopadle do preta CD, przytozono site 0. Kat przyjmij jako dany. Znajdz
wartos$¢ sity P, ktora nalezy przylozy¢ w punkcie B, aby ten mechanizm pozostat
w rownowadze.
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2.7.ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

2\

M vP

Rys. 2.5. Mechanizm do zadania 2.5

Rozwiqzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe $rodki obrotu.

e
SA/\ 7 B
MA N
Sc /P
v
\\ 6“’ \ //
y \ /
\ \i /
(pl
0’1 )
A \w'Ol
Rys. 2.5a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=Q-8,+M-8¢+P-5,=0

Kierunek i zwrot sity Q oraz wektora przemieszczenia 8. sg takie same, zatem nie
musimy ich rozktada¢ na sktadowe, gdyz ich iloczyn skalarny bedzie wynosit 05,
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0L =Q3d,. +M5(p+(0,—P)-(—63 cosa, 0, sinoc) =0

Q3. +MO®—Pd,sino.=0

Korzystajac z zasady chwilowego $rodka obrotu, wyznaczymy wszystkie prze-
mieszczenia przygotowane w zaleznosci od jednego, np. od d¢.

Wiedzac, ze chwilowy $rodek obrotu preta OA znajduje si¢ w punkcie O, moze-
my zapisa¢ przemieszczenie 8, jako:

3, =|0Al5¢ = 169

Chwilowy $rodek obrotu dla preta AB znajduje si¢ w punkcie O, zatem wy-
znaczmy pozostate dtugosci bokow trojkata oraz jego wysokosc:

!

sinot

|BO,|=|CO,|=

|AOI|=lctg0c

Korzystajgc z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastepujgco:

8, =|AO, |30, =Ictgode,
Poréwnujgc z wezesniej obliczonym &, otrzymujemy:
16¢ = [ ctg ade,
Z powyzszego rOwnania wyznaczymy warto$¢ 8¢, :
o, = tg ade

Przemieszczenie punktu B mozemy zapisac¢ jako:

l
SB = |BO1 | 8(‘)1 = mﬁ(pl

Podstawiajac za 6¢, wyliczong wcze$niej wartos¢, otrzymujemy:

_ Itgo

) R10)

B .
simno
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Przemieszczenie punktu C mozemy zapisa¢ jako:
3.=1[CO, |50,

Wiedzac, ze |CO | = |BO |, przemieszczenie punktu C bedzie takie samo jak prze-
mieszczenie punktu B, zatem:

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

Itgo

Q 3¢+ Mdp— Pltgodp =0

sino

It
[Q goc+M—Pltgoc]&p=0

sinot
Wiedzac, ze 69 # 0, wyznaczymy warto$¢ szukanej sity P:
M Q

p=—"+
Itgow  sino

Zadanie 2.6.

Do mechanizmu sktadajacego si¢ z czterech jednorodnych pretow o dlugosciach:
|OA| =31, |AB| = |BC| = 2/, |CD| = |DE| = d oraz suwaka B przedstawionego na rys.
2.6. w punkcie D przytozono site P pod katem B. Wyznacz warto§¢ momentu, jaki
nalezy przytozy¢ do korby OA, aby mechanizm pozostat w rownowadze. Katy a1 8
przyjmij jako dane. Sity ci¢zkos$ci zaniedbac.

Rys. 2.6. Mechanizm do zadania 2.6
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Rozwigzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe srodki
obrotu.

Rys. 2.6a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:

SL=M-8¢+P-8,=0

oL =MS(p+(Pcos[3,Psin[3)-(0,—8D)= 0
Mop—Psinfo, =0

Wiedzac, ze chwilowy srodek obrotu preta OA znajduje si¢ w punkcie O, moze-
my zapisa¢ przemieszczenie , jako:

5, = |0A5p = 3150

Pret AB nie ma chwilowego $rodka obrotu w tym potozeniu, zatem:

Chwilowy $rodek obrotu dla prgta CD znajduje si¢ w punkcie O,, zatem wy-
znaczmy pozostate dtugosci bokow trojkata CDO

IDO,|=d sin a

Korzystajac z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6. nastgpujgco:

32
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d. = |COl | 0@, =d cos ado,
Poréwnujgc z wezesniej obliczonym 3§, otrzymujemy:
318¢ = d cos 009,

Z powyzszego rOwnania wyznaczymy warto$¢ 06 :

310
00, = ——
M dcoso

Przemieszczenie punktu D mozemy zapisac jako:

8, =|DO, |3, =dsinade,
Podstawiajgc za 8¢, wyliczong wczesniej wartos¢, otrzymujemy:
o, =3ltgadp

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:
M3@— PsinB3ltgodp =0

(M—3PlsinBtgoc)5(p =0
Wiedzac, ze 6¢ # 0 wyznaczymy wartos¢ momentu M:

M =3PlsinBtgo

Zadanie 2.7.

Do mechanizmu przedstawionego na rys. 2.7 sktadajacego si¢ z dwodch kot o pro-
mieniach odpowiednio » 1 R i jarzma BC o dtugosci 37 przytozono w punkcie C site
P. Oblicz warto$¢ momentu M, jaki nalezy przytozy¢ do kota o srodku w punkcie O,
aby uktad pozostal w rownowadze. Kat a przyjmij jako dany. Sity ciezkosci i tarcie
pominag.

Rys. 2.7. Mechanizm do zadania 2.7
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Rozwigzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe $rodki obro-
tu w punktach A, O, O,, O..

/03
y S
\Fﬂ

8([)3

Rys. 2.7a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=M 8¢, +P-8. =0

8L = Mg, +(—P,0)£:(8.,0)=0

Mo, —Pd. =0

Punkt A znajduje si¢ na styku krazka o srodku O, i krazka o srodku O,, zatem
mozemy porownac predkosci:

rd¢, = Rdg,
r
09, = Eﬁ(pl
Chwilowy Srodek obrotu dla preta BC znajduje si¢ w punkcie O,, zatem wy-
znaczmy pozostate diugosci bokow trojkata BCO,, wiedzac, ze ¥BO,C = a, gdyz

ABCO, ~ACO,0,.
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3r
|co,|= poys
|BO3| =3rctgol

Korzystajgc z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastepujgco:

2
’
613 =|B02|6(p2 = 1’6([)2 ZES(Pl

Korzystajac z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastepujgco:

o, = |BO3|8(p3 =3rctgadg,
Poréwnujgc otrzymane wzory na 6,, wyrazimy 6¢, za pomocg 8¢, :

2
3rctgode, = % o0,

rtga
8, =——35
® =35 o

Przemieszczenie punktu C mozemy zapisac jako:
3r
8C = |CO3|8(p3 = S(Pg
sina

Podstawiajac za 6¢, wyliczong wczesniej warto$¢, otrzymujemy:

2
r

5. =

C

)
Rcosa P

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

2
r

Rcosa

Mog, —P 3¢, =0

r2
M-P 00, =0
[ Rcosoc] M

Wiedzac, ze 3¢, # 0, wyznaczymy warto$¢ momentu M:
pr
Rcosa

M=
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Zadanie 2.8.

Do mechanizmu dwukorbowego sktadajacego si¢ z trzech jednorodnych pretow
o dlugosciach: [OA| = 5/, |AB| = 3/, |BC| =/ przedstawionego na rys. 2.8 w punkcie
B zamocowano sprezyne o sztywnosci k. Wiedzac, ze odksztalcenie sprezyny jest
réwne /1, wyznacz warto$¢ momentu, jaki nalezy przytozy¢ do korby OA, aby me-
chanizm pozostat w réwnowadze. Kat o przyjmij jako dany.

A

Rys. 2.8. Mechanizm do zadania 2.8

Rozwigzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe srodki obrotu.

A 6A

)
—
e —————— - -
5

Rys. 2.8a
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Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=M-3¢+8:6,=0
dL =—Md¢p+(0,-S)-(0,-8,)=0
-M3¢p+85, =0

Wiedzac, ze chwilowy srodek obrotu preta OA znajduje si¢ w punkcie O, moze-
my zapisa¢ przemieszczenie 8, jako:

8, =|OA|3¢ =5I8¢

Chwilowy $rodek obrotu dla preta AB znajduje si¢ w punkcie O, zatem wy-
znaczmy pozostate dtugosci bokow trojkata ABO :

|BOI| =3lsino
|AOI|: 3lcosal

Korzystajac z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastgpujgco:

S, = |AO] | 0@, =3l cos0d,
Poréwnujgc z wezesniej obliczonym 3, , otrzymujemy:
516¢ = 31 cos 0.0,
Z powyzszego rOwnania wyznaczymy warto$¢ ¢ :

58¢

3coso

d

|
Przemieszczenie punktu B mozemy zapisac jako:
8, =|BO, |3, =3Isinado,
Podstawiajgc za 8¢, wyliczong wczesniej wartos¢, otrzymujemy:
o, =5Itgode
Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:
—M3@+5SItgadp =0

Sita § jest iloczynem sztywnosci i odksztalcenia sprezyny, zatem wstawiajac S = kh,
otrzymujemy:
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(—M +5khitgot) ¢ =0
Wiedzac, ze 6¢ # 0 wyznaczymy wartos¢ momentu M:

M =5khltgo.

Zadanie 2.9.

Do mechanizmu skladajacego si¢ z dwoch jednorodnych pretow o dlugosciach:
|AD| = 3/, IDE| = 1,5/, |AB| = IBC| [BC| = [ i suwaka E przedstawionego na rys. 2.9
w punkcie A przylozono site P pod katem a, a w punkcie B dotaczono sprezyne
0 wspotczynniku sztywnosci k. Ugiecie sprezyny jest rowne i. Wyznaczy¢ wartos$¢
sity O, jaka nalezy przytozy¢ do suwaka, aby mechanizm pozostat w rownowadze.
Katy a i B przyjmij jako dane. Sily cigzkosci zaniedbac.

|
;{ :
B
q %C DD

Rys. 2.9. Mechanizm do zadania 2.9

Rozwigzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe $rodki obrotu.

P
a
Af
y Sa =
| k
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Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=P-3,+5-8,+Q-8,=0

8L =(-Pcosa,—Psinar)-(0,-8, )+(0,—5)-(0,-8,)+(0,—Q)-(0,8,) =0

Psinad, +86, —Q8, =0

Wiedzac, ze chwilowy $rodek obrotu preta AD znajduje si¢ w punkcie C, moze-
my zapisa¢ przemieszczenie punktow A, B, D jako:

8, =|AC|3¢ =215¢
8, =[BC|d¢p=18¢
o, =|CD|6(p: IRI0)

Pret DE nie ma chwilowego $rodka obrotu, porusza si¢ on ruchem postepowym,
zatem:

Wstawiajac do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:
Psino28, +86, —Q4, =0
(2Psinot+S-Q)8, =0
Wiedzac, ze 8, # 0 wyznaczymy, warto$¢ szukanej sity O:
Q=2Psino+S
Wstawiajac za S = kh, mamy:

Q=2Psino+kh

Zadanie 2.10.
Na rysunku 2.10 przedstawiono uktad dwoch jednorodnych pretow: OA o dtugoscei /
oraz AB o dtugosci d polaczonych przegubowo. Do uktadu pretow w punkcie B do-
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faczono przegubowo walec wspotsrodkowy o promieniu wewnetrznym r i zewnetrz-
nym R. Walec przymocowany jest do $Sciany za pomocg sprezyny o sztywnosci k
zamocowanej w punkcie D. Do preta OA przylozono znany moment M. Pomijajac
cigzary tych pretow oraz tarcie, znajdz odksztatcenie sprezyny /4 tak, aby uktad po-
zostat w rownowadze. Kat a przyjmij jako dany.

QL |/ l)i
A W o
Rys. 2.10. Mechanizm do zadania 2.10
Rozwigzanie:

Zaczniemy od zaznaczenia na rysunku przemieszczen przygotowanych i chwilo-
wych srodkow obrotu.

T7777

Rys. 2.10a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=M-0¢+S-8,=0
OL = M3¢+(S,0)-(-5,,,0)=0
Mdp—-S5,=0
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Chwilowych $rodek obrotu preta OA znajduje si¢ w punkcie O, zatem przemiesz-
czeniem 6, mozemy zapisac:

8, =|OA[d¢p=18¢
Chwilowy $rodek obrotu dla preta AB znajduje si¢ w punkcie O, zatem wy-
znaczmy pozostate dtugosci bokow trojkata :
|BO1 | =dsino
|AO1 | =dcosa

Korzystajgc z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastgpujgco:

S, = |AOI|8(p1 =d cos 00,
Poréwnujac z wezesniej obliczonym, otrzymujemy:
I8¢ = d cos 0.0,

Z powyzszego rOwnania wyznaczymy warto$¢ 600 :

1d¢
0p, = ———
M dcosol

Przemieszczenie punktu B mozemy zapisac¢ jako:
8, =[BO,| 8¢, =dsinode,
Podstawiajgc za 8¢, wyliczong wczesniej wartos¢, otrzymujemy:
d, = Itgodp
Wiedzac, ze w punkcie E znajduje si¢ chwilowy srodek obrotu naszego walca,

korzystajac z podobienstwa trojkatow, mozemy wyznaczy¢ przemieszczenie 6, naj-
pierw w zaleznoSci od 8, a nastgpnie od 6¢:

S _ &
2r r+R
2rd
o, = B
P r4R

5 _ 2rltgod@
b r+R
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Wstawiajac powyzszg zaleznos¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

Mdg—$ 2rltgode _ 0
r+R

(M_SZrltgoc }5([):0
r+R

Wiedzac, ze d¢ # 0, wyznaczymy warto$¢ sity S:

_ M(r+R)

2ritgo

Site S mozemy zapisa¢ rowniez jako S = kh, pordwnujac te dwa wzory, otrzymu-
jemy odksztatcenie sprezyny réwne:

B M(r+R)
B 2rlktgo

Zadanie 2.11.

Na rysunku 2.11 przedstawiono mechanizm dwukorbowy skladajacy si¢ z trzech
jednorodnych pretéw o dlugosciach: |OA| =/, |AB| = 1,5/, |BC| = 1,2/. Mechanizm
wprawiany jest w ruch za pomocg znanego momentu M przytozonego do korby OA.
W punkcie B do mechanizmu dotaczono sprezyng o sztywnosci k. Znajdz odksztal-
cenie sprezyny / tak, aby ten mechanizm pozostat w rownowadze. Kat o przyjmij
jako dany.

k
al B
/ a A)
M
T
O4 C
77777

Rys. 2.11. Mechanizm do zadania 2.11

Rozwigzanie:
Zaznaczymy na rysunku przemieszczenia przygotowane oraz chwilowe $rodki obrotu.
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T —

Rys. 2.11a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:

OL=M-3¢+S8-6;, =0
OL = Mdp+(0,S)- (3, sina,—d, cosa) =0

Mdp—S85, cosa. =0

Wiedzac, ze chwilowy $rodek obrotu preta OA znajduje sie¢ w punkcie O, moze-
my zapisa¢ przemieszczenie 8, jako:

3, =|OA|dp=15¢

Chwilowy $rodek obrotu dla preta AB znajduje si¢ w punkcie O, zatem wy-
znaczmy pozostate dtugosci bokow trojkata ABO :

1,51
IBO,| =
cosal
|AOI| =1,5ltga
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Korzystajgc z chwilowego srodka obrotu w punkcie O,, mozemy zapisa¢ prze-
mieszczenie 6, nastepujgco:

8, =|AO,| 8¢, =1,5ltgode,
Poréwnujgc z wezesniej obliczonym 8, otrzymujemy:
109 =1,5ltgode

Z powyzszego rOwnania wyznaczymy warto$¢ o9, :

_ 2%¢
' 3tgo
Przemieszczenie punktu B mozemy zapisac jako:
1,51
63 =|B01|8(p1 Z_S(Pl
cosal

Podstawiajgc za 8¢, wyliczong wezesniej wartos¢, otrzymujemy:
l
sin o

5. =

B

3¢

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do zasady prac przygotowanych, otrzymujemy:

I
sino

MOP—Scosa dp=0

(M —Slctgo)dp=0

Wiedzac, ze 6¢ # 0, wyznaczymy warto$¢ sity S:
M
Ietga

Site S mozemy zapisa¢ rowniez jako S = kh, pordwnujac te dwa wzory, otrzymu-
jemy odksztatcenie sprezyny réwne:
M

h=
Klctgo

Zadanie 2.12.

Cigzar zawieszony na ruchomym krazku podtrzymuje cigzary klockow P, i P, znaj-
dujacych si¢ na dwustronnej réwni nachylonej do ptaszczyzny odpowiednio pod
katem a i B. Cigzary te sa potaczone za pomoca wspolnego bezmasowego blocz-
ka, jak pokazano na rys. 2.12. Znalez¢ wartos¢ cigzaréw P, i P,, tak aby uktad byt
w rownowadze. Pomina¢ tarcie i masy lin i krazkow.
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Rys. 2.12. Mechanizm do zadania 2.12

Rozwigzanie:

Uktad przedstawiony na rys. 2.12 mozemy opisa¢ za pomoca trzech wspotrzed-
nych: z, s, 5,, mozemy tez zapisa¢ jedno rownanie wigzu, zatem uktad bedzie po-
siadat dwa stopnie swobody. Dtugosci linek tgczacych te ciata sg state, wigc row-
nanie wi¢zu ma postac:

s, +s, +2z = const

Po zrézniczkowaniu stronami, mozemy 6z wyrazi¢ za pomocg 0s, i 9s.:

Os, +0s, +20z=0

_ 85, +3s,
2
Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:

o0z =

3L =0
OL=P -3, +P, -3s,+P -0z

P sinows, + P, sinf30s, + Pdz =0

Podstawiajac za g, — _ ds, +0s, , otrzymujemy:

Os, +9s,
2

(Pl sinoc—%)ﬁsl +(P2 sinB—§]552 =0

Przemieszczenia przygotowane ds, i 0s, sg r0zne od zera, zatem rowne zero sg
warto$ci w nawiasach, czyli sity uogdlnione:

P, sinods, + P, sinf3ds, — P 0
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P
P sino——=0
2

P
P sinB——=0
,sinf-—
zatem:

B=—
2sino

P
P, =
2sinf
Uktad pozostaje w rownowadze, gdy wartosci cigzarow sa rowne odpowiednio:
) P
L i P=—
2sinf3

P1 =
2sino

Zadanie 2.13.

Dany jest mechanizm dzialania wahacza przedstawiony narys. 2.13 obracajacego si¢
dookota poziomej osi przechodzacej przez punkt A. Przesuwajacy si¢ suwak wpra-
wia w ruch pionowa belke, ktdra jest oddalona od poczatku uktadu wspotrzgdnych
o . Wyznaczy¢ site Q jaka nalezy przytozy¢ prostopadle w punkcie B, aby zréwno-
wazy¢ site P, przylozong do pionowego preta. Dana jest dlugo$¢ wahacza |AB| = R.

Rys. 2.13. Mechanizm do zadania 2.13

Rozwigzanie:

Uktad ma jeden stopien swobody, zatem wprowadzamy jedng wspoirzedng uogoél-
niong ¢. Wyrazimy wspotrzedne punktow przyltozenia sit za pomocag wspoirzedne;j
uogoblnionej i wyznaczymy przemieszczenia przygotowane. Wiemy, ze site¢ mozemy
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przesuwa¢ wzdtuz linii jej dziatania, zatem jako miejsce przytozenia sity przyjmie-
my punkt C.

tgQ = y—f
Yo =ltgo
!
8y = o¢

cos” @

x,=Rcos ¢ V, = R sing
dx, = -R sin ¢3¢ 8y, =R cos ¢ 8¢
Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=P-6,+Q-8,=0

(0,P)-(8x,,8y, ) +(Qsin®,~Qcos )-(8x,,8y,) =0

Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:

(O,P)-[O, 12 J+(Qsin(p,—Qcos(p)~(—Rsin(p&p,Rcos(p&p):0
cos” @

(P 12 —QRsinz(p—QRcosz(p]&pzo
cos” @

Wiemy, ze 0¢ # 0, zatem:
P 12 —QR=0
cos” @
Pl
Rcos’ 0]
Zadanie 2.14.

Prasa przedstawiona na rys. 2.14 sklada si¢ z czterech jednakowych pretow o dtu-
gosci [, zamocowanych w odlegtosci 2d. W przegubach A i B przylozono znang
site P. Tarcie i cigzary pretow poming¢. Wyznaczy¢ wartos¢ sity Q, aby prasa byla
w rownowadze.
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Rys. 2.14. Mechanizm do zadania 2.14

Rozwigzanie:
Uktad ma jeden stopien swobody, zatem wprowadzamy jedng wspotrzedng uogol-
niong o i za jej pomocg wyznaczymy przemieszczenia przygotowane poszczegol-
nych punktéw. Schemat prasy przedstawionej w zadaniu jest symetryczny, zatem
wprowadzmy uktad wspolrzgdnych zawierajacy o$ symetrii.

Wyznaczymy wspotrzedne punktow, w ktorych przylozone sg sity. Widzimy, ze
punkty A i B sg symetryczne, zatem:

X, =—x, =—d—Isino
Y, =y =lcosa
X, =d+Isina

Wspotrzedne punktu C:

Ye=2lcos a

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=P-§,+P-5,+Q-5.=0
oL =(P,O)-(SXA,S)/A)+(—P,0)~(5x3,5y3)+(0,—Q)-(5xc,8yc)= 0

Péx, —Pdx, —Qdy. =0
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Wyznaczymy potrzebne przemieszczenia przygotowane:

dx , =—Icosado
dx, =Ilcosadal
Oy, =—2lsin odaL

o=—
Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:
—Plcos0d0,— Pl cos 0.0, + Q21 sin atdor = 0
(—2Pl cos 0.+ Q2lsin 0()5& =0
Wiedzac, ze 6a # 0, przyrownujemy do zera site uogdlniona:
—2Plcoso+Q2lsino=0

Po przeksztatceniu szukana wartos¢ sity QO jest rowna:

O=Pctga

Zadanie 2.15.

Dany jest planarny manipulator 2D przedstawiony na rys. 2.15 o ramionach o dtugo-
sci/ il,imasach odpowiednio m, i m,. Przedmiot manipulacji ma mas¢ m. Wyzna-
czy¢ sity uogolnione odpowiadajace wspotrzednym uogdlnionym.

Rys. 2.15. Mechanizm do zadania 2.15

Rozwigzanie:
Uktad ma dwa stopnie swobody, zatem wprowadzamy dwie wspotrzedne uogol-
nione ¢, i ¢, i za ich pomocg wyznaczymy przemieszczenia przygotowane punk-
tow A, BiC.

Najpierw wyznaczymy wspotrzedne punktow, w ktorych przytozone sg sity.
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L.
xAzalcos(p1 ;\/Azzlsm(p1
! . L, .
x, =1 cosQ, +52cos((p1 +0,) y, =1 sinQ, +E2s1n((p1 +0,)
X, =1 cos@, +1, cos((p1 +0, ) Yo =1 sin@, +1, sin((pl +0, )
Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mamy:
OL=P,-§,+P,-8,+P-8.=0
(O’_mlg)'(axA’SyA )+(O,—m1g)-(5x3,8y3)+(0,—mg)-(8xc,6yc) =0
—m g8y, —m, g8y, —mgdy. =0
Wyznaczymy potrzebne przemieszczenia przygotowane:

1
dy, = Elcos 0,50,
l, l
dy, =1, cos 9,00, +5cos((p1 +o, )5(P1 +ECOS((P1 +o, )6(p2

8y, =1, cos®,8¢, +1, cos (@, +9, )¢, +1, cos(, +¢, ) ¢,
Podstawiamy za przemieszczenia przygotowane i otrzymujemy:
m
(—(71 +m, +m )gl1 cos @, —(m, +m)gl, cos(@, +0,) ]&pl
+(=(m, +m)gl, cos(g; +9,))3¢, =0

Sity uogolnione odpowiadajgce wspotrzgdnym uogolnionym ¢, i @, sg rowne:
ml
Q(m =— 7+m2 +m |gl, cos, —(m2 +m)gl2 cos((p1 +(p2)

sz = —(m2 +m)gl2 cos((p1 +(p2)

W powyzszych zadaniach korzystalismy albo z chwilowego srodka obrotu, albo
z rzutu predkosci na wspdlng o$. Mozna tez obliczy¢ te zalezno$ci z zasady tworze-
nia ruchu ptaskiego jako ztozZenie ruchu postepowego i obrotowego.
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2.8. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 2.16.

Koto toczace si¢ bez poslizgu po gladkiej powierzchni wprawia w ruch wodzik AB,
jak pokazano na rys. 2.16. Do $rodka kota przytozona jest sita P. Jaka sile O nalezy
przytozy¢ w punkcie A, aby uktad pozostat w rownowadze? Kat a jest dany. Cigzary
1 tarcie zaniedbac.

Rys. 2.16. Mechanizm do zadania 2.16

Zadanie 2.17.

Dwa krazki, z ktorych jeden zamocowany jest na podporze statej przegubowej, sa
potaczone pretem. Do wigkszego krazka w punkcie B zamocowano jarzmo, jak
pokazano na rys. 2.17. Jaka sile P nalezy przytozy¢ w punkcie C, aby uktad pozostat
w rownowadze? Cigzary pretéw zaniedbac.

Rys. 2.17. Mechanizm do zadania 2.17
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Zadanie 2.18.

Do korby OA zamocowano pod katem poziomy pret AB, ktory potaczony jest prze-
gubowo z walcem o $rodku C, jak na rys. 2.18. Do konca korby przytozono pionowa
site P. Zaniedbujac sity ciezkosci i tarcie, wyznaczy¢ jaka warto$¢ sily QO nalezy
przytozy¢ w punkcie C, aby uktad pozostal w rownowadze?

B

c a
—
Q P

@)

Rys. 2.18. Mechanizm do zadania 2.18

Zadanie 2.19.

Do mechanizmu skladajacego si¢ z dwoch jednorodnych pretow o dlugosciach:
|OA| =21/, |AB| =31, |CA| =/ oraz suwaka B przedstawionego na rys. 2.19 w punkcie
C przytozono site P. Mechanizm wprawiany jest w ruch za pomocg momentu M
przytozonego do korby OA. Jaka site F nalezy przytozy¢ do suwaka, aby mechanizm
pozostat w rownowadze? Kat przyjmij jako dany. Sity cigzkos$ci zaniedbac.

Rys. 2.19. Mechanizm do zadania 2.19

Zadanie 2.20.

Mechanizm przedstawiony na rys. 2.20 wprawiany jest w ruch za pomocg momentu
M przytozonego do krazka o srodku O, i promieniu 7. Jak duzy cigzar P nalezy za-
wiesi¢ na lince nawinietej na mniejszy krazek wspotérodkowy o promieniu 7 1 §rod-
ku O,, aby uktad pozostal w rownowadze? Promien wigkszego krazka o $rodku O,
wynosi R. Zalozy¢, ze nie wystepuje poslizg migdzy linami a kragzkami.
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Rys. 2.20. Mechanizm do zadania 2.20

Zadanie 2.21.

Na rysunku 2.21 przedstawiono mechanizm dwukorbowy. Mechanizm wprawiany
jest w ruch za pomocg momentu przylozonego do korby OA. Do konca korby BC
zamocowano sprezyne o sztywnosci k. Pomijajac ciezary tych pretow, znajdz od-
ksztalcenie sprezyny 4 tak, aby uktad pozostat w rownowadze. Kat a przyjmij jako
dany. Dhugosci korb sg takie same i wynoszg |OA| = |AB| = d, dlugo$¢ preta AB
WYnNosi.

N A
Rys. 2.21. Mechanizm do zadania 2.21

Zadanie 2.22.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 2.22 do korby AB o dtugosci / przytozono
moment M. Koniec korby potaczony jest z jarzmem BC o dtugosci 3/ oraz sprezyna
o sztywnosci k. Odksztalcenie sprezyny wynosi /4, dany jest kat a. Znajdz wartos$¢
sity P, jakg nalezy przytozy¢ w punkcie C, aby uktad pozostat w rownowadze. Cig-
zary pretow zaniedbac.
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Rys. 2.22. Mechanizm do zadania 2.22

Zadanie 2.23.

Do koncéw niewazkiej i nierozciagliwej nici przywigzano dwa ciala o ci¢zarze P,
z ktorych jedno jest zawieszone na nitce przetozonej przez nieruchomy blok, a dru-
gie znajduje si¢ na poziomej plaszczyznie. Linka opasa jeszcze ruchomy blok, do
ktorego przywiazano cigzar Q, jak na rys. 2.23. Jak duzy musi by¢ wspotczynnik
tarcia i jak duzy musi by¢ ci¢zar Q, aby uktad pozostal jeszcze w rownowadze?

X
Rys. 2.23. Mechanizm do zadania 2.23

Zadanie 2.24.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 2.24 sktadajagcym si¢ z dwoch pretow o tej
samej masie idlugosci przytozono do korby AB moment . Jakg site nalezy przyto-
zy¢ w punkcie C, aby uklad pozostat w réwnowadze?

Rys. 2.24. Mechanizm do zadania 2.24
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Zadanie 2.25.

Na rysunku 2.25 przedstawiono dwa jednorodne prety o ciezarach odpowiednio P
i Q opierajace si¢ o gladkie Sciany w punktach A i C oraz o gladka powierzchni¢
w punkcie B. Dlugos¢ preta AB wynosi 2/ a preta BC 2d. Jaki musi by¢ stosunek
tych cigzarow, aby uktad pozostat w polozeniu rownowagi?

y
A

Rys. 2.25. Mechanizm do zadania 2.25

Zadanie 2.26.

Trzy jednorodne prety o srodkach odpowiednio w punktach A, B, C, jednakowej
dhugosci 2d i masie m polaczone sa w ten sposob, ze tworzg potrojne wahadto.
Do ostatniego preta przytozono moment M, jak na rys. 2.26. Wyznaczy¢ sity uogol-
nione odpowiadajace wspotrzednym uogoélnionym a, 3, v.

Rys. 2.26. Mechanizm do zadania 2.26

Zadanie 2.27.
Dwa jednorodne prety o srodkach odpowiednio w punktach D i E, o dlugosciach:
|AB| = 2d, |BC| = 4d i masach odpowiednio m, i m, potaczone sg jak pokazano na
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rys. 2.27. Wysoko$¢, na jakiej zamocowana jest podpora stata przegubowa, znajduje
si¢ na wysokosci 4 od podtoza. Zaktadajac brak tarcia, wyznaczy¢ jaka site nalezy
przytozy¢ w punkcie C, aby uklad pozostat w rownowadze.

Rys. 2.27 Mechanizm do zadania 2.27
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3.1. OGOLNE ROWNANIE DYNAMIKI ANALITYCZNE)J

Korzystajac z zasady d’Alemberta, mozna kazde zagadnienie dynamiki sprowadzi¢
do zagadnienia rownowagi sit rzeczywistych dziatajacych na punkty materialne 1 sit
bezwtadnosci tych punktow. W przypadku wiezow idealnych wystarczy rozpatrzy¢
tylko sity zewnetrzne dziatajace na punkty i sity bezwtadnosci, poniewaz ich praca
przygotowana jest niezerowa.

Niech P, bedzie wypadkowg sit czynnych dziatajacych na punkt materialny 4,
a,— przyspieszeniem, a dr, przemieszczeniem przygotowanym tego punktu. Dla do-
wolnego przemieszczenia przygotowanego musi by¢ spetnione rownanie:

Y .(P-ma,)-1,=0 (3.1)
i=1

Wiedzac, ze a, =t,, gdzie r, jest wektorem promieniem punktu 4, powyzsze row-
nanie mozemy zapisa¢ w postaci:

> (P -mi) 1, =0 (3.2)
i=1

Dla nieswobodnego ukladu materialnego o wiezach idealnych suma prac przy-
gotowanych sit czynnych P, P, ..., P, orazsit bezwladnosci-m a ,-m.a,, ....—m a
na dowolnym przemieszczeniu przygotowanym tego ukladu jest réwna zero.

W prostokgtnym ukfadzie wspotrzgdnych niech punkt 4 (x, v, z), a sita P(P , P,

P ), wowczas ogolne rownanie dynamiki analitycznej mozemy zapisa¢ nastgpujgco:

n

n

Z((Plx _mijéi). Xi +(Piy _mij}i)' Vi +(Piz _miéi)' Zi):() (3.3)

i=1

3.2. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

W zadaniach w tym rozdziale pomijamy tarcie oraz sile tarcia zapewniajqgcq toczenie.

Zadanie 3.1.
Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.1 ztozony jest z dwoch wspotsrodkowych
krazkow o $rodku O, momencie bezwtadnosci 7, oraz promieniach r,, R,, do ktérego
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jest przytozona sita F. Krazek ten polaczony jest z drugim krazkiem o $rodku A,
masie m, i promieniu 7, do ktorego jest zamocowany bloczek o masie m,. Ciata znaj-
duja si¢ w polu grawitacyjnym i sa polaczone ze soba za pomoca nierozciagliwej,
niewazkiej nici. Korzystajac z ogélnego roéwnania dynamiki, wyznaczy¢ przyspie-
szenia katowe krazkow oraz przyspieszenie masy .

my, Iy

k, 13, Rs

[ (oa -

Rys. 3.1. Mechanizm do zadania 3.1

Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 3.1 ma jeden stopien swobody. Krazki o srodkach

O i A wykonuja ruch obrotowy, a masa porusza si¢ ruchem postgpowym.
Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu katy obrotu ¢, i ¢, oraz przemieszcze-

nie masy m_ jako x . Na uklad dziatajg sily cigzkosci i dana sita F. Zaznaczamy row-

niez sit¢ beztadnosci dla ciata o masie m, natomiast dla krgzkow sita bezwtadnosci

sprowadza si¢ do pary sit dajacych odpowiednio moment I,§, oraz L,.

/261')2

k, 13, Rs %7

>




3.2. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zapiszemy roéwnania wiezéw wzdtuz linek, poréwnujac przemieszczenia poczat-
ku i konca linki:

xl = 7"2([)2
7,0, = 1,0,
Policzymy wariacje:
dx, = r,00,

7,00, = 1,59,
zatem:

r
— 2
op, = =00,
3
Z kolei rozniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rOwnania wi¢zow, otrzyma-
my zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami:

X, =10,
P, =10,
zatem:
LT
0, =—0,
1.

3

Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:

(m]g —m,X, )le +(—12<p2 )S(p2 +(FR3 - L@, )B(p3 =0

Podstawiajac wyliczone wczesniej zaleznosci z réwnan wigzow, uzaleznimy
wszystkie wariacje od 8¢, oraz wszystkie przyspieszenia od @, .

.. . r,.1 |r
(mlg—mlrz(pz)rz&p2 +(—Iz(p2 )8(p2 +(FR3 -1, r—z(p;2 ]r—z&p2 =0
3 3

Wyciggajac przed nawias 5, otrzymujemy:

2
.. .. e ..
(m]gr2 -mr;§, — Lo, +FR, 2 —1I, r%(pz J&pz =0
3 3
Wiemy, ze 8¢, # 0, zatem:
2
.. .. r. r, ..
m, gr, _mlrzz(pz —1,9, + FR, _2_13 r%(pz =0
3 3
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Powyzsze rownanie ma tylko jedna niewiadoma @, , zatem mozemy ja wyliczy¢:

2
r. T.
2 I P 2
myr, +1, +I3—2 ¢, =m,gr, + FR, =
3 7'3
7'2
m,gr, + FR, =
. 1
(‘pz - 1’2
2 2
mt, +Iz+I3—2

£

Znajac przyspieszenie ¢, oraz wstawiajac je do wzorow na ¢, i @, , wyliczymy
pozostale przyspieszenia:
2
’
m,gr; + FR, 2

r
o Do s

(p3_1’ (Pz_ 7’2

3 2 2

m1r2r3+12r3+13r—

3

2
m, gr22 +FR, h
X =n,= —732
2 rz
myty +1,+1, =
3
Zadanie 3.2.
Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.2 zlozony jest z krazka o $rodku O, o ma-
sie i promieniu r,, do ktorego przylozono moment M. Krazek ten jest potaczony za
pomocg niewazkich nierozciggliwych nici z masg m, znajdujgcg si¢ na rowni pochy-
tej o kacie nachylenia oraz z drugim krgzkiem o srodku A, masie m, i promieniu
r,, do ktorego jest zawieszony bloczek o masie m,. Ciata znajdujg si¢ w polu grawi-
tacyjnym. Korzystajac z ogolnego réwnania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia
katowe kragzkow oraz przyspieszenie masy m, oraz m,.

Rys. 3.2. Mechanizm do zadania 3.2
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Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 3.2 ma jeden stopien swobody. Krazek o srodku
O wykonuje ruch obrotowy, a kragzek o srodku A wykonuje ruch ptaski. Masy m im,
poruszaja si¢ ruchem postepowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego ukladu katy obrotu @, i @, oraz przemiesz-
czenia odpowiednio masy m, jako x,, masy m, jako x,, masy m, jako x,. Na ukfad
dzialajg sity cigzkoSci. Zaznaczamy rowniez sity bezwtadnosci dla ciat 0 masach m
i m,, natomiast dla krgzka wykonujgcego ruch obrotowy sita bezwladnosci sprowa-
dza si¢ do pary sit dajacych moment I,(,, a dla krazka wykonujacego ruch plaski
sita bezwladnos$ci sprowadza si¢ do sity m,X, oraz pary sit o momencie 1,9, .

1
@y‘ migsina

Rys. 3.2a

Zapiszemy réwnania wiezow wzdtuz linek, porownujac przemieszczenia poczat-
ku i konca linki:

X, =h0o,
ne, =2rp, =10, = 0,=0,
T
Xy = EZ(P3
X, =X,

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne:

le = rz&Pz = 1’28([)3

3, =00,
T
ox, = 52 3o,
ax, =dx,
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Z kolei rozniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rOwnania wiezdw, otrzyma-
my zaleznos$ci pomigdzy przyspieszeniami:

X =00, =10,

9, =0,
. r, ..
X3 :52(P3
X, =X

4

Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:
(m,gsino.—m,%, )dx, +(M—1,$,) 8¢, +(—m,g —m,%, ) dx,
+(~L,9,) 8¢, +(-m,g —m,i,)dx, =0

Momenty bezwtadnos$ci krazkéw sa réwne:

1

I =—m,r’
2 =5
1 1
I Em3r32=§m3r22

Podstawiajac wyliczone wartosci momentéw bezwladnosci oraz zalezno$ci
z rbwnan wigzow, uzaleznimy wszystkie wariacje od 6¢, oraz wszystkie przyspie-
szenia od @,.

. .. 1 ..
(mlg sino—m,1, ¢, )r28cp3 + (M —Emzr;q,}j&%

2 2

.. |\ 1 ..
+(—m3g —m, _2(p3J_26(p3 +(—§m3r22(p3 )6({)3
.. .
+(—m4g—m4 52@3J526(P3 =0
Wyciagajac przed nawias 6¢,, otrzymujemy:
, ). | r, .
m, gr, SIn 0L =11, @, +M—Em2rz o, —m3g5—m3 Z(p3

1 . r .
—§m3r22(p3 —m4g52—m4 %(pz ]S(Ps =0
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Wiemy, ze 3¢, # 0, zatem:

. . 1 . r .
m,gr, smoc—mlrzz(p3 +M—§m2r22(p3 —m3g32—m3 i(p3
1 . r .
—§m3r22(p3 —m4g52—m4 %(ps =0

Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:

2
%(Sml +4m, +3m, +2m, )¢, :M+%(2m1 sino.—m, —m, )

Zatem przyspieszenie ¢, jest rowne:

M+%(2m1 sinot—my, —m4)
03 =—
%(&n] +4m, +3m, +2m,)

Znajac warto$¢ przyspieszenia (), oraz wiedzac, ze ¢, = ¢, , wyliczamy pozosta-
te przyspieszenia:

8M +4gr, (2m1 sinot—m, —m4)

X =n0,=

1= r, (8m, +4m, +3m, +2m,)
N _h. _4M+2gr2(2mlsinoc—m3—m4)
VA r2(8m1+4m2+3m3+2m4)

Zadanie 3.3.

Uktad cial materialny przedstawiony na rys. 3.3 zlozony jest z dwoch
wspotsrodkowych krazkow o srodku O, momencie bezwtadnosci / 1 promieniu we-
wnetrznym 7 1 zewnetrznym R, do ktorego przylozono moment M. Krazek ten jest
pofaczony za pomocg niewazkich nierozciggliwych nici z masg m, znajdujacy sig
na gladkiej réwni pochylej o kacie nachylenia o oraz z zawieszonymi bloczkami
o masach m, i m,. Ciafa znajdujg si¢ w polu grawitacyjnym. Korzystajgc z ogolnego
rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia mas m , m,, m, oraz przyspieszenie
katowe krazka.
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Rys. 3.3. Mechanizm do zadania 3.3

Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 3.3 ma jeden stopien swobody. Krazek o srodku

O wykonuje ruch obrotowy, a masy m,, m, i m, poruszajg si¢ ruchem postgpowym.
Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu kat obrotu oraz przemieszczenia od-

powiednio masy m, jako x,, masy m, jako x,, masy m, jako x,. Na uklad dziala sita ze-

wnetrzna — sity cigzkoSci. Zaznaczamy rowniez sity bezwladnosci dla ciat o masach m,,

m, i m,. Dla krazka sita bezwladnosci sprowadza si¢ do pary sit dajacych moment 1.

I rR

V7

. my 3(.1
M;Xs
m,g cosaN .
- g . m,gsind
3|
X2 mg a
m,g
X3

Rys. 3.3a.

Zapiszemy rownania wiezéw wzdtuz linek, poréwnujac przemieszczenia poczat-
ku 1 konca linki:

X, = QR =x,

X, =oQr
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Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne:
dx, = RO¢ = ox,
dx, = rd¢

Z kolei r6zniczkujgc dwukrotnie stronami po czasie rOwnania wi¢zow, otrzyma-
my zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami:

X, =Rp=1%,
X,=r¢
Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:
(-m,gsino.—m,%, )dx, +(M—1§)3¢+(m,g —m,%, ) x,
+(m,g —m,%,)8x, =0

Podstawiajgc wyliczone zalezno$ci z rownan wigzow, uzaleznimy wszystkie wa-
riacje od 8¢ oraz wszystkie przyspieszenia od ¢ .

(—m,g sino.—m,RY) RO@+ (M —19) 8¢+ (m,g —m,r$) rd¢

+(m,g —m,RP)R&Q =0
Wyciagajac przed nawias, otrzymujemy:

(—m]gRsinoc—m]Rzép+M—I('p+ m2gr—m2r2('p+ m3gR—m3R2(f))8(p =0
Wiedzac, ze 6¢ # 0, zatem:
—m, gRsino.—m R*¢+ M — I+ m,gr —m,r’¢+m,gR—m,R*$=0

Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:

(mle +1+myr’ +m3R2)(p: M —m, gRsino.+m, gr+m,gR

Zatem przyspieszenie katowe krazka ¢ jest rowne:

.. M—mgRsino.+m,gr+m,gR
mle +I1+ m2r2 + m3R2
Znajac § oraz wiedzac, ze X, =R@=X, i X, =r@, wyznaczamy pozostate war-
tosci przyspieszen:

R(M —m, gRsino+m, gr + m, gR
% =% = Ri= (M—mg .87 +m;gR)

mR* +1+m,r* +mR’

r(M—mlgRsin(x+m2gr+m3gR)

X, =r@p=
? mR* +1+m,r* +mR*
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Zadanie 3.4.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.4 ztozony jest ze wspotsrodkowego krazka
o srodku A, momencie bezwladnosci /, promieniu wewng¢trznym 7 i zewngetrznym R,
do ktorego przytozono moment M. Krazek ten jest potagczony z masg m, znajdujgca
si¢ na rowni pochytej o kacie nachylenia a i drugim krazkiem o $rodku B, masie m,,
promieniu R oraz z masg m,. Do kragzka o $rodku B dofaczona jest masa m,. Ciata
znajduja si¢ w polu grawitacyjnym i sg potaczone ze sobg za pomocg nierozcia-
gliwych, niewazkich nici. Korzystajac z ogdlnego réwnania dynamiki, wyznaczy¢
przyspieszenia mas m,, m,, m,, m, oraz przyspieszenia katowe kragzkow.

I rR

Rys. 3.4. Mechanizm do zadania 3.4

Rozwiqzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 3.4 ma jeden stopien swobody. Krazek o srodku
A wykonuje ruch obrotowy, kragzek o Srodku B ruch ptaski, a masy m , m, i m,, po-
ruszaja si¢ ruchem postepowym.




3.2. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu dla krazka A kat obrotu ¢ zgodny
z przytozonym momentem, dla krgzka B kat obrotu ¢, i przemieszczenie Srodka
masy x, oraz przemieszczenia odpowiednio masy m, jako x , masy m, jako x,, masy
m, jako x,. Na ukfad dziatajg sity zewngtrzne — sity cigzkosci. Zaznaczamy rowniez
sity bezwladnosci dla cial o masach m, m, i m,. Dla krazka A sita bezwtadnosci spro-
wadza si¢ do pary sit dajacych moment I . Dla krazka B mamy site bezwtadnosci
oraz parg sit dajacych moment 1,0, .

Zapiszemy roéwnania wiezéw wzdtuz linek, poréwnujac przemieszczenia poczat-
ku i konca linki (korzystajac z chwilowych §rodkéw obrotu w punktach A i C):
X, = QR

1

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.

ox, = Rd¢
dx, = roQ
Ro¢ = 2Rd¢,

dox, = dx, = Roo,

Przyjmiemy wspoirzedng uogolniong jako @, i wszystkie przemieszczenia uza-
leznimy od tej wspotrzednej:

ox, = 2Rd0,
ox, = 2rd¢,
d¢ =200,

dx, = 6x, = R3¢,

Z kolei rozniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rOwnania wigzow, otrzyma-
my zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami:
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X, =RO=2R¢,
X, =r@=2r@,
#=20,

X

=%, =0¢,R

Korzystajac z ogdlnego roéwnania dynamiki, otrzymujemy:
(-m,gsino—m5, ) X, +(M—I(['))5(p+(—m2g—mzjc'2 ) X,
+(myg —myx, ) dx, +(m,g —m,%, ) x, +(—1,9,)0¢, =0

Moment bezwtadnosci kragzka B jest rowny:

Podstawiamy wyliczone zalezno$ci z rownan wiezé6w uzaleznione od zmienne;j
uogolnionej @,

(—m,gsino.—m, 2RP, ) 2RS@, +(M — 21§, ) 25¢,
+(—m2g -m,2r, )2r8(|)4 + (m3g—m3({)4R)R6(p4

+(m,g —m,§,R) R3¢, +(—%m4R2if)4 )8(;)4 =0
Wyciagajac przed nawias d¢, otrzymujemy:
(—2m1gR sinot—4mR*§, +2M — 41§, —2m, gr —4m,r’§, + m,gR
—m3R2([')4 +m,gR —m4R2(;'>4 —%m4R2¢4 )5([)4 =0
Wiedzac, ze 8¢, # 0, zatem:
—2m, gRsin o —4m R*§, +2M — 41§, —2m, gr —4m,r’§, + m,gR
—m3R2(f>4 +m,gR— m4R2(p4 —%m4R2([')4 =0
Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:
[4mlR2 +41+4m,r* +m,R’ +%m4R2jq’)4 =
=2M —2m,gRsino.—2m, gr + mygR+m, gR
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Zatem przyspieszenie katowe krazka @, jest rowne:

. 2M—2m,gRsino.—2m,gr +m,gR+m,gR

@,

4mR* +41+4m,r’ + mR* + 3 m,R?
2
Znajac ¢, , wyznaczamy pozostate warto$ci przyspieszen:

2R(2M—2m1gRsinoc—2m2gr+m3gR+m4gR)

x‘l = 2R(p4 = 3
4m R* +41+4m,r* + m,R* + —m,R’
2
. .. 2r(2M—2mlgRSin0c—2m2gr+m3gR+m4gR)
xZ =27'(p4 = 3
4mR* +41+4m,r* + m,R* + ~m,R’
2
y 2(2M—2mlgRsinoc—2m2gr+m3gR+m4gR)
¢=20,=
4m R +41+4mr* + m,R’ +%m4R2
L R(2M—ZmIgRsin(x—Zngr+m3gR+m4gR)
x3 = x4 =
4mR* +41+4m,r’* + m,R* +%m4R2
Zadanie 3.5.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.5 ztozony jest ze wspotsrodkowego
krazka o Srodku A, masie m,, momencie bezwtadnosci /,, promieniu wewngtrznym
r 1 zewnetrznym R. Krazek ten jest polaczony z masg znajdujacg si¢ na rowni po-
chytej o kgcie nachylenia i drugim krazkiem o srodku O, masie m , promieniu R. Do
krazka o §rodku O przylozono moment M. Ciata znajduja si¢ w polu grawitacyjnym
1 sg polaczone ze soba za pomoca nierozciggliwych, niewazkich nici. Korzystajac
z 0go6lnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia mas m,, m,, m, Oraz przy-
spieszenia katowe krazkow.

Rys. 3.5. Mechanizm do zadania 3.5
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Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.5 ma jeden stopien swobody. Krazek o srodku
O wykonuje ruch obrotowy, krazek o srodku A ruch ptaski, a masa porusza si¢ ru-
chem postgpowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego ukfadu dla kragzka O kat obrotu ¢, zgodny
z przytozonym momentem, dla kragzka A kat obrotu ¢, i przemieszczenie Srodka
masy x, oraz przemieszczenie masy m, jako x,. Zaznaczamy rowniez sity bezwlad-
nosci dla ciat o masach m, i m,. Dla krazka O sita bezwladnosci sprowadza si¢ do
pary sit dajacych moment I,@, . Dla krazka A mamy sit¢ bezwtadnosci m,X, oraz
parg sit dajacych moment I,, .

Korzystajac z chwilowych $rodkow obrotu w punkcie B, zapiszemy réwnania
wiezoéw wzdtuz linek, porownujac przemieszczenia poczatku i konca linki:

o,R=02R
%m—ﬂ=%
X, = (sz

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.
39, = 230,
(R—1)d¢, = dx,
dx, = Rd9,
Przyjmiemy wspotrzedng uogolniong jako @,.
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Roézniczkujaec dwukrotnie stronami po czasie rdwnania wigzow, otrzymamy za-
lezno$ci pomiedzy przyspieszeniami:

¢, =20,
0, (R—r) =X,
X, =0,R

Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:
(M—-1$,)8¢, +(—19, )¢, +(—m,gsino.—m,%, ) dx,
+(—m,gsino.—m,x, ) dx, =0

Moment bezwtadnosci krazka O jest rowny:

I, =lm1R2
2

Podstawiamy wyliczone zaleznosci z rownan wigzow uzaleznione od zmienne;j
uogoélnionej ¢,
(M -mR*9, ) 280, +(-1,9,) 8, +(-m,g sino.—m,$,R) R3@,
+(—m3gsin(x— m,®, (R— r))(R -r)3¢, =0
Wyciagajac przed nawias 6¢,, otrzymujemy:
<2M —2mR*¢, — 1§, —m,gRsino.—m,H,R* —m, g (R - r)sinoc
-m,®, (R— r)2 ) 39, =0
Wiedzac, ze 6 # 0, zatem:
2M -2mR*§, — 1,§, —m,gRsinat—m,$,R* —m, g (R—r)sino,
-m,§, (R - r)2 =0
Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:
(2m1R2 +1,+m,R* +m, (R—r)2 )({)2 = 2M—(m2R+m3 (R—r))gsin(x
Zatem przyspieszenie katowe krazka @, jest rowne:
. 2M—(m2R+m3 (R—r))gsinoc

’ 2mR*+ 1, +m,R* +m, (R—r)2
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Znajac §,, wyznaczamy pozostate warto$ci przyspieszen:

. 4M—2(n12R+m3 (R—r))gsinoc

1

2m,R* + I, +m,R* +m, (R—r)’

2M—(m2R+m3 (R—r))gsinoc

5é3=(R—r) ; ; >
2mR° +1,+m,R" +m, (R—r)

. 2MR—(1712R+1713 (R—r))gRsinoc
X, =

2mlR2 +1,+ m2R2 +m, (R—r)2

Zadanie 3.6.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.6 zlozony jest z trzech wspotsrodkowych
krazkow o Srodkach odpowiednio A B i C, momentach bezwiadnosci 1, I, 1,, pro-
mieniach wewnetrznym r, r,, r, i zewngtrznych R, R,3, R,. Do krazka A przylozony
jest moment M. Krazek ten jest potaczony z masa. Srodek krazka C jest potaczo-
ny z masa, do ktorej przytozono site F. Ciala znajduja si¢ w polu grawitacyjnym
i sa potaczone ze soba za pomoca nierozciagliwych, niewazkich nici. Korzystajac
z 0goblnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia mas m,, m,, m, Oraz przy-
spieszenia katowe krazkow.

l, my, ry, Ry
b5, 13, Rs

Rys. 3.6. Mechanizm do zadania 3.6

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.6 ma jeden stopien swobody. Krazki o srodkach
A i B wykonujg ruch obrotowy, a krazek o $rodku C ruch ptaski. Masy m, i m, poru-
szaja si¢ ruchem postepowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu kat obrotu ¢, dla krazka A zgodny
z przytozonym momentem, dla krazka B kat obrotu ¢,, a dla krazka C kat obrotu
¢, 1 przemieszczenie srodka masy x,. Przemieszczenie masy m, oznaczymy jako x,,
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masy m, jako x,, a masy m, jako x,. Zaznaczymy rowniez sity bezwtadnosci dla ciat
omasach 1. Dlakrazkéw A i B sita bezwladno$ci sprowadza si¢ do pary sit dajacych
moment rowny odpowiednio 1,§,, I,§,. Dla krazka C mamy sit¢ bezwladnosci oraz
parg sit dajacych moment 1,0, .

3 P+ .
=% m
X4 Xs /T Xs5
D VL A R =
MyXy m
59
L, my, 13, R4

Rys. 3.6a

Zapiszemy roéwnania wiezéw wzdtuz linek, poréwnujac przemieszczenia poczat-
ku i konca linki (korzystajac z chwilowych srodkow obrotu):

X, = 0,7,
PR, =051,
PR, =¢,(r, * R,
X, =0 4R .
X, =X,
Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne.
dx, = @,0r,
R6¢, = r.00,
R3¢, =(r,+R,) 3¢,
dx, = R,09,
6x4 = st
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Przyjmiemy wspotrzgdng uogélniong jako ¢, i wszystkie przemieszczenia uza-
leznimy od tej wspotrzedne;:

6x — 2r3 (r4+R4)6(p
1 ~0Q,
R2R3
(r4+R)
3¢, = 3¢
2 R2R3 4
r,+R
30, =—( 4R 4)8([)4

3
dx, =0x, =R,00,
Z kolei rézniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rOwnania wi¢zow, otrzyma-
my zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami:
A (r4 +R, ) b
1 4
R2R3

r3(r4+R4)"

6, L

2773

X, =% =R0,
Korzystajac z ogolnego rownania dynamiki, otrzymujemy:
(-m,gsino—m,%, )dx, +(M - 1,9, )5(;)2 +(=L$, ) 8¢, +(-1,8,)do,
+(—m,%, )dx, +(F—mx;)dx; =0
Podstawiamy wyliczone zaleznosci z rownan wigzow uzaleznione od zmienne;j
uogdlnionej ¢,
N (r4 +R,) . \rzg (”4 +R, ) 8¢
R2R3 ) J R2R3 !
r(r+R)__ \r r+R)
RR, J R,R,

[—mlg sino—m,

0]

4

T, +R T, +R B
+[ I, @4} 6(94 (—1,6,)30,
+(- m4R4(p4)R46(p4 (F m,R,$, )R, 8¢, =0
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Wyciagajac przed nawias 6¢,, otrzymujemy:

rr,(r,+R r2r (r,+R,) r,(r, +R
_mlgSina23§z4R 4)_ | 23%421R2 4) (p4+M 3(};R 4)
273 273 273
2 2 2
r. (r +R ) (r +R )
_Iz o - ¢4_I3 . : ¢4_I4¢4_m4R5¢4
ROR; R;
+FR, —mst%)&m =0
Wiedzac, ze 8¢, # 0, zatem:
2
. r2r3(1’4+R4) r22r32(r4+R4) - r3(r4+R4)
—m, g sino RR -m, R 0, +MT
273 273 2773

2 2 2
r(rn,+R,) . N )
_12 R2R2 D, _I3 0, —I4(p4 _m4R§(P4
2%

+FR, -mR;$, =0

(r4+R4)

R;

Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:

R2R: R2R] R

3

2 2 .o
+1,+m,R, +m.R, |0,

it (r4 +R4)+M 1 (r4 +R4)
R2R3 R2R3

+FR

=—m,gsino 4

Zatem przyspieszenie katowe krazka 8¢, jest rowne:

R,R, (r,+R,)(—m,gr,r,sino.+ Mr, )+ FROR; R

273744
r,+R,) (myrfe? + L} + LR )+ RER? (I, +m,R: +m.R?)

?, = (
Znajac ¢, , wyznaczamy pozostate warto$ci przyspieszen:

_ (r4 +R, )2 (—m]grzr3 sinou+ Mr, ) +Fr,r,R,R,R, (r4 +R4)

(R, (mri + L + LR )+ R2RE (I, +m,R: +miR? )

7 (T4 +R, )2 (—mlgfzrg sinou+ Mr, )+FR2R3"3 (1’4 +R, )R4

©(n+R,) (mri + L + LR+ R2RE (I, +m R +m,R?)
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R, (1’4 +R, )2 (—mlgr2r3 sinou+ Mr, )+FR22R3R4 (r4 +R4)

(r,+R,) (mpr} + 1} + IR )+ R2R} (I, +m,R} +m.R?)

R,RR,(r,+R,)(—m,gr,r,sino.+Mr, )+ FRIR;R;

214314y 230y
(r, +R,) (mpr} + I} + IR )+ R2R? (I, +m,R} +m.R?)

Zadanie 3.7.

Dany jestuktad materialny przedstawiony narys. 3.7 ztozony z trzech wspotsrodkowych
krazkow i masy m, dofgczonej do krazka o Srodku A, do ktorego jest tez przytozony
moment M. Krazek o Srodku A ma moment bezwtadnosci, promien wewnetrzny 7,
izewngtrzny R,. Krazek o srodku B ma moment bezwladnosci 7, promieh wewnetrzny
r,izewngtrzny R,. Krazek o srodku C znajduje sig¢ na rowni pochytej o kgcie nachyle-
nia a, posiada masg m,, moment bezwtadnosci /,, promien wewngtrzny 7, i zewnetrzny
R,. Ciala znajdujg si¢ w polu grawitacyjnym i sq pofagczone ze sobg za pomocg nieroz-
ciggliwych, niewazkich nici. Korzystajac z ogolnego roéwnania dynamiki, wyznaczy¢
przyspieszenia mas m, i m, oraz przyspieszenia katowe krazkow.

Rys. 3.7. Mechanizm do zadania 3.7

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 3.7 ma jeden stopien swobody. Krazki o srodkach
A 1 B wykonuja ruch obrotowy, krazek o srodku C ruch plaski, a masa porusza si¢
ruchem postgpowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego ukladu dla krazka A kat obrotu ¢, zgodny
z przylozonym momentem, dla krazka B kat obrotu ¢, dla krazka C kat obrotu
1 przemieszczenie srodka masy x, oraz przemieszczenie masy m, jako x,. Zaznacza-
my réwniez sity bezwtadnosci dla ciata o masie m . Dla krgzka A 1 B sifa bezwlad-
nosci sprowadza si¢ do pary sit dajacych odpowiednio moment I,§, oraz I,§,. Dla
krazka C mamy sil¢ bezwladnosci m X, oraz parg sit dajacych moment 1,9, .
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Rys. 3.7a

Korzystajac z chwilowego srodka obrotu w punkcie D, zapiszemy rownania wig-
zow wzdtuz linek, poroéwnujac przemieszczenia poczatku i konca linki:

X, =Q,r,
¢,R, = ¢.R,
o, =9,R,-1)
oR, =x,

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy wspotrzedng
uogolniong @, i uzaleznimy od niej pozostate przemieszczenia:

R, (R, -
b5, =rdg, = ox =2 BT s,

213
R,(R, -
R3¢, =R3¢p, = 80, :¥&p4
2°3
(R,—1,)

1,00, =(R4—r4)8(p4 = 00, :r—S(P4
3

dx, =R,00,

Rézniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rownania wigzow, otrzymamy za-
lezno$ci pomigdzy przyspieszeniami:
R, (R4 —1, ) .

X =0, = x=
Ryr,

4
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.. .. . R(R,—1) .

O,R, =0;R;, = ¢,= 3(R4r 4) 4
r1f]
(R4—r4)"

¢, =0, (R4 _r4) = ¢, :r—(p4

3
X, =0Q,R,
Korzystajac ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:

(_mlg_mljél )le +<M_Iz¢2 )8(92 +(_I3<p3 )8(P3 +(_I4(P4)8(p4
+(m,gsino.—m,%, )dx, =0

Podstawiamy wyliczone zalezno$ci z rownan wigzéw uzaleznione od zmienne;j
uogolnionej @,:

—mg—m 1R, (R4 _r4) .. \72R3 (R4 _r4)5(p
1 1 R, 4J R, 4

S:
N
~

Rz h

+[—I3 (R4 _r4) . \<R4 _r4)

(P4 J r 8(p4 + (_I4¢4 )8([)4
3 3

1.

+(m,gsino.—m,$,R, )R, 8¢, =0

Wyciagajac przed nawias 8¢, otrzymujemy:

2
nR,(R,—1,) R (R,—1,) .. MR3(R4—r4)
—mg —m 22 G+ M———
R2r3 R2r3 R2r3
2 2
I R;(R4_r4) .. I (R4—7’4) .. 16
_27 4 3T(p4_4(p4
+m,gR, sino.—m,$,R; )5(p4 =0
Wiedzac, ze 8¢, # 0, zatem:
nR (R,-1,)  rR(R,-n) . R(R,-r,)
_m1g23R4 4 _mlz 312242 4 4+M 3R4 4
2r3 Zr3 2r3
R:(R,-1,) R,-1,)
_Iz %@4 _Ia (4—24)(@4 _I4¢4 +m4gR4 Sina_m4¢4R§ =0
2r3 r3
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Grupujac i redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy:

m 722R32(R4_r4)2+1 R;(R4—r4)2+1 (R4—1’4)2

1 R§1’32 ’ R§r32 ’ 7'32
R, (R, -1, R, (R, —1
=M—3( u 4)—ml A . 3( u 4)+m4gR4sin0c
Ryr, Ryr,

Zatem przyspieszenie katowe krazka @, jest rowne:

R, (R4 -1 )(MR2r3 _mlngrfz)"' m4gR22r32R4 Toa
(Ry=1,) (mr} R2+1, R} + LR: )+ R2r} (I, +m,R])

6, =

Znajac ¢, , wyznaczamy pozostate warto$ci przyspieszen:

. nR (R4 -1 )2 (MR2r3 -m,gR,rr, )+m4gR§r32R4r2R3 (R4 -1, )sinoc
X, =
‘ Ry, (R,—1,) (mr2 R+ 1, R2+ LRZ )+ R} (I, +m,R?)

213 -

4

R; (R4 -1, )2 (MR2r3 -m,gR,r,1, ) +m,gRor]R,R, (R4 -1, )sinoc

(‘4‘) —
" Ry (R-r) (m? RR4L R+ LR )+ R (I, +m,R? )
b, = R, (R4 -1, )2 (MR2r3 —mlgR2r3r2)+m4gR22r32R4 (R4 —r4)sinoc
Y n(R-n) (MR R+ LR A LR+ R (I, +m,R?)
. R, (R4 -1, )(MR2r3 -m,gR,rr, )+m4gR22r32R4 sinol
X =R, 2 2 p2 2 2 2.2 2
(R, —r,) (myr; R} +1, R} + LR, )+ Rjry (I, +m,R; )
Zadanie 3.8.

Przez blok o $rodku O, mogacy wykonywa¢ ruch obrotowy wokol poziomej osi
przechodzacej przez punkt O przerzucona jest niewazka ni¢, na koncach ktorej za-
mocowane sg bloki o §rodkach w punktach A i B, jak pokazano na rys. 3.8. Masa
bloku O wynosi m, i posiada promiefi . Masa bloku A wynosi m, i promien r,.
Blok o $rodku B ma promien r, i masg m,. Ciata znajdujg si¢ w polu grawitacyjnym.
Korzystajgc z ogolnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia mas m, i m,
oraz przyspieszenia katowe wszystkich blokow.
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o

Rys. 3.8. Mechanizm do zadania 3.8

Rozwigzanie:
Uktad przedstawiony na rys. 3.8 ma trzy stopnie swobody. Krazki o srodkach A i B
wykonuja ruch ptaski, a kragzek o srodku O porusza si¢ ruchem obrotowym.
Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu dla bloku A kat obrotu @, oraz prze-
mieszczenie srodka x,, dla bloku B kat obrotu ¢, oraz przemieszczenie srodka x,, dla
krazka O kat obrotu ¢,. Zaznaczamy rowniez sity bezwtadnosci dla ciata o masie m,.
Dla bloku A i B mamy odpowiednio sity bezwtadnosci m,X, oraz m,X; oraz parg sit
dajacych moment odpowiednio 1,¢, oraz L,(,.

m3! r3

@, q

13& msg
X2

Rys. 3.8a

Porownujac przemieszczenia poczatku i konca linek, otrzymujemy dwa réwna-
nia wiezow:

O =%X,—-0,, = X,=071+Q,r
Of =—X%+01; = X, =01 -0

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy wspotrzedne
uogolnione @ , ¢,, ¢, i uzaleznimy od nich pozostate przemieszczenia:
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sz = rlaq)l +7‘25(p2
dx; = 1,80, —1,00,

Roézniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rownania wigzow, otrzymamy za-
lezno$ci pomigdzy przyspieszeniami:

X, =0 +9,n
57 0n O
Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:

(-1,9,) 89, +(—1,9, )¢, +(m,g —m,%, ) dx, + (-1, ) 5¢,
+(m,g —m,x,; )dx, =0

Momenty bezwtadno$ci wynosza:

I] — mlrl
2

2

I2 — m2r2
2

m3r32

[ =—%
2

Podstawiamy wyliczone zalezno$ci z rdwnan wiezow uzaleznione od zmiennych
uogolnionych:

2

_mi 9,50, - mzzrz 8,80, +(m, g —m, (7, +,1,)) (759, +1,50,)

2

3 ([')35(p3 +(m3g—m3 (_(plrl +(p3r3))(r38(p3 _7'16([)1 ) =

m,r.

Grupujac, otrzymujemy:

m, . .. ..
(_(_+m +m, ] ¢, —m,n1, ¢, + myrr,@; +(m2 —my )g’] )6@1
( m2r1r2 5 zzipz +m,gr, )&pz

(m nr®, — (p +m,gr, )5([)3—0
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Wiedzac, ze 8¢, # 0, 69, # 0, 6¢, # 0, zatem otrzymujemy ukfad rownan:

m, 2 - o (. — o
B m, +my | @ —m,nrn,Q, +mnt 0, (mz mz)g’}_
. 3m, ,..
—m,nnQ, — ) r,®,+m,gr,=0

. 3my _
mntQ, — > 1 ¢y +mgr; =0

Z drugiego i trzeciego rownania wyliczamy ¢, i ¢, w zaleznosci od ¢, i wsta-
wiamy do pierwszego:

. _2g-210,
¢ 3r,
.28 +2r0,
} 3r,
20 -2r 20 +2r@
- ﬁ+rr12+rr13 o, —myr, g r](pl+m3r3 g r'(p1+(m2—m3)g=0
2 3r, 3r.

3
Zatem przyspieszenia katowe blokow sa rowne:

b = 2(m,—my)g
! r (3m1 +2m, + 2m3)
. 6m, g +8m,g
® 3r, (3m, +2m, +2m,)
. 6m, g +8m
i, 8 &

~ 3r,(3m, +2m, +2m,)
Znajac przyspieszenia katowe, mozemy wyznaczy¢ przyspieszenia liniowe:

. 6bmg+2m,g+6m,g
P 3(3m, +2m, +2m,)

. bmg+2m,g+6m,g
X, =
3(3m, +2m, +2m;)

Zadanie 3.9.

Przez blok o masie m i promieniu » mogacy wykonywac ruch obrotowy przerzucona
jest niewazka ni¢, na koncu ktorej zamocowane sg dwie masy m, i m,, polaczone
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sprezyna o wspotczynniku sztywnosci £, jak pokazano na rys. 3.9. Ciata znajduja si¢
w polu grawitacyjnym i wprawiane sg w ruch za pomoca momentu M przytozone-
go do bloku. Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ uklad rownan
opisujacy zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami tych cial.

M

Rys. 3.9. Mechanizm do zadnia 3.9

Rozwigzanie:
Uklad przedstawiony na rys. 3.9 ma dwa stopnie swobody. Blok wykonuje ruch ob-
rotowy, a masy m, i m, poruszajg si¢ ruchem postgpowym.

Zaznaczymy na schemacie naszego uktadu dla bloku kat obrotu ¢ oraz prze-
mieszczenie masy m, jako x , przemieszczenie masy m, jako x,. Zaznaczamy row-
niez sity bezwladnosci dla ciata o masie m | i m,. Dla bloku mamy parg sit dajgcych
moment odpowiednio I .

Rys. 3.9a

Porownujac przemieszczenia poczatku i konca linki, otrzymujemy jedno réwna-
nie wiezow:



IIl. OGOLNE ROWNANIE DYNAMIKI ANALITYCZNEJ

Policzymy wariacje, czyli przemieszczenia wirtualne. Przyjmiemy wspotrzedne
uogolnione x , x, 1 uzaleznimy od nich kat ¢:
)

r

Roézniczkujac dwukrotnie stronami po czasie rownanie wigzow, otrzymamy za-
leznosci pomiedzy przyspieszeniami:

o=
’
Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, otrzymujemy:

(M —1§) 8@+ (S—mgsino.—m,, ) &x, +(~S—m,gsino.—m,%, )dx, =0

Moment bezwtadnos$ci wynosi:

[omr
2
Sita od sprezyny jest rowna:
S=k(x,—x,)

Podstawiamy powyzsze wzory oraz wyliczone zaleznosci z rownania wigzow
uzaleznione od zmiennej uogdlnione;j:

2 ..

[M_mr ﬁJ%.,.(k(xz—xl)—mlgsinoc—mlk'l)sxl

2 r|r
+(—k(x2 —x,)—m,gsino—m,X, )6x2 =0
Grupujac, otrzymujemy:

(k(x2 —x,)-mgsino.—m,3X, )le

+(M— m;z —k(x, —x,)—m,gsino.—m,X, )sz =0
r

Wiedzac, ze dx, # 0, 6x, # 0, otrzymujemy uktad réwnan:

k(x,—x)—mgsina—mx, =0

M mX,

r

—k(x,—x,)—m,gsino.—m,%, =0
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3.3.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 3.10.

Na gladkiej rowni pochytej o kacie nachylenia znajduje sig ciato o masie m,, ktore
pofaczone jest za pomocg niewazkiej 1 nierozciggliwej nici z ciatem o masie m,, m,
>m,, jak narys. 3.10. Ciata znajdujg si¢ w polu grawitacyjnym. Korzystajac z 0gol-
nego réwnania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia tych mas.

m,

Rys. 3.10. Mechanizm do zadnia 3.10

Zadanie 3.11.

Uktad materialny przedstawiony narys. 3.11 ztozony jest z dwoch wspotsrodkowych
krgzkow o srodku A, momencie bezwiadnosci /, oraz promieniach r, R, do ktorego
jest przytozony moment M. Krazek ten potaczony jest z drugim krazkiem o srodku B,
masie m, i promieniu r,, do ktorego jest zamocowane ciato o masie m,. Cialo o masie
m, znajduje si¢ na gladkiej rowni pochylej o kacie nachylenia o i jest potgczone ze
wspotsrodkowym krazkiem o $rodku A. Ciala znajduja si¢ w polu grawitacyjnym
i sg potaczone ze sobg za pomocg nierozciagliwych, niewazkich nici. Korzystajac
z ogolnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia katowe krazkow oraz
przyspieszenia mas m , m, oraz m,,.

Rys. 3.11. Mechanizm do zadania 3.11
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Zadanie 3.12.

Wspotsrodkowy walec o momencie bezwladnosci /;, masie m, oraz promieniach
zewngtrznym R, i wewnetrznym r,, toczy si¢ bez poslizgu, pod wptywem przyto-
zonego momentu M, po gladkiej rowni pochytej o kgcie nachylenia a. Potgczony
jest z blokiem o momencie bezwtadnos$ci /,, promieniu r,, do ktérego przylozono
moment M, jak pokazano na rys. 3.12. Na rowni pochytej o kacie nachylenia 3 znaj-
duje sig ciato o masie m , potgczone nicig z blokiem o Srodku A. Ciata znajdujg sig
w polu grawitacyjnym i sa potaczone ze soba za pomoca nierozciagliwych, niewaz-
kich nici. Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia
katowe krazkow oraz przyspieszenia mas m, im..

Rys. 3.12. Mechanizm do zadania 3.12

Zadanie 3.13.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.13 sktada si¢ z dwoch wspotsrodkowych
walcow o srodku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwtadnosci 7, 1,
oraz promieniach wewnetrznych r,, r, i zewngtrznych R, R, pofaczonych za po-
mocg nierozciggliwych, niewazkich nici. Do bloku o srodku A dotgczono masg m,,
znajdujacy si¢ na gladkiej rowni pochylej o kacie nachylenia o. Blok B wprawiany
jest w ruch za pomocg przytozonego momentu M oraz zawieszonej masy m,. Ciata
znajduja si¢ w polu grawitacyjnym. Korzystajac z ogoélnego réwnania dynamiki,
wyznaczy¢ przyspieszenia katowe krazkow oraz przyspieszenia mas m, im,.

Rys. 3.13. Mechanizm do zadania 3.13
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Zadanie 3.14.

Uktad materialny przedstawiony na rysunku 3.14 sktada si¢ z dwoch wspotsrodko-
wych walcow o Srodku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwtadnosci 7,
I, oraz promieniach wewnetrznych r,, r, i zewngtrznych R, R.. Do bloku o srodku
A dofgczono mas¢ m, znajdujac si¢ na gladkiej rowni pochytej o kgcie nachylenia
a. Blok A wprawiany jest w ruch za pomoca przytozonego momentu M. Przez blok
o srodku B przerzucono linkg i zawieszono na niej ciato o masie m,. Ciala znajdu-
ja sie w polu grawitacyjnym i sg polaczone ze soba za pomoca nierozciagliwych,
niewazkich nici. Tarcie zaniedbujemy. Korzystajac z ogdlnego rownania dynamiki,
wyznaczy¢ przyspieszenia katowe krazkOw oraz przyspieszenia mas m, i m,.

I3' I'3, R3

Rys. 3.14. Mechanizm do zadania 3.14

Zadanie 3.15.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.15 sktada si¢ z dwoch identycznych
wspotsrodkowych walcow o $rodku odpowiednio w punktach B i C, momentach
bezwladnosci / oraz promieniach wewngtrznych r 1 zewnetrznych R, potaczonych za
pomocg nierozciggliwych, niewazkich nici. Do bloku o $rodku B dotgczono walec
0 masie m, i promieniu R, znajdujgcy si¢ na gladkiej rowni pochylej o kacie na-
chylenia a. Blok C wprawiany jest w ruch za pomocg zawieszonej masy m,. Ciala
znajduja si¢ w polu grawitacyjnym. Korzystajac z ogélnego réwnania dynamiki,
wyznaczy¢ przyspieszenia katowe walcow oraz przyspieszenia mas m, im,.

LR

Rys. 3.15. Mechanizm do zadania 3.15
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Zadanie 3.16.

Uktad materialny przedstawiony na rys. 3.16 sktada si¢ z dwoch wspotsrodkowych
walcow o srodku odpowiednio w punktach A i B, momentach bezwtadnosci 7, I,
promieniach wewnetrznych r,, r, i zewngtrznych R,, R, oraz walca o srodku C, ma-
sie m, i promieniu R,, do ktorego przytozono moment M. Przez blok o srodku A
przerzucono linkg i zawieszono na niej ciato o masie m,. Ciala znajduja si¢ w polu
grawitacyjnym i sg polaczone ze soba za pomoca nierozciggliwych, niewazkich
nici. Korzystajac z ogdlnego réwnania dynamiki, wyznaczy¢ przyspieszenia katowe
krazkow oraz przyspieszenie masy m,.

Rys. 3.16. Mechanizm do zadania 3.16

Zadanie 3.17.

Walec o cigzarze P,, toczacy si¢ po powierzchni, jak pokazano na rys. 3.17, pola-
czony jest za pomocg sprezyny o sztywnoSci k z cialem o cigzarze P,, do ktorego
przytozono poziomg sit¢ P. Korzystajac z ogolnego rownania dynamiki, wyznaczy¢
uktad rownan opisujacy zaleznos$ci pomigdzy przyspieszeniami tych cial.

R
k P
A 1
l WWW mim-
R VP
A\

Rys. 3.17. Mechanizm do zadania 3.17

Zadanie 3.18.

Przez dwa krazki zamocowane na podporze statej i jeden krazek ruchomy przechodzi
nierozciggliwa niewazka linka, na koncach ktorej zawieszono masy m, i m,. Masg
m, przylaczono do ruchomego krazka, jak na rys. 3.18. Pomijajgc masy krazkow,
znalez¢ przyspieszenia mas m,, m,, m..
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Rys. 3.18. Mechanizm do zadania 3.18
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IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

W 1788 roku, doktadnie 101 lat po Newtonie, Joseph Louis Lagrange opubliko-
wat wyniki swoich prac w ksiazce Mechanique Analytique. Podejécie Lagrange’a
jest rownowazne podejsciu Newtona, jednak jest bardziej elastyczne ze wzgledu na
wybor wspoétrzednych. Zamiast wspotrzednych kartezjanskich bedziemy rozwazaé
wspotrzedne uogodlnione, ktorych jest doktadnie tyle samo, co stopni swobody, a tym
samym tyle, co rownan Lagrange’a. W odrdéznieniu od réwnan Newtona rownania
Lagrange’a maja taka sama posta¢ w dowolnie przyjetym uktadzie wspotrzednych.
Sformutowanie Lagrange’a opiera¢ si¢ bedzie na funkcji Lagrange’a, ktéra jest roz-
nicg energii kinetycznej i potencjalnej rozwazanego uktadu, a zatem zalezy zaréwno
od potozenia, jak i predkosci. Zaleta podejscia Lagrange’a jest to, ze eliminujemy
z zadania sity reakcji wigzow, co stanowi duze uproszczenie w rozwigzaniu. Metoda
ta znacznie gorzej nadaje si¢ do opisu uktadoéw z tarciem [1,15,17].

4.1. ROWNANIA LAGRANGE'A | RODZAJU

Ogolne rownanie dynamiki Z;(Pi —mt.)dr, = 0 mowi, ze podczas ruchu uktadu
w dowolnej chwili suma prac sit aktywnych P, i sit bezwtadnosci m,#, na dowolnych

przemieszczeniach wirtualnych jest rowna zero. Zatem ogolne réwnanie dynamiki
jest spetnione zawsze dla dowolnego, zgodnego z wigzami ruchu, odpowiadajacego

danym sitom aktywnym P,i=1, 2, ..., n.
Przypusémy, ze dany jest pewien zgodny z wigzami ruch uktad, dla ktoérego spet-
nione jest ogdlne rownanie dynamiki. Przyjmujac P, 1= 1, 2, ..., n jako wypadkowg

sit reakcji dziatajacych na ten uktad, mozemy zapisac:

R =m¢—-P, i=12,...,n (4.1)

1 11 1

W dowolnej chwili mozna dobrac¢ takie reakcje P, ktore bytyby dopuszczalne dla
danych wiezéw i dla ktorych zachodza réwnania wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona:

mi,=P,+R,, i=12,.,n (4.2)
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Zaktadamy, ze reakcje P, sg realizowalne i wobec tego rozwazany ruch odpowia-
da danym sitom aktywnym Pz, ro vu).

Wyrazenia opisujgce reakcje P, znajduje sig, korzystajagc z metody nieoznaczo-
nych mnoznikéw Lagrange’a. Zaleznosci okreslajace wirtualne przemieszczenia
punktow uktadu mozna zapisa¢ nastepujaco:

Zafusr_o o=12,..d (4.3)
= or,
iIBiSri:O, B=12,....¢ (4.4)

i=1

Wystepujacy w rownaniu (4.4) wektor I, jest dang funkcja zalezng od czasu i r

Mnozac stronami rownanie (4.3) przez dowolny mnoznik skalarny —Aa, a (4.4)
przez —i, i dodajac otrzymane réwnosci do rownania Z; R)dr, =0, otrzymujemy:

Z(R ZM 5 i‘pﬁ b JSr = (4.5)

Nieoznaczone mnozniki A , H, mozna tak dobra¢, aby wszystkie wektorowe
wspolczynniki w powyzszym réwnaniu byly roéwne zero. Wowczas otrzymujemy
ogolne wyrazenie na reakcje wiezo6w idealnych za pomoca nieoznaczonych wspot-
czynnikéw Lagrange’a:

s, 0 i ,
R, = Z{k“ %+§uﬁlﬁi (4.6)

Podstawiajac wyrazenie (4.6) do wzoru (4.2) wynikajacego z 11 zasady dynamiki
Newtona m, = P, + R, , otrzymujemy rownania Lagrange’a pierwszego rodzaju:

mr—P+27» f +Z“ﬁ pir =12, 4.7

Do tych rownan nalezy jeszcze doiqczyc réwnania wigzow w postaci:

fu(r)=0, a=12,...d (4.8)
ilﬁtrl-%D =0, B=12,....¢ (4.9)

Wystepujacy w rownaniu (4.4) skalar D, jest dang funkcja zalezng od czasu i r.
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4.2. ROWNANIA LAGRANGE'A Il RODZAJU

Dla kazdego uktadu materialnego o wigzach idealnych przy wszelkich mozliwych
przemieszczeniach przygotowanych spelnione musi by¢ ogdlne réwnanie dynamiki:

n

> (P, —m,)dr, =0 (4.10)

i=1
Jesli mamy do czynienia z wigzami holonomicznymi, skleronomicznymi oraz re-
onomicznymi, polozenie uktadu materialnego mozemy opisa¢ za pomoca niezalez-

nych wspotrzednych uogolnionych ¢, ¢, ..., g, a przesunigcie przygotowane or,
punktu 4, mozemy wyrazi¢ za pomocg Wzoru:
S, dr,
or, =) —08q. (4.11)
; dq;

Ogolnie mozna przyjac, ze:
f =100 q00t)

Rozpatrywany uktad materialny jest w ruchu, zatem wspotrzedne uogdlnione sg
funkcjami czasu:

quqj(t) j=12,...,s

Wspotrzgdne uogodlnione sg z zatozenia niezalezne, zatem ich wariacje d¢q,, 8¢q,,
..., 0g mozna przyjg¢ dowolnie.

Zatozmy, ze wszystkie wariacje oprocz jednej 8¢, beda rowne zero, wowczas:

or,
or, = iSq.

oq;

Sktadowe prostokatne tak przyjetego przesunigcia przygotowanego sg nastg-
pujace:
oz,

ox, dy,
dx, =—18g. &y, =-2-8q. &z =—=t8q. 4.12
X, 9, q; Oy % q; 0z % q; (4.12)

J J

Wspotrzedne (x, y, z) okreslajg wspotrzedne punktu 4.
Podstawiajac wspotrzedne uogolnione do ogodlnego réwnania dynamiki, otrzy-
mujemy:

[i(l’i—miij)g—;jlﬁqj =0 (4.13)

i=1 j

Réwnanie (4.13) jest spelnione dla dowolnego qu réznego od zera, zatem:
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.\ or
(B-mj)="-=0 (4.14)
=1 a%
Czyli:
B Si O (4.15)
i1 aqj =1 aq]'

Roéwnan postaci (4.15) mozemy zapisac tyle, ile mamy wspotrzednych uogolnio-
nych, czyli tyle, ile uktad ma stopni swobody. Lewa strona powyzszego rdwnania
jest rowna sile uogodlnione;j Qj odpowiadajacej wspotrzednej q,awe wspotrzednych
prostokatnych ma postac:

a, ox, 9y, oz,
P, P,—+P,—~+P, — [=Q, (4.16)
p Bq] 2{[ dq, "dq, " dq J !

Porownujac wzory (4.15) 1 (4.16), otrzymujemy:

Zm, , a Q (4.17)

Aby przeksztalci¢ lewa strong rownania, wyprowadzirny najpierw dwie tozsamosci.

PIERWSZA TOZSAMOSC

Wiemy, ze promien — wektor r, jest funkcjg wspotrzednych uogolnionych i czasu. Te
wspotrzedne sg rowniez pewnymi funkcjami czasu, zatem stosujac regute réznicz-
kowania dla funkcji ztozonej, otrzymujemy:

f,=v,= _i‘i1+_iQ2+ _qs (4.18)

gdzie:
. — oznacza predko$¢ punktu 4,
9o, redko$ci uogodlnione.
Po obustronnym zrozniczkowaniu czastkowym rownania (4.18) po predkosci
uogolnionej ¢; otrzymujemy nastepujacg tozsamo$¢:

a—.r" _on (4.19)
qu qu
DRUGA TOZSAMOSC

. S . . oor,
Aby wyprowadzi¢ druga tozsamos$¢, zrézniczkujemy po czasie wyrazenie —-. Wie-

dzac, ze wyrazenie to zalezy bezposrednio od czasu oraz za posrednictwem’ wspot-
rzgdnych uogolnionych ¢,, q,, ..., g, zapiszemy:
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2 2 2 2
Al on |9 9 9T O (4.20)
dt| dq; | 9q,9q;  9q,9q, dq,0q; ~ 0dtdq,
Rézniczkujac czastkowo wzgledem wspodtrzednej uogolnione;j q; réwnanie (4.20),
otrzymujemy:
of; dr . dr . or, o’r,

— i q + i q 44 ! qs+ : (421)
99, 9q0q ' 9q0q, = 04,0, = dq,0t

Prawe strony rownan (4.20) i (4.21) sg rowne, zatem poréwnujac, otrzymujemy
druga tozsamos¢:

dfon | o (422)
dt| dq; | 9q,
Wiedzac, ze lewg strong rownania (4.17) mozna zapisa¢ w postaci:
1 1 ar _i 1.1 ar _mz .1 ’ ar (423)
dq; dt g, dt aq ;

Wykorzystujac dwie wyprowadzone tozsamosci (4.19) i (4.22), mozemy prze-
ksztatci¢ wyrazenie (4.23) do postaci:

. .2 -2
i O Al O | [ O | A O fmA ] 9 fmf )
dq, dt 94, aq dt|dq,| 2 dg; | 2

Wiedzac, ze 7> =v., otrzymujemy:

. or, _iimiviz _J my’
”aqj dt|9g,| 2 || oq,| 2

czyli:
i o, &|d| o (myv} 9 (myv’
me —Z —| = == |- =L |} =
dq, S'|dt|dq,| 2 dq;| 2
_afofgmi] o (gm
dt aqj o 2 aqj P
Suma 2 wyst@pu] aca w powyzszym rownaniu jest rowna energii kinetycz-

nej T’ rozpatrywanego uktadu, zatem:
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o or, _d[or | ar
S o=t ST 1T
= 'dq; dt|9q; | oq,

LMy, &M .0
T:;T: > 7(x,, +37+2]) (4.25)
Roéwnanie (4.17) przyjmuje postac:
T T
i[i}_i:Qj, J=1,2,000s (4.26)
dt| 9q; | dq;

Liczba rownan tego typu jest rowna liczbie stopni swobody tego uktadu i jest
réwna liczbie wspotrzednych uogoélnionych. Réwnania tego typu nazywamy réw-
naniami Lagrange’a drugiego rodzaju lub réwnaniami Lagrange’a we wspol-
rzednych uogélnionych. Sa to rownania rézniczkowe ruchu uktadu materialnego
o wig¢zach idealnych, holonomicznych i nie zawierajg niewiadomych reakcji wigzow.

4.3. ROWNANIA LAGRANGE'A Il RODZAJU W POLU POTENCJALNYM

Rozpatrzmy przypadek, kiedy uktad materialny znajduje si¢ w zachowawczym polu
sit. Wowczas sktadowe sity P, przylozonej w punkcie 4 (x, v, z,) Wyrazajg si¢ w za-
leznosci od energii potencjalnej U nastepujaco:

__9U

ix axi
p = 9
Ty,
_9U

iz azi

Site uogdlniong mozna zapisac jako pochodna energii potencjalnej U po wspot-
rzednej uogdlnionej ze znakiem minus:

oU
Q=-—— 4.27)
aq;
Podstawiajac wzor (4.27) do wzoru na rbwnania Lagrange’a (4.26), otrzymujemy:
d (?T _aT:aU’ i=1,2,..,s (4.28)
dt| dq;, | 9q;, dq,
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Przenoszac wszystko na jedng strong, mamy:

o(T-U
4 a—T —M=O, j=12,...,s (4.29)
dt| dq, 09,
Wiedzac, ze energia potencjalna U nie zalezy od predkosci uogdlnionych

q4,>4,>"**»q, dostajemy wigc g—U =0:
j

o(T-U
a—.T=¥ (4.30)
94, 94,
Wstawiajac wyrazenie (4.30) do wzoru (4.29), otrzymujemy:
o(T-U o(T-U
4 ( X ) - ( )20, j=L2,..,s (4.31)
dt aqj aqj

Oznaczmy przez L wyrazenie rowne roznicy energii kinetycznej i potencjalne;j:
L=T-U (4.32)

Wyrazenie to nazwiemy potencjalem kinetycznym lub lagrangianem.
Ostatecznie rownania Lagrange’a Il rodzaju w polu potencjalnym mozna zapisa¢
nastgpujaco:

4 a_L _IL L, i=12,...s (4.33)
dt| dq; | 9q,

4.4. FUNKCJA DYSSYPACJI ENERGII

W przypadku gdy mamy do czynienia z drganiami ttumionymi, pojawia si¢ rozpra-
szanie energii uktadu, co dla wigzéw skleronomicznych mozna zapisac:

N

1 ..
D=7 ;bijqiqj, b,=b, (4.34)
i,j=
Funkcja ta nosi nazwe funkeji dyssypacji energii.
Gdy w uktadzie wystepuje rozpraszanie energii, wowczas rownania Lagrange’a
Il rodzaju przyjmuja postaé:

A) T ) OT_ U 9D i yp s (4.39)
dt| o4,
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4.5.ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zadanie 4.1.
Punkt materialny o masie porusza si¢ pod wptywem sity ciezkos$ci po plaszczyz-
nie o rownaniu Ax + By + Cz + D = 0. Warunki poczatkowe:x(0) = 0, y(0) = 0,

z(0)= _% . %(0)=v,,, 7(0)=v,,, #(0)=0.Znalez¢ réwnanie ruchu punktu.

Rozwiqzanie:
Roéwnania Lagrange’a [ rodzaju przyjmujg postac:

mX =AA
my =AB
mz =AC—mg

Rownanie wigzéw w naszym przypadku jest rownaniem ptaszczyzny, po ktorej
porusza si¢ punkt:

Ax+By+Cz+D=0
Po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rOwnania wiezow otrzymujemy:
AX+By+CzZ=0

Mnozac stronami rownania Lagrange’a odpowiednio przez A, B, C i dodajac stro-
nami, otrzymujemy:

m(Ai+By+Cz)=L(A’+B +C*)-mgC

Korzystajac z faktu, ze AX+By+CZ=0, lewa strona powyzszej rownosci jest
réwna zero, zatem wyznaczymy mnoznik A:

__ mgC

A*+B*+C’

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do rownan Lagrange’a, otrzymujemy:

P gAC

A*+B*+C’
. gBC

YT C

ng _—g(A2+BZ)

5= -
A’ +B*+C? J A’ +B*+C?
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IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

Catkujac dwukrotnie po dt, otrzymujemy:
gAC

x:mtz—i—clt-l—CZ
BC
y=mtz +C3t+C4
_ 2, p2
z=2(Ag2(A—B:LBC)2)t2+C5t+C6
+ +

Korzystajac z warunkow poczatkowych, mozemy wyliczy¢ stale catkowania:

x(0)=0 = C,=0
y(0)=0= C,=0

D D
Z(O)Z—E = C6 :_E

X

x(O) =v,, = C, =v,

y(0)= vy, = C=v,,
2(0)=0 = C,=0

Zatem rownanie ruchu punktu materialnego opisane jest rownaniami:

gAC

_ 2
x_z(A2+B2+c2)t o

3 gBC )
y_2(A2+BZ+C2)t ot
Mtz_g
_2(A2+BZ+C2) C

Zadanie 4.2.

Jednorodny krazek, przedstawiony na rys. 4.1 o promieniu i masie z umieszczong
na jego powierzchni masg porusza si¢ po ptaszczyznie poziomej bez tarcia pod
wplywem sity F(f) przylozonej w jego srodku. Wyznaczy¢ rownanie ruchu uktadu.
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Rys. 4.1. Mechanizm do zadania 4.2

Rozwiqzanie:
Krazek o $rodku w punkcie O wykonuje ruch obrotowy wokot srodka O oraz ruch
postepowy, czyli porusza si¢ ruchem ptaskim. Uktad ma jeden stopien swobody,
zatem przyjmiemy jedng wspolrzgdna uogolniong ¢.

Energia kinetyczna ukladu jest sumg energii kinetycznej krazka i energii kinetycz-
nej punktu materialnego. Oznaczmy krazek jako (1) i punkt materialny (2), zatem:

T= T1 + T2
1., 1

Ti :EIO([)Z +§M‘Vé
Tzzémvi

Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktow O i A. Srodek krazka przemiescit sie
o 7 1 jego wspoélrzgdne sa rowne:
Xo =19 Yo =T
Xo=1r¢ y,=0
Predkos¢ punktu O jest rowna:

2 22, s2
Vo=Xo1t Yo

v =12’
Wspolhrzgdne punktu A sa rowne:
X, =r@+rsin@ Y, =r+rcos@

X,=rQ+rcos@p  y,=-rsinQ@@
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Predkos¢ punktu A jest rowna:
=545,
Vi = (r('p+ 7 oS ('p)2 + (—r sin@ ('p)2
v: =r’¢’ (l +2cos@+cos’ @+sin’ (p)
v: =2r¢° (1 +cos (p)
Wstawiajac do wzoru na energi¢ kinetyczng, otrzymujemy:

| 1 1
TZEIO([)2 +5M‘V(2) +§mVi

T =

-%Mrzc'p2 +%Mr2('p2 +%m2r2('p2 (1+cos(p)

N | —

T= %Mrz('p2 +mr’@’ (1+cos @)

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalna, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu row-
noleglta do plaszczyzny, po ktorej porusza si¢ krazek, przechodzaca przez jego $ro-
dek, czyli punkt O. Zatem energia potencjalna bedzie rowna tylko energii potencjal-
nej ciata punktowego, bo srodek krazka bedzie lezal na linii zerowego potencjatu:

U= mgr cos ¢
Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszej wspolrzgdnej uogolnione;j:
d(dT ) oT dU
dt| op | do dp °

Policzymy poszczegodlne pochodne:

Jor 3 . 5.
—==Mr"¢+2mr ¢(1+cos®
a0 2 ( )

%(3—3‘; ): %Mrzq'w 2mr2(p(1 +cos q)) —2mr’sing ¢

—=-mr’Q’sin@

¢

— =—mgrsinQ

09
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Wyznaczmy jeszcze site uogoélniona, korzystajac z zasady prac przygotowanych

dL=F(t)-dr,
ro = (ro.r)
dr, =(r8¢,0)

8L =(F(t),0)-(r8¢,0)=F(t)rd¢
Q,=F(t)r

Wstawiajac otrzymane warto$ci do rownania Lagrange’a II rodzaju, otrzymuje-
my po redukcji wyrazow podobnych rownanie ruchu:

%Mrzi[)+ 2mr2if)(1+cos (p)—mrz('p2 sin@—mgrsin@ = F(t)r

Zadanie 4.3.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.2 korba AB ma dtugos¢ 2/, mase i jest
potaczona przegubowo z pretem BC rowniez o dtugosci 2/ 1 masie m. Masa wodzika
C wynosi 2m. Mechanizm porusza si¢ pod wpltywem sity F(¢) przytozonej do wodzi-
ka w punkcie C. Wyznaczy¢ rozniczkowe rownanie ruchu tego mechanizmu.

y

Rys. 4.2. Mechanizm do zadania 4.3

Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 4.2 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem

jedna wspolrzgdna uogodlniong ¢. Pret AB wykonuje ruch obrotowy wokot punktu A,

pret BC wykonuje ruch ptaski, natomiast wodzik C porusza si¢ ruchem postgpowym.
Energia kinetyczna ukfadu jest suma energii kinetycznej preta AB, preta BC

i energii kinetycznej wodzika C. Oznaczmy pret AB jako (1), pret BC jako (2) i wo-

dzik jako (3). Zatem:
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T=T+T,+T,
|
Tl :EIA(I)2

T :1 2 2

Wyznaczymy momenty bezwladnosci pretéw AB i BC odpowiednio wokot
punktu A i punktu S:

Wspotrzedne punktu S sa roéwne:

xg =3lcos@ ys =Isin@
xg =-3lsin@p  y,=Icos@P
Predkos¢ punktu S jest rowna:

B4

ve = (—3lsin(p('p)2 +(lcos(p('p)2

ve =1’¢’ (9sin2 @+ cos’ (p)
ve =1’¢’ (8sin2 (p+1)
Wspoétrzedne punktu C sg rowne:
X, =4lcos@ y,=0
—4lsing-¢ y.=0

}‘CC

Predkos¢ punktu C jest rowna:
=55,

ve = (—4lsin(p('p)2

v =161° sin® ¢’
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Wstawiajac wyliczone predkosci i momenty bezwladno$ci do wzoru na energi¢
kinetyczna, otrzymujemy:

| 1. 1 1
T=§IA(p2 +515(p2 +Emv§ +§~2mvé

11 1 2

l-gmlz('p2 +E-§mlz('p2 +Em-lz(p (SSin2 (p+1)+m-16l2 sin® @- ¢

2

T=

4 2.2 2 s 2 =2

T:Eml ¢° +20ml" sin” Q- ¢
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdtuz osi x. Zatem energia potencjalna wodzika bgdzie rowna zero, gdyz

lezy on na linii zerowego potencjatu. Energia potencjalna naszego mechanizmu be-
dzie sumg energii potencjalnej ciezkos$ci obu pretow.

U = mgl sin ¢ + mgl sin @
U=2mgl sin ¢
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U

L= ?mlz('p2 +20ml* sin® @ ¢° —2mglsin @

Zapiszemy roOwnanie Lagrange’a dla naszej wspoirzednej uogolnione;:

d(oL) dL
—| = |-==q,
dt| op | 0o
Policzymy poszczegdlne pochodne:
a—]f = §mlz('p+ 40ml* sin® @ ¢
a0 3

%(%J: gmlzq')+40ml2 (2sin(pcos(p('p2 +sin’ (pi['))
= [ng +40ml* sin’ (p)(p+ 40ml’ sin 2§’

g—L =40ml* ¢’ sin cos @ —2mgl cos @ = 20ml* ¢’ sin 2 —2mgl cos @
¢
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Korzystajac z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy site uogoélniona 0,
dL=F(t)-dr,
r. =(4lcos@,0)
8r, =(—4lsin@d¢,0)
8L =(—F(t),0)-(~4lsindp,0) = 4F (t)Isin 3¢
Q, =4F(t)lsing

Wstawiajac otrzymane wartosci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazéw podobnych, otrzymujemy rownanie ruchu:

(%mlz +40ml” sin’® (p]if)+20ml2 sin2Q ¢’ +2mglcos @ =4F(t)Ising

Zadanie 4.4.

Walec znajdujacy si¢ na poziomej plaszczyznie o masie m i promieniu 7 jest pola-
czony z dwiema $cianami za pomoca sprezyn o sztywnosci k zamocowanych w od-
legtosci d powyzej §rodka, jak przedstawiono rys. 4.3. Walec wykonuje drgania. Wy-
znaczy¢ rownanie rézniczkowe ruchu tego walca oraz czesto$¢ kotowa tych drgan.

u=o0 A

Rys. 4.3. Mechanizm do zadania 4.4

Rozwigzanie:
Przedstawiony uktad ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem jedng wspot-
rzgdng uogdlniong ¢. Mozna oczywiscie przyja¢ wspotrzedng uogolniong x jako
przemieszczenie srodka walca. Walec wykonuje ruch ptaski.

Energia kinetyczna walca, zgodnie z twierdzeniem Koeniga, jest suma energii
kinetycznej w ruchu obrotowym i energii kinetycznej zwiazanej z predkoscia srodka
masy, zatem:

.., 1
T:EIO([)2 +Emvé
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Moment bezwtadnos$ci walca wokoét punktu O jest rowny:
I, =—mr’
2
W punkcie A znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu walca, zatem predko$¢ punktu
O jest rowna:

Vo =1

Wstawiajac wyliczong predkos¢ i moment bezwladnos$ci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

1 1 3
T=~mr’ ¢’ +—mr’¢* ==mr’¢’
4 ¢ 5 ¢ 4 ¢
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdhuz osi x. Zatem energia potencjalna walca bedzie rowna zero, gdyz
lezy on na linii zerowego potencjalu. Energia potencjalna naszego mechanizmu be-
dzie suma energii sprezystosci.
1 1
U= 5 kx; + Ekxé

Wspotrzgdne x, i x. wyznaczymy, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa:
Xo =1Q— Jr—a*
Wstawiajac do wzoru na energi¢ kinetyczna, otrzymujemy:

U:%k(r(pﬂ/m)2 +%k(r(p—\/m)2 =

%k(Zrz(pz +2r” —2d°)
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
L= %mrz('p2 —kr*@* —kr* + kd’
Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszej wspolrzednej uogolnione;j:

dt| o9 ) dp °°
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Policzymy poszczegodlne pochodne:

a—L—Emr2

2w 2 ?
dfdL|_3 .
atloe |7 2™ °
oL

— =-2kr?

foL0) re

Na nasz walec dzialajg tylko sily potencjalne, zatem wspotrzedna uogdlniona 0,
bedzie rowna zeru.

Wstawiajac otrzymane warto$ci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy réwnanie ruchu:

%mrzi[')+ 2kr*@=0

Aby wyznaczy¢ czestos¢ drgan naszego walca, doprowadzimy powyzsze réwnanie

do postaci oscylatora harmonicznego §+®’@ =0, dzielac stronami przez —mr”:

P+o’e=0
Poréwnujac, otrzymujemy:
2 Ak
3m

zatem, czesto$¢ drgan jest rOwna:

3m

Zadanie 4.5.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.4 pret AB o dlugosci 2/ i masie m
jest potaczony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu » i masie 2m,
a w punkcie A z wodzikiem o masie m. Mechanizm porusza si¢ pod wplywem

sity F(¢) przytozonej w punkcie B. Wyznaczy¢ rézniczkowe rownanie ruchu tego
mechanizmu.
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Rys. 4.4. Mechanizm do zadania 4.5

Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.4 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem
jedna wspotrzedna uogdlniong ¢. Pret AB wykonuje ruch ptaski wokot punktu S,
walec porusza si¢ rowniez ruchem plaskim, natomiast wodzik A porusza si¢ ruchem
postepowym.

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej preta AB, walca i ener-
gii kinetycznej wodzika A. Oznaczmy pret AB jako (1), walec jako (2) i wodzik jako
(3). Zatem:

T=T+T,+T,
1
Tl =%Is¢2 +5m"§
1., 1
TZ :EIB(pi '|'5'27’HV123
1
T, =omv,

Wyznaczymy momenty bezwladnosci preta AB 1 walca odpowiednio wokot
punktu S i punktu B:

I == m(21) =%mlz

1

I, =—2mr* =mr?
2

Wspolhrzedne punktu A sa rowne:
x,=0 y,=2lcos@
x,=0 ¥y, =—2lsin@-¢
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Predkos¢ punktu A jest rowna:

Wspoétrzedne punktu B sg rowne:
x, =2lsin@ ¥, =0
X, =2lcos@-¢ y,=0
Predko$¢ punktu C jest rowna:

R4
Ve = (ZZcos(p'('p)2
vfg = 41’9’ cos” @

Predkosc¢ katowa walca jest rowna:

v
e _ B
O =—
r
2
v
.2__3
(pk_ 2

Wspotrzedne punktu S sa réwne:
xg =Isin@ ys=lcos@
xX;=Ilcos@- ¢  y,=-Isin@-¢

Predko$¢ punktu S jest rowna:
2 « 2 :2
Vs =Xt Y

v =(lcos@-P)’ +(I sing- )’

2

ve =I’¢ (sin2 @+ cos’ (p)

V2 — 12('P2

S

Wstawiajac wyliczone predkosci i momenty bezwtadnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:
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1., 1 | R 1
T :Els(p2 +Emv§ +EIB(pi +mv§ +§mvj

2
T:% ml*¢* +— ml2(p +%mr2-V—§+mv§+%m-4lz¢2sin2(p
r

wl»—

T= %mlz('p2 +2ml* ¢’ sin® @+ 6ml*@*cos’ @
T= %mlz('p2 +2ml* ¢’ (sin2 (p+c052(p)+4m12(p2cosz(p

ml*@* +4ml* p’cos’ @

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng przyjmijmy lini¢ zerowego potencjalu prze-
chodzaca wzdhuz osi x. Zatem energia potencjalna walca bedzie rowna zero, gdyz
lezy on na linii zerowego potencjalu. Energia potencjalna naszego mechanizmu be-
dzie sumg energii potencjalnej ciezkosci preta AB 1 wodzika A.

U=mgy,+mgy
U = 2mgl cos 9+ mglcos @
U =3mglcos @
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
ml* @’ +4ml*’cos’@—3mglcos @

Zapiszemy roéwnanie Lagrange’a dla naszej wspotrzednej uogdlnione;:

afaya_,
dt|o¢p | dp °°

Policzymy poszczegdlne pochodne:

a—L:Emlz(p+8mlzcos 0-¢
op 3
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%[g_é‘) J: ?mlzqﬂ 8ml* (—2 cos@sin@- ¢ +cos’@- (p)
= (?mlz + Srnlzcosz(p]('f)—8ml2 sin2¢- ¢’

g—L =—8ml* ¢’ sin @cos @+ 3mglsin ¢ = —4ml* ¢’ sin 20 + 3mglsin @
¢

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy site uogolniong Q(p:
oL = F(t) - or,
r,=(2lsin ¢, 0)
or,.= (21 cos ¢ 8¢, 0)
OL = (=F(?), 0) - (2l cos @ - d¢, 0) =—-2F(t)! cos ¢ d¢p
0,= —F(t)] cos ¢

Wstawiajac otrzymane warto$ci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy réwnanie ruchu:

(% ml* + Srnlzcosz(pJé{)—4ml(’p2 sin2¢p—3mgsin@=—2F(t)lcos

Zadanie 4.6.

Zgbatka w ksztalcie walca o masie m i promieniu porusza si¢ miedzy dwiema li-
stwami odpowiednio o masach m im,. Listwy sg zazgbione z zgbatka, jak pokazano
narys. 4.5. Listwa gorna potgczona jest ze §ciang za pomoca sprezyny o sztywnosci
k, a do dolnej listwy zostata przylozona sita P. Korzystajac z rownan Lagrange’a
II rodzaju, zapisa¢ rownania ruchu mechanizmu.

Rys. 4.5. Mechanizm do zadania 4.6
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Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.5 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspotrzedne uogdlnione x,, x,. Listwy wykonujg ruch postgpowy, a zgbatka
porusza si¢ ruchem ptaskim.

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej zgbatki i obu listew.
Oznaczmy walec O (zgbatke) jako (1), listwe gorng jako (2) i dolng jako (3). Zatem:

T=T+T,+T,

Rys. 4.6. Zaleznosci miedzy predkos$ciami poszczegdlnych punktow krazka

Korzystajac z podobienstwa trojkatéw przedstawionych na rys. 4.6, otrzymuje-
my podwdjne rownanie:

Z porownania wyrazenia drugiego i trzeciego mozemy wyliczy¢ warto$¢ y:

T(VA —VB)

y:
VA+VB

Porownujac dwa pierwsze wyrazenia i wykorzystujac wezesniej wyliczong war-
tos¢, wyznaczymy interesujacg nas wielkos¢ v

111



IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

Wy =Vo(r+y)

Wy (VA _VB) - [7’+ r(VA _VB))

o]

VA+VB VA+VB

W punkcie C znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu walca, zatem mozemy zapisac:
Vo =Gy
Z tego rownania wyznaczymy predkos¢ katowa walca:
po 5t %
2r

Wstawiajac wyliczone momenty bezwladnosci do wzoru na energi¢ kinetyczna,
otrzymujemy:

Tzélo('p2 +%mvé +%m15c12 +%m25¢§

2
11 + 1 - 1
TZE Emrz(xlzrsz +Em(x1 2x2) +Em1x12+ m,x;
T:imxf+1m5c15c2+lmx§+lmxf—lmxlx2+lm5c§
16 8 16 8 4 8

1 .2 1 )
+5m]x1 +5m2x2

3 1 3 1 1
T:melz—gm)'clfc2+gmfc§+5mlfcf+5m2k§

3 1 T U 3 1 .2
T= Rm+5ml X, —gmx1x2+ Em+5m2 X,
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Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalna, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-

chodzacg wzdtuz osi x. Zatem energia potencjalna ci¢zkosci walca o srodku O bedzie
rowna zero, gdyz lezy on na linii zerowego potencjatu. Energia potencjalna naszego
mechanizmu bedzie sumg energii potencjalnej sprezystosci oraz energii potencjalnej

cigzkos$ci obu listew.

U zék(x1 )2 +m,gr—m,gr
Potencjat kinetyczny jest rowny:

L=T-U

3 1 .2 1 .. 3 1 .2 1 2
L= £m+5ml X, —gmx1x2+ Em+5m2 X, _Ek(xl) —m,gr+m,gr

Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszych wspotrzednych uogdlnionych x , x.:

d{JdL | dL

d{ oL | oL

Policzymy poszczegdlne pochodne:

oL (3 .1
—=|=m+m, |x,——mx,
ox, (8 8

d(dL 3 U
—| = |=|=m+m, ¥ ——m%,
dt| ox, 8 8

a—L:—kx1
ox,
oL ( )
—=|=m+m, |x,——mx,
ox,
d( dL 3
—| — |=| =m+m, |¥,——mX,
dt| ox, 8
R
ox,
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Korzystajac z zasady prac przygotowanych, wyznaczymy warto$¢ sity uogolnio-
nej Q, , gdyz Q, =0.

3L =F(t)-or,
r, =(x,,0)
dr, =(8x,,0)

8L =(F(t),0)-(8x,,0) = F(r)dx,
Q, =F(r)

Wstawiajac otrzymane warto$ci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy nastgpujace roOwnania ruchu:

(%m+ml )56'1 —%mjéz +kx, =0

(§m+m2 }'c’z —%mk’l =F(t)

Zadanie 4.7.

Mechanizm przedstawiony na rys. 4.7 przedstawia wahadto z elastycznym zawie-
szeniem. Wodzik o masie zamocowany na sprezynie o stalej kK moze poruszac si¢
w gore 1 w dol bez tarcia wzdhuz prowadnicy. Do wodzika przymocowana jest linka
o dtugosci / i zawieszone na niej ciato punktowe o masie m. Dlugo$¢ sprezyny nieod-
ksztatconej wynosi y,. Wyznaczy¢ rownania rozniczkowe ruchu tego mechanizmu.

y Bem
Rys. 4.7. Mechanizm do zadania 4.7
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Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.7 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspolrzgdne uogoélnione y, .

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej wodzika A i masy B.
Oznaczmy wodzik A jako (1), a mase¢ B jako (2). Zatem:

T=T +T,
1
ﬂ=5mﬁ
1
Tz—Emvf3

Wspotrzedne punktu A sg rowne:
x, =0y, =y
x, =0y, =y
Predkos¢ punktu A jest rowna:
=4

-2

2 _
Va=D

Wspotrzedne punktu B sg rowne:

X, =Isin@ yy=y+lcos@

Xy =lcos@-¢  y,=y—IsinQ-§
Predko$¢ punktu B jest rowna:

V=545
v = (lcoscp'('p)2 +()'/—lsin(p~(‘p)2
v: =3 +1¢° = 2lysing- ¢

Wstawiajac wyliczone predkosci do wzoru na energie kinetyczna, otrzymujemy:

T zimvi +%mv123

T :%myz +%m(}'}2 +lz('p2 —2lj/sin(p-('p)
T =mj’ +%mlz('p2 —mlysin@- ¢
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Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalna, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzacg réwnolegle do osi x przez sprezyng. Energia potencjalna naszego mecha-
nizmu bedzie sumg energii potencjalnej ciezkosci wodzika i masy B oraz energii
potencjalnej sprezystosci.

1
U:—mgy—mg(y+lcos.(p)+5k(y—y0)2

U:—2mgy—mglcoscp+%k(y—yo)2
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
-2 1 2.2 .. . 1 2
L=my +5ml ¢ —mlysm(p'(p+2mgy+mglcos(p—5k(y—y0)

Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszych wspotrzednych uogdlnionych:

afa) o,
dt{ o | o °

afa) o,
dt{dy | ay

Na nasz uktad dziatajg tylko sity potencjalne, zatem wszystkie sily uogdlnione
0,0, beda réwne zero.
Obliczymy poszczegolne pochodne:

oL iy -

—=ml"¢—mlysin@

9P
oL ) 2. . . .
dt % =ml p— ml(ysm(p ycosq)(p) ml~§—mly sin @+ mly cos P
¢

oL . . .
—=—mlycos@-p—mglsin@
90

oL . , .
—=2my—mlsin@- P
9y

dt[gi] 2mj —ml(cos@- ¢ +sin@- §)

oL
» —2mg——k(y )
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Wstawiajac otrzymane wartosci do rownan Lagrange’a II rodzaju, po redukcji
wyrazéw podobnych, otrzymujemy rownania ruchu:

I§—ysin@+2ycos@P+ gsin@=0
.. 2, . - 1
Zmy—ml(cos(p-(p +sm(p-(p)—2mg+5k()’_)’o) =0

Zadanie 4.8.

Dany jest mechanizm przedstawiony na rys. 4.8 sktadajacy si¢ z dwdch pretow AB
i BD o dlugosci 2/ i masie m, potaczonych z jednej strony przegubowo w punkcie
B, a z drugiej strony z walcem o promieniu 7 i masie m, odpowiednio w punktach A
i D. Zaniedbujemy sily tarcia zapewniajace toczenie. Srodki pretow taczy sprezyna
o0 sztywnosci k. Mechanizm porusza si¢ pod wptywem sity F(¢) przytozonej w punk-
cie B oraz przylozonego momentu M do walca o §rodku w punkcie A. Wyznaczy¢
roézniczkowe rownanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.8. Mechanizm do zadania 4.8

Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.8 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspotrzedne uogolnione x, @. Prety AB 1 BD wykonujg ruch ptaski, walce po-
ruszajg si¢ rowniez ruchem ptaskim.

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej pretow AB i BD oraz
walcow o srodku w punkcie A i punkcie D. Oznaczmy walec A jako (1) pret AB jako
(2), pret BD jako (3) i walec D jako (4). Zatem:

T=T,+T,+T,+T,

1. . 1
T ZEIA(Pi +§m"i
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1., 1

T, ZEIS(p2 +Emv§
1., 1

T3 :EIC(PZ +EmVé

| 1
T, =51D(Pfa +5m1’12;

Wyznaczymy momenty bezwladnosci pretow AB, BD i walcéw A i D:

1 1

I,=1, :Em(Zl)2 =§ml2
I, =1, zlmr2
Predkosci katowe ¢, i @ sg rowne:
g =2
0, =2

r
Wspolrzedne punktu A sg rowne:

x,=x y,=0
x,=x y,=0
Predko$¢ punktu A jest rowna:

2.2, e2
Via=X, )y

Wspotrzedne punktu S sa réwne:

xg =x+Isin@ ys=lcos@
xX;=x+lcos@p y,=-Isin@@P

Predko$¢ punktu S jest rowna:
B=g 4
v = (9'c+lcoscp('p)2 +(—lsin(p(‘p)2
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vi =% + 2l cos@@+1° cos® ¢ +1° sin” 9§’
vi =% +2lxcos O+ 1°¢’

Wspoétrzedne punktu C sg rowne:

X, =x+3lsin@ Yo =lcos@

X, =x+3lcos@P y.=-Isin@P
Predko$¢ punktu C jest rowna:

=
2= (x +3lcos(p('p)2 +(—lsin(p(‘p)2

ve =X + 6l cos@P+91° cos’ @ +1” sin’ 9§’

ve =X + 6l cos@@+8I° cos® 0@ +1° cos® ¢’ +1* sin” @’

ve =x° +6licos @ 9+8I° cos” @ ¢ +1°¢’

Wspohrzgdne punktu D sg rowne:

x, =x+4lsin@ y,=0

X, =x+4lcosep y,=0
Predkos¢ punktu D jest rowna:

=545
vi = (x +4lcos (p('p)2
v; =% +8licos @p+161° cos’ @’
Wstawiajac wyliczone predkosci i momenty bezwladno$ci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:
1

. 1 | 1 1. 1 1. 1
T:EIA(pi‘ +5mvi +EIS(PZ +5m1/§ +EIC([)2 +EmVé +EID(p§) +Em1/12)

<2

T :llmr2 x_z
22 r

+%%mlz(pz +%m(5c2 +6lx cos @ +81° cos” @@ +1°¢p° )+

1 ., 11 5., 1 s . L
+—mx +——ml°QO " +—m(x" +2Ixcos@P+I +
K ol 4 (4 +2L cos 9o+ 1°¢7 )

)
+llmr2x—’j+lmx2
22 r
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[ == '2+_ 12'2+_ '2+ Ix D+ — 12‘2+_ 12‘2+
mx mi-Q mx mixcosQ Q@ mi-Q 61’}1 ()

+%m9’c2 +3mlx cos @ p+4ml* cos® @§’ +%mlz('p2 +%m3’c12)

T= %m;’f +§mlz('p2 +4mlx cos @+ 4ml* cos> ¢ +

+%m(5€2 +8lx cos p+161* cos’ (p('pz)
T = %mxz +%m12('p2 +10mlx cos @P+16ml* cos* @ ¢°

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzacg wzdhuz osi. Zatem energia potencjalna obu walcow bedzie rowna zeru, gdyz
leza one na linii zerowego potencjatu. Energia potencjalna naszego mechanizmu be-
dzie sumg energii potencjalnej cigzkosci obu pretow oraz energii sprezystosci.

1 2
U:Ek(xC —x;) +mgy, +mgy.

U :%k(x+3lsin(p—x—lsin(p)2 +mgl cos @+ mgl cos @
U = 2kI sin® @+ 2mgl cos @
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
L= %m:’cz +§mlz('p2 +10mix cos @ p+16ml’* cos® ¢@* — 2k’ sin® @ —2mgl cos @

Zapiszemy rownania Lagrange’a dla naszych wspotrzednych uogolnionych:

dfaLy oL,
dt|op | dp °°
d(dL) JdL
E(a_)a_Q
Policzymy poszczegodlne pochodne:

8_]7 = §14112('[)+1011le5¢ cos@+32ml* cos’ ¢
op 3
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dt| 36
+32ml? (—2sin @cos @’ +cos’ (p(ﬁ)) =

d (E)L ]:gmlzip+10ml(5écos(p—XSin(p(b)

= 8m12([)(§ +4cos’ (p)+10ml§c‘ cos @—10mlxPsin @

—32ml* sin 29 ¢* +32ml’ cos” QP

g—L =—10mlxsin@ ¢—32ml* @’ sin @cos @ —4kl* sin @ cos @+ 2mglsin @ =
¢
= —10mlx@sin @ —16ml> ¢’ sin 2¢ — 2kI* sin 20+ 2mglsin @

a—If =5mx +10mlcos@ ¢
ox

%(g—ijz 5m5c'+10ml(—sin(p ¢ +cos@ (P) =

=5mx —10mlsin@ ¢ +10mlcos @ §
o _
ox

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy sit¢ uogdlniong 0, 10:

0

8L = M@+ F(t)-dr,
r, =(x+2Isin@,2lcos @)
8r, =(8x+2lcos @ 8¢, —2lsin 3¢)
8L = M8 +(0,—F(t))- (8x+2lcos 93¢, —2Isin pd¢) =
= 08x+(M+2F(t)Ising) 3
Q, =M +2F(t)lsing
0.=0

Wstawiajac otrzymane wartosci do rownan Lagrange’a 11 rodzaju, po redukcji
wyrazéw podobnych, otrzymujemy rownania ruchu:

8mlziﬁ)[§+8cos2 (p)+10ml§é cos @—16ml” sin2Q ¢ + 2kI’ sin 2 —2mglsin @ =

=M +2F(t)Ising
Smx —10mlsinQ ¢> +mlcos@ Hp=0
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Zadanie 4.9.

Wewnatrz platformy o masie 4m, przymocowanej z obu stron do §ciany za pomoca
sprezyn o statych sprezystosci k, znajduje sie cylindryczne wglgbienie o promieniu
R. Wewnatrz tego wglebienia porusza si¢ walec o masie m i promieniu ». Mechanizm
ten przedstawiono na rys. 4.9. Stosujac rownania Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢
roézniczkowe roéwnania ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.9. Mechanizm do zadania 4.9

Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.9 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspotrzedne uogdlnione x, ¢, gdzie ¢ — kat obrotu walca wokot punktu C. Wa-
lec wykonuje ruch zlozony po powierzchni cylindrycznej platformy o promieniu R,
a platforma porusza si¢ ruchem postepowym.

Oznaczmy przez kat obrotu walca wokdt swojego $rodka, czyli punktu A. Ko-
rzystajac z zalezno$ci miedzy droga, ktéra w naszym przypadku jest tukiem BD,
a katami o i ¢, mamy:

BD =R =ar
R
o=—0
B
. R
o=—0
r
.. R..
o=—0

r

Walec posiada dwie predkosci katowe, zatem kat obrotu jest réwny o — ¢. Z tej
informacji skorzystamy, zapisujac energi¢ kinetyczng walca w ruchu obrotowym.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej walca i platformy.
Oznaczmy walec jako (1) i platforme jako (2), zatem:

T=T +T,
Tl:1-4mx2
2
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1 . 1
Ti :EIA ((X—(p)z +EmVi

Moment bezwladnosci walca wokot punktu A jest rowny:

I, :%mr2
Wspoétrzedne punktu A sg rowne:
xA=x+(R—r)sin(p yAzR—(R—r)cos(p
x,=x+(R-r)cos@¢ y,=(R—r)singo
Predko$¢ punktu S jest rowna:
=545
vi =(J'C+(R—r)cos(p('p)2 +((R—r)sin(p('p)2
2

vi = x? +2(R—r)y'c('pcos(p+(R—r)2 ¢

Wstawiajac wyliczong predko$¢ i moment bezwladnosci do wzoru na energieg
kinetyczna, otrzymujemy:

T=%4mx2+%1A((x—(p)2+%mvi
T =2mi + L mr [ Ro—g 2+l ¢ +2(R—r)x( R-r)" ¢’
= 2 =9 2m(x (R—r)xpcos@+(R—-r) (p)

T= %ma’f +%m(R—r)2 ¢’ +m(R—r)xpcos@

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdluz osi x. Zatem energia potencjalna platformy bedzie réwna zero,
gdyz jej Srodek (przyjmujemy w punkcie B) lezy na linii zerowego potencjatu. Ener-
gia potencjalna naszego mechanizmu bedzie suma energii potencjalnej ciezko$ci
walca i energii sprezystosci.

1 1
U:Ekx2 +Ekx2 +mg(R—(R—r)cos(p)

U =kx* +mgR—mg(R—r)cos®

Potencjat kinetyczny jest rowny:
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L=T-U
5 .2 3 2 .9 .. 2
L:me +Zm(R—r) ¢’ +m(R—r)xpcos9—kx* —mgR+mg(R—r)cos@
Zapiszemy rownania Lagrange’a dla naszych wspoétrzednych uogolnionych:
dfayo_,
dt|op | dp °°
d(oL) dL
—| — __:Qx
dt\ dx | ox

Na nasz uktad dziatajg tylko sity potencjalne, zatem wszystkie sily uogdlnione

0., O, beda rowne zero.
Policzymy poszczegdlne pochodne:

g_fp:%m(R—r)z o+m(R—r)xcos@
%(g_fp]:%m(R—r)z ¢+m(R—r)(5écos<p—ksin(p('{>)=
=%m(R—r)2(p+m(R—r))’écos(p—m(R—r)icsin(p('p
oL o .
%:—m(R—r)x(psm(p—mg(R—?’)Sln(P
3—§=5mx+m(R—r)(pcos(p

d (BL )= 5m5c'+m(R—r)((pcoscp—('p2 sin(p) =

dt| 9%
=5mi+m(R—r)$cos@o—m(R—r)¢’sing
a—L:—ka
ox

Wstawiajac otrzymane wartosci do rownan Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy réwnania ruchu:

%m(R—r)2 o+m(R-r)Xcos@+mg(R-r)sing=0
Smjc'+m(R—r)([‘)cos(p—m(R—r)('p2 sin@+2kx =0
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Zadanie 4.10.

Na rys. 4.10 przedstawiono mechanizm sktadajacy si¢ z dwoch jednorodnych wal-
cOw polaczonych sprezynami i thumikiem. Pierwszy o $rodku A, masie m i promie-
niu 7 pofgczony jest sprezyng o sztywnosci k, oraz ttumikiem o wspotczynniku thu-
mienia o ze $ciang i sprezyng o sztywnosci k, z jednorodnym walcem o $rodku E,
masie 2m 1 promieniu R. Drugi walec dodatkowo jest polaczony sprezyna o sztyw-
nosci k, ze Sciang. Korzystajgc z rownah Lagrange’a Il rodzaju, zapisa¢ rownania
ruchu mechanizmu.

o 18—
WWWA 1]
3 U=0, / hm,r v X

¢
i 2m, R
‘P& ks
F

Rys. 4.10. Mechanizm do zadania 4.10

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.10 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspotrzedne uogolnione ¢, ¢,. Walce wykonujg ruch obrotowy odpowiednio
wokot punktu A i punktu E.
Moment bezwtadnosci walca o srodku A wokot jego srodka jest rowny:
1

I, =—mr?
)

Moment bezwtadnosci walca o $rodku E wokot jego srodka jest rowny:

IE:mR2

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej obu walcéw. Oznaczmy
walec A jako (1) 1 walec o $rodku B jako (2). Zatem:

T=T +T,
| 11 . 1 .
T =EIA(p12 ZEEWZ(Pf =ZWZ(PIZ
T2 = 7 IE(pi :EmRZ(PZ
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Wstawiajac wyliczone momenty bezwladnosci do wzoru na energi¢ kinetyczna,
otrzymujemy:

1 5 1 .
T= Zmrz(pl2 +EmR2(p§
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdluz osi x. Zatem energia potencjalna cigzkosci walca o srodku A bedzie
réwna zero, gdyz lezy on na linii zerowego potencjatu. Energia potencjalna naszego

mechanizmu be¢dzie sumg energii potencjalnej sprezystosci oraz energii potencjalnej
cigzkos$ci walca o srodku w punkcie E.

U=k (x) 2 (e =, ) 45K () = 2mg (R 1)

1 1 1
U= Ekl ((plr)2 +5k2 ((plr—(sz)2 +Ek3 ((sz)2 —2mg(R+r)
Funkcja dyssypacji energii jest rowna:
1 .
D= Eoc(r(p1 )
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
1 5 1 o, 1 1 1
L= Zmrchf +5mR2(p§ _Ekl ((plr)2 —Ekz ((plr—(sz)2 —5k3 ((p2R)2
+2mg(R+r)

Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszych wspotrzednych uogolnionych,
przyjmujac od razu sity uogélnione roéwne zero, gdyz na nasz uktad dziataja tylko

sity potencjalne:
d| JdL oL dD
—| == |Fs—+t5—=0
dt{ 09, ) do, 0P,

d| oL oL dD
—|=— [=—+=—=0
dt{ 99, | d¢, 99,

Obliczymy poszczegodlne pochodne:

0, 2"
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i l —lmrz.'
dt| 99, | 2 i
oL

% = —k1r2(p1 -k, ((plr—(sz)r = —rzq)1 (k1 +k2)+k2qu)2
1

oL

£ =k, ((Pﬂ’_(PzR)(_R)_ks ((sz)R =k,Rr, —R°¢, (k2 +k3)
2

Dy

99,

Wstawiajac otrzymane warto$ci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy nastgpujace rOwnania ruchu:

%mrzi[')l +"2(P1 (kl +k2)—k2Rr(p2 +0cr2('pl =0
mR’$, —k,Rre, + R*@, (k, +k,)=0

Zadanie 4.11.
Jednorodny walec o $rodku B, masie m i promieniu » polaczony jest z jednorodnym
wspotsrodkowym walcem o $rodku C, momencie bezwtadnosci wzgledem srodka

, _ 2 . .. . . ;.
Crownym I, = Emr i wodzikiem A o masie za pomocg sprezyn o sztywnosciach

odpowiednio &, k,. Do walca o $rodku C dotgczona jest sprezynka o sztywnosci &,
i thumik o wspotczynniku thumienia a. Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju,

zapisa¢ rOwnania ruchu uktadu przedstawionego na rys. 4.11.
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2m, 2r

X
@\

=
| E

X AN

Rys. 4.11. Mechanizm do zadania 4.11

Rozwiqzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 4.11 ma trzy stopnie swobody, przyjmijmy zatem

trzy wspotrzedne uogoélnione @, ¢,, x. Walce wykonujg ruch obrotowy odpowiednio

wokot punktu B i C, za§ wodzik A porusza si¢ ruchem postgpowym wzdtuz osi x.
Moment bezwladnosci walca o srodku B wokot jego srodka jest rowny:

1
I, =—mr’

2

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej obu walcow i energii ki-
netycznej wodzika A. Oznaczmy wodzik A jako (1), walec o $rodku B jako (2) oraz
walec o srodku C jako (3). Zatem:

T=T+T,+T,

T, _EIB = 25””’ ¢ __mrz(-plz
1 15 . .
L =21y = o mrdy = mr¢;

Wstawiajac wyliczone momenty bezwladnosci do wzoru na energi¢ kinetyczna,
otrzymujemy:

1 1 5
T =—mx’ +—mr’Q; +=mr’ ¢,
> 4 ¢ 4 ¢,
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Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalna, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca przez punkt B. Zatem energia potencjalna ci¢zkosci walca o srodku B
bedzie réwna zero, gdyz lezy on na linii zerowego potencjatu. Energia potencjal-
na naszego mechanizmu be¢dzie sumg energii potencjalnej sprezystosci obu walcoéw
oraz energii potencjalnej ciezkosci walca o srodku w punkcie C i wodzika A.

U :%k1 (x—gr) +%k2 (or—¢,2r)° +%k3 (@,2r)" —2mgr—mg I+x)

gdzie [ — odlegtos¢ punktu A od linii zerowego potencjalu w chwili poczatkowe;.
Funkcja dyssypacji energii jest rowna:

1 . N\2
D= 5 OC(r(pz )
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
I ., 1 5 5 5 1 2 1 2
L= mez +Zmr2(pl2 +Zmr2(p§ _Ekl (x—q@,r) _Ekz (o,r—9,2r)
—%k3 (o, 2r)2 +2mgr +mg (1+x)
Zapiszemy rownanie Lagrange’a dla naszych wspotrzednych uogolnionych:
d (aL] oL  dD
—+ =

dlox ot &

d( oL JdL oD
—l = st =Q,
dt\ 0¢, | dp, 9P,

d|( oL JdL oD
_ __+_=Q
dt| 9p, | do, 9o,

Na nasz uktad dziatajg tylko sily potencjalne, zatem wszystkie sity uogolnione
0., Q61 , Q62 , beda réwne zeru.
Obliczymy poszczegodlne pochodne:

aL_
0x

d(JL ..
—| — |=mx
dt(aa'c)
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IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

oL
o (x- ) () -k (0 ~0,2r)r =
00,
=krx —(k1 +k, )1’2(pl +2k2r2(p2
w_,
a(P1
DA
%, 2 "

i a_L —émrz..
dt| 9p, | 2 ®

oL
ﬁ - _kz ((plr_(pz 27’)(—27’)—]{3 ((pz 27’)21’ = 2k2r2(p1 _4(k2 +k3 )r2(p2
p)
—D =or’q
2,

Wstawiajac otrzymane wartosci do rownania Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy nastgpujace rownania ruchu:

mi+k (x—@;r)—-mg=0

%mrz([')1 —krx+ (k1 +k, )rz(p1 —2k2r2(p2 =0

%mrzipz —2k2r2(p1 +4(k2 +k3)r2(p2 +Ocr2('p2 =0
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4.5. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zadanie 4.12.

Masa m zawieszona jest na sprezynie o statej sprezystosci k, dlugo$¢ nieodksztal-
conej sprezyny wynosi d. Masa ta wykonuje oprécz podhuznych drgan ruch waha-
dlowy. Sprezyna przymocowana jest do klocka o masie 3m, ktory moze wykonywac
ruch postepowy pod wptywem przyltozonej sity F(¢). Korzystajac z rownan Lagran-
ge’a Il rodzaju, zapisa¢ rézniczkowe réwnania ruchu dla mechanizmu przedstawio-
nego narys. 4.12.

3m
1 X 1 X
U=Od L]
k, d
¢
m
z
y

Rys. 4.12. Mechanizm do zadania 4.12

Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 4.12 ma trzy stopnie swobody, przyjmijmy zatem
trzy wspolrzgdne uogolnione o, x, z.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej klocka A i masy punkto-
wej B. Oznaczmy klocek A jako (1) i mase B jako (2). Zatem:

T=T +T,
1
T, = —3mvi
1
T, = 5 mv;
Wspolhrzedne punktu A sa rowne:
A = ys = O
AT Va=

Predko$¢ punktu A jest rowna:



IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

Wspoétrzedne punktu B sg rowne:

Xy, =Xx+zsin@ Y5 =2ZCOSQ

Xy =xX+zsin@+zcos@P y, =zcos@—zsin@Q P
Predkos¢ punktu B jest rowna:
=545
2 . .. .\2 . . 22
vy = (x+zsm(p+zcos(p (p) +(zcos(p—zsm(p (p)
v =x"+2"+2°¢" +2xZsinQ+2%zcos Q ¢
Wstawiajac wyliczone predkosci do wzoru na energi¢ kinetyczna, otrzymujemy:

3 1
T :Emvi +5mv123
T =%mx2 +%m(9’c2 +2°+2°¢° +25cz"sin(p+25czcos(p('p)

1 1 . .. : .

T =2mx’ +5mz'2 +5m22(p2 + mxzsin @ +mxz cosQ ¢
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdhuz osi x. Zatem energia potencjalna klocka A begdzie réwna zero, gdyz

lezy on na linii zerowego potencjalu. Energia potencjalna naszego mechanizmu be-
dzie sumg energii potencjalnej ciezkosci masy B i energii potencjalnej sprezystosci.

1
U:—mgy3+5k(z—d)2
1 2
U:—mgzcos(p+5k(z—d)
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U
22 1 22 1 2.2 e . .
L=2mx +5mz +5mz ¢~ +mxzsin @+ mxz cos @ O+ mgz cos

—%k(z—d)z
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4.5. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zapiszemy rownania Lagrange’a dla naszych wspoétrzednych uogolnionych:

d(oJL) dL
— = ==q,
dt| 0 | do
d(oL) dL
arlox o &
d(oL) dL
ailoz o &
Obliczymy poszczeg6lne pochodne:
— =mz" G+ mxzcos @

9¢
i B_L = m(222'(p+z2('p)+m(jc'zcos(p+5czcos(p—fczsin(p ('p)
dt| o¢

8_: MxXz cos Q—mxz sin Q@ ¢—mgzsin @

oL . .. ;
$=4mx+mzsm(p+mZCOS<P(P
X

dr| 9%

+m(z"cos(p('p—zsin(p('p2 +zcos(p([))

d(ﬂ] . . : ~
:4mx+m(zsm(p+ZC05(P(P)

9Ly
ox
— =mz+mxsin@

0z
a 8_L :m2+m(5c'sin(p+5ccos(p('p)
dt\| 0z
L .2 . :
— =mz +mxcoscp(p+mgCOS(P—k(Z_d)

Jdz

133



IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

Korzystajgc z zasady prac przygotowanych, wyznaczmy sitg uogélniong Q :

oL = F{(t) - or,
r,=(x,0)
or = (dx, 0)

8L = (F(1), 0) - (8x, 0) = F(f) dx

0. =F©

Wstawiajac otrzymane wartosci do rownan Lagrange’a Il rodzaju, po redukcji
wyrazéw podobnych, otrzymujemy rownania ruchu:

2220+ 2z’ + ¥z cos O+ gzsin@ =0
m(45c'+ésin(p+2z'cos(p-('p—zsin(p('p2 +zcos(p(p) = F(t)

m(2+5c'sin(p—z('p2 —gcosq))+k(z—d) =0

4.5.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 4.13.

Konce preta AB o masie m i dlugosci 2/ potaczone sa suwakami o masie m. Do su-
waka B zamocowano sprezyne o wspolczynniku sztywnosci 4, jak pokazano na rys.
4.13. Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rozniczkowe rowna-
nie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.13. Mechanizm do zadania 4.13
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4.5. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 4.14.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 4.14 pret AB o dlugosci 2/ 1 masie m jest
polaczony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu » i masie 2m, a w punk-
cie A ze spr¢zyna o wspolczynniku sztywnosci k. Sprezyna moze wykonywac ruch
tylko w pionie. Wyznaczy¢ rozniczkowe rownanie ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.14. Mechanizm do zadania 4.14

Zadanie 4.15.

Do preta OC o masie m 1 dtugo$ci 4/ zamocowanego na podporze statej przegubowe;j
dotaczono sprezyne o wspotezynniku sztywnosci &, thumik o wspotczynniku thumie-
nia o oraz mas¢ m, jak na rys. 4.15. Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju,
wyznaczy¢ rozniczkowe rownanie ruchu tego mechanizmu.

'%k 1.
/ / :c
/ A

o 2/
\421\ - ¢ B m
T~ ~—
T T~
Rys. 4.15. Mechanizm do zadania 4.15 )
Zadanie 4.16.

Po nieruchomym krazku o promieniu R, zamocowanym w punkcie A moze toczy¢
si¢ bez poslizgu drugi krazek o masie m, i promieniu . Krazki polaczone sg pretem
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IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

AB o0 masie m,, do ktorego przytozony jest moment M. Korzystajgc z rownan La-
grange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rézniczkowe rownanie ruchu mechanizmu przedsta-
wionego na rys. 4.16.

Rys. 4.16. Mechanizm do zadania 4.16

Zadanie 4.17.

Walec wspotsrodkowy o srodku O, masie m,, momencie bezwtadnosci /;, promieniu
wewnetrznym 7 1 zewnetrznym R znajduje si¢ na gladkiej powierzchni, jak na rys.
4.17. Walec potaczony jest za pomoca sprezyn o wspotezynnikach sztywnoscei &, k,
k, ze Sciang oraz z pretem o masie m,, ktory moze wykonywac tylko ruch postgpowy.
Mechanizm wprawiany jest w ruch za pomoca sity F(¢) przylozonej do preta. Ko-
rzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rézniczkowe rownanie ruchu

tego mechanizmu.

m1; I1! r! R k2 ]
D MW m:
ok A
—wwy
é
0 F(t)
ks
MW
cB |

Rys. 4.17. Mechanizm do zadania 4.17

Zadanie 4.18.

Na wozku o masie m, = 2m umieszczono walec o masie m i promieniu », ktory
pofaczono z wozkiem za pomocg sprezyny o wspotczynniku sztywnosci k, 1 thumi-
ka o wspofczynniku thumienia a,. Wozek potgczono ze Sciang za pomocg sprezyny
o wspotczynniku sztywnosci k, 1 thumika o wspotczynniku thumienia o, jak poka-
zano na rys. 4.18. Zaktadamy brak tarcia migdzy walcem i wozkiem oraz wozkiem
a podtozem oraz toczenie bez poslizgu. Korzystajac z rownan Lagrange’a 11 rodzaju,
wyznaczy¢ rézniczkowe rownanie ruchu tego mechanizmu.
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4.5. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Rys. 4.18. Mechanizm do zadania 4.18

Zadanie 4.19.

Jednorodny krazek o masie m i promieniu » zamocowany jest na podporze statej
przegubowej w punkcie O, jak na rys. 4.19. Krazek potaczony jest przegubowo
z jednorodnym pretem o masie 2m 1 dtugoscei 2/, ktérego koniec przymocowany jest
do sprezyny o wspotczynniku sztywnosci &, ktéra moze rozciggac si¢ tylko w pio-
nie. Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rézniczkowe rownania
ruchu tego mechanizmu.

Rys. 4.19. Mechanizm do zadania 4.19

Zadanie 4.20.

Jednorodny walec o masie 2m i promieniu 7 toczy si¢ mi¢dzy ptaszczyzng a pretem
o masie m, ktéry moze porusza¢ si¢ poziomo. Walec polaczony jest przegubowo
z jednorodnym pretem o masie m i1 dtugosci 4r, ktdry przymocowany jest do sprezy-
ny o wspolczynniku sztywnosci k oraz do thumika o wspoétczynniku thumienia a, jak
na rys. 4.20. Uklad porusza si¢ pod wplywem sity P przytozonej do belki pod katem
B. Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rdzniczkowe rownania
ruchu tego mechanizmu.

137



IV. ROWNANIA LAGRANGE'A

Rys. 4.20. Mechanizm do zadania 4.20

Zadanie 4.21.
Belka AB o masie 4m 1 dlugosci 2/ oparta jest o gladka powierzchni¢. W $rodku belki

zamocowano, jak pokazano narys. 4.21, wahadlo matematyczne o masie m. Korzystajac
z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rozniczkowe rownania ruchu uktadu ciat.

Rys. 4.21. Mechanizm do zadania 4.21

Zadanie 4.22.
Po klinie 0 masie m = 12m, kgcie nachylenia o 1 wysokosci & poruszajgcym si¢ po

gtadkiej powierzchni stacza si¢ bez poslizgu jednorodny walec o masie m i promie-
niu . Korzystajac z rownan Lagrange’a Il rodzaju, wyznaczy¢ rdzniczkowe rdwna-
nia ruchu tego mechanizmu, przedstawionego na rys. 4.22.

y

Rys. 4.22. Mechanizm do zadnia 4.22
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V. POLOZENIE ROWNOWAGI

5.1. ROWNOWAGA W ZACHOWAWCZYM POLU Sit

Rozwazmy uktad materialny poddany wigzom idealnym, ktory znajduje si¢ w zacho-
wawczym polu sit. Sktadowe sity P, przylozonej do punktu 4 (x, v, z) mozemy wyrazi¢
jako pochodne energii potencjalnej po odpowiednich wspotrzednych prostokatnych:

w
ix axi
p -_9U
/7
__9U

iz azi

Zatozmy, ze polozenie rozwazanego uktadu mozna okresli¢ za pomocg wspot-
rzgdnych uogélnionych g , q., ..., g,. Podstawiajgc skladowe sity P, do wzoru na sitg
uogolniong, otrzymujemy:

- ox, dy. 0z,

Q= BU__Z 9U dx; dU oy, dU dz; =125 (5.1)
dq, S| 0x;dq; 9y, dq, 9z, dq;

Wiemy, ze dla uktadu nieswobodnego znajdujacego si¢ w zachowawczym polu

sit w potozeniu rownowagi wszystkie sity uogolnione muszg by¢ rowne zeru, zatem:

aU:O aU=O, BU:

oo, &2 . oo (5.2)
dq, aq, aq,

Otrzymane warunki sg jednoczes$nie warunkami wystepowania ekstremum funk-
cji Uq,, 4, ---» q,), czyli funkcji energii potencjalnej, zaleznej od wspotrzednych
uogolnionych.
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Uklad materialny w zachowawczym polu sil, poddany wi¢zom idealnym
znajduje si¢ w polozeniu ré6wnowagi, gdy energia potencjalna tego ukladu spel-
nia warunki konieczne do istnienia ekstremum, czyli:

oUu oUu oUu
= O’ —_— 0’ =

hadt -y
aq, oq, q,

5.2.RODZAJE ROWNOWAGI

Jezeli cialo znajduje si¢ w potozeniu réwnowagi, w ktorym energia osigga mini-
mum, to wychylone nieznacznie z potozenia rbwnowagi zacznie wykonywa¢ mate
drgania, ktore beda tym mniejsze, im mniejsze byto wychylenie poczatkowe. Tego
rodzaju rOwnowaga nosi nazw¢ rownowagi stalej.

Jezeli ciato znajduje si¢ w potozeniu réwnowagi, w ktérym energia osigga mak-
simum, to wychylone nieznacznie z potozenia réwnowagi samoczynnie poglebi to
wychylenie (nie wystapig drgania). Tego rodzaju rownowaga nosi nazwe réwnowa-
gi niestalej (chwiejnej).

Jezeli energia potencjalna ciala ma takg sama wartos¢ we wszystkich potoze-
niach, a przy wychyleniu z potozenia rownowagi energia potencjalna si¢ nie zmie-
nia, to taki rodzaj rOwnowagi nazywamy rownowaga obojetna.

5.3. ZASADA DIRICHLETA

Zasade Dirichleta mozemy sformutowac nastepujaco:

Uklad materialny w zachowawczym polu sil, poddany wiezom idealnym,
znajduje si¢ w poloZeniu rownowagi stalej, gdy energia potencjalna tego ukla-
du osigga minimum.

Dla uktadu o jednym stopniu swobody kryterium to przyjmie postac:

oU _ o°U

—=0, —>0
a% a‘h

Dla uktadu o dwoéch stopniach swobody kryterium to przyjmie postac:

W_o 9_,
a% a‘b
2uoy [ oUu Y
> = >0
dq; 9q, | 9q,09,
2 2
9 [2] >0, U >0
oq; oq;
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rownowaga
chwiejna

@

réwnowaga
obojetna

réwnowaga
stata

Rys. 5.1. Graficzna interpretacja rOwnowagi

5.4. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zadanie 5.1.

Znalez¢ polozenie rownowagi i okresli¢ rodzaj rownowagi jednorodnego preta OA
o masie m i dlugosci / zamocowanego przegubowo w punkcie O, jak pokazano na
rys. 5.2. Koniec preta, czyli punkt A zamocowany jest do sprezyny o sztywnosci &,
ktéra w postaci nieodksztatconej ma dtugos¢ /.

y

Rys. 5.2. Mechanizm do zadania 5.1

Rozwigzanie:
Pret ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedna wspotrzgdng uogdélniong o.
Zauwazmy, ze a.= 180° — ¢.
Energia potencjalna preta, jesli przyjmiemy lini¢ zerowego potencjatu przecho-
dzaca przez punkt O, jest rowna:

1 1 2
U z—Emglcosoc+5k(|AB|—l)
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V. POLOZENIE ROWNOWAGI

Dlugo$¢ |AB| obliczymy, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla trojkata AOB:
|AB|2 =I*+1* =21 cos @
|AB| =1{y2—-2cos@
Ze wzoru na cosinus podwojonego kata mozemy zapisac:

cos(p=1—2sin2§

zatem:

|AB|=1[2-2| 1-2sin* 2 |=21sin 2P
2 2
Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:

2
U:—%mglcos(lSOO—(p)+%k(ﬂsin%—l)

2
U :%mglcos(p+%kl2 (2Si1’1%— J

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodng energii potencjalnej po
zmiennej uogolnione;j:

a_U :—lmglsin(p+kl2 ZSin9—1 COS9
oL} 2 2 2

W potozeniu rownowagi aa—U =0, zatem:
1 . .0 0]
——mglsin@+kI*| 2sin=—1 |cos==0
2 gein® ( 2 J 2
sin@= Zsingcos9
2 2
—mglsin9c039+ 2k sin L cos L — k2 cos L =0
2 2 2 2

cos 2 —141glsin9+2kl2 sin?—kI* |=0
2 2 2

cos2=0 Ilub —mglsin9+2klzsin9—k12:0
2 2 2
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2
@e=m lub singzzk;
2 2kl" —mgl

kI*
=n lub =2arcsin| ————
® ® szzz gl ]
2

2kI* —mgl
Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodnej dla @, i ¢,:

Wiedzac, ze sin% <1, wigc <1, czyli mg > kl.

2
a—lZJz—lmglcos(p+kl2coszg—lkl2 2sin2—1 sin?
teL0) 2 2 2 2 2

o’U 1 1.,
a—(pz Lpzq)l:n:Emgl—Ekl <0

W potozeniu ¢, = mamy rOwnowage niestalg, czyli potozenie preta jest niesta-
bilnym polozeniem rownowagi.

2 2 2 2 2
0o T i
dp> 2 2kl” —mgl 2kI" —mgl

2 2
Lyl 2kl —1\ zkl >0
2 2kI> —mgl )2kz —mgl

Dla potozenia ¢, mamy rownowagg stalg, czyli potozenie preta jest stabilnym
potozeniem rownowagi.

Zadanie 5.2.

Znalez¢ polozenie réwnowagi i okreslic rodzaj roéwnowagi jednorodnego preta
w ksztalcie litery L zamocowanego przegubowo w punkcie O, jak na rys. 5.3. Dlu-
gos¢ preta OA wynosi /, jego masa m, dlugos¢ preta OB wynosi 2/. Pret znajduje sie
w polu grawitacyjnym.

oYy U=0

|
A
mg |(p

2mg

B
Rys. 5.3. Mechanizm do zadania 5.2
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Rozwigzanie:

Pret ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedna wspotrzgdng uogoélniong o.
Przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu przechodzacg przez punkt O. Energia po-

tencjalna preta jest rowna:

U= —mgésin(p—nglcos(p

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodng energii potencjalnej po
zmiennej uogoélnione;j:

ou 1 .
—= —Emglcoscp+2mgls1n(p

L)

W potozeniu rownowagi Z—U =0, zatem:
¢

1
—Emglcos(p+2mglsin(p =0
Dzielac stronami przez mgl, otrzymujemy:
1
—Ecos(p+2sin(p= 0

Wiedzac, ze cos ¢ # 0, mozemy podzieli¢ stronami przez cos ¢:
1 +2tgp=0
5 8

N
80=1

Tangens jest dodatni w pierwszej i trzeciej ¢wiartce, wigc mamy dwa rozwigzania:

i 971
=14°=— 1lub =180°+14°=194°=—
(] 90 ub @, 90

Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodnej dla @, i ¢,:

82_U = lmglsin(p+2mglcos(p
o> 2
2
J L2]| 7"=lmglsinﬁ+2mglcos7—n>0
0@~ o=o=g; 2 90 90

W polozeniu ¢, = ;—g mamy roéwnowagge stata, czyli potozenie preta jest stabil-

nym potozeniem rownowagi.
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0’U 1. 97 97
— | == mglsin——+2mglcos——<0
0~ 0=0,=y; 2 90 0

90

. 97r . . L .
Dla potozenia ¢, =—— mamy rownowage niestalg (funkcje sin i cos w trzeciej
2
¢wiartce s3 ujemne, wigc —- | 07, < 0, czyli polozenie preta jest niestabilnym
potozeniem rownowagi. KJ

0= 90

Zadanie 5.3.

Znalez¢ polozenie réwnowagi i okresli¢ rodzaj rownowagi jednorodnego preta OA
o dhugosci 3/ 1 masie 2m zamocowanego przegubowo w punkcie O, na koncu ktore-
g0 umieszczona jest masa punktowa o wartosci 4m, jak na rys. 5.4. W jednej trzeciej
dhugosci preta, liczac od punktu O, zamocowana jest sprezynka o wspotczynniku
sztywnosci k. Sprezyna jest nicodksztatcona w przypadku, gdy pret OA znajduje si¢
w polozeniu pionowym.

4mg
Rys. 5.4. Mechanizm do zdania 5.3

Rozwigzanie:

Uktad ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedna wspotrzedng uogdlniong ¢.
Przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu przechodzaca przez punkt O. Energia po-

tencjalna uktadu jest suma energii potencjalnej cigzkosci dla masy 4m oraz dla preta

oraz energii potencjalnej sprezystosci:

U :—4mg3lcos(p—2mg%lcos(p+%k(lsin(p)2 =—151fnglcos.(p+%kl2 sin” @

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodna energii potencjalnej po
zmiennej uogoélnione;j:

%—U =—15mglsin @+ kI’ sin @cos @
¢
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S . ouU .
W potozeniu réwnowagi 0 0, awiec:
¢

sin(p(—lSm({gl+kl2 cos(p) =0
zatem:
15mg
lub =—
ub  coso ”

Pierwsze rownanie sin ¢ = 0 ma dwa rozwigzania:

sin@=0

¢,=0 lub ¢,=n

W drugim réwnaniu cos@ = 15}:7}; funkcja cosinus przyjmuje warto$¢ dodatnia

w pierwszej i czwartej ¢wiartce, zatem:

0, =arc cos[lsggj lub ¢, =2m—arc cos(lsz;gJ

Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodnej dla katow ¢, ¢,
P5> Py

2

[2] =cos (p(—lSmgl+ kI* coscp)+sin(p(—kl2 sin(p) =

¢
=—15mglcos @+klI’ (cos2 @—sin’ (p)

o’U

— | = —15mgl + kI’
0’

0=¢;=0"

W potozeniu ¢, = 0 wartos¢ drugiej pochodnej nie jest okreslona jednoznacznie
1 mozna rozpatrze¢ dwie sytuacje:
e —15mgl + ki*> > 0 stabilne potozenie rownowagi,
e —15mgl + kI*> < 0 niestabilne potozenie rownowagi,
Y

8_2 |<p=<p =n=15mgl+klz >0
(p 2

W potozeniu ¢, = = mamy rownowage stafa, czyli potozenie preta jest stabilnym
polozeniem rownowagi.

2 2
J (i| 15mg =—15mg115ﬂ+kl2 (%) —sin’ @ [=
a(p Q=@;=arc COS(T) kl
__225m’g” N 225m’g?
k k
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Zadanie 5.4.

Znalez¢ zaleznos¢, jaka powinna zachodzi¢ migdzy wspotczynnikami sztywnosci &,
1k,, aby potozenie rownowagi, byto stabilnym potozeniem rownowagi dla jednorod-
nego wspotsrodkowego walca o promieniu wewnetrznym 7 i zewnetrznym R, masie
6m, na ktérym umieszczono w punkcie A mase o wartosci 2m, a w punkcie D mase
m o wartosci, jak na rys. 5.5. Sprezyny sa nieodksztalcone w przypadku, gdy walec
znajduje si¢ w polozeniu, w ktorym $rednica AC jest prostopadia do podioza.

Rys. 5.5. Mechanizm do zadania 5.4

Rozwigzanie:

Uktad ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedng wspotrzedng uogodlniong o.
Przyjmijmy poczatek uktadu wspoétrzednych w punkcie C oraz lini¢ zerowego

potencjatu przechodzaca przez punkt C. Energia potencjalna uktadu jest sumg ener-

gii potencjalnej cigzkosci obu mas (energia potencjalna walca jest stala, wigc moze-

my ja poming¢) oraz energii potencjalnej sprezystosci:

2

U= 2n/ngrcos(p—111g(R—r)cos(p+%k1 ((R+r)sin(p)2 +%k2 (erin(p)

1
= (5mgr—mgR) cos o+ [5 k (R+ r)2 +2k,r? J(sin (p)2

Zakladamy mate drgania, zatem stosujemy przyblizenie:

sin@ =@

cos@=1- Lo
¢ > ¢

Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:

1 1

U =(5mgr— ng)(l —E(p2 )+ (Ekl (R+ r)z +2k,r’ )(p2

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodng energii potencjalnej po
zmiennej uogolnione;j:
%—U = —(5mgr—ng)(p+(k1 (R+r)2 +4k,r? )(p

¢
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o . oU :
W potozeniu réwnowagi % =0, wigc:

—(5mgr—ng)(p+(k1 (R+r)2 +4k2r2)(p=0
zatem:
¢o=0

Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodne;:

0°’U 2 2
W = —(Smgr —ng)+ (kl (R+r) +4k,r )
aby polozenie ¢ = 0 byto stabilnym potozeniem rownowagi, musi zachodzi¢ waru-
2
nek —- >0, zatem:
¢
—(Smgr—ng) + (kl (R+r)2 +4k,r? ) >0
k (R+ r)2 +4k,r* > Smgr —mgR
Zadanie 5.5.

Dwie jednorodne belki o masach m i dhugosciach /, polaczone sa przegubowo
w punkcie B. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze statej przegubowe;j,
a koniec drugiej belki potaczono z suwakiem jak pokazuje rys. 5.6. W punktach
A1 C zamocowano sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k = 9& W potozeniu

¢ = 0 sprezyna jest nicodksztalcona. Wyznaczy¢ potozenia rownowagi i okresli¢
rodzaj rownowagi.
D§

(o)

Rys. 5.6. Mechanizm do zadnia 5.5
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Rozwigzanie:

Uktad ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedng wspolrzedna uogolniong o.
Przyjmijmy poczatek uktadu wspotrzednych w punkcie O oraz lini¢ zerowego po-

tencjatu przechodzaca przez punkt O. Energia potencjalna uktadu jest suma energii po-

tencjalnej ciezkosci obu belek oraz energii potencjalnej sprezystosci:

U=m icos +m 3—lcos +lk 4—1—4—lcos 2 =
4 5 ¢+mg 5 ¢ 373 ¢
= 2mglcoscp+§kl2 (l—coscp)2
Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodng energii potencjalnej po
zmiennej uogolnione;j:
ou

16
— = 2mglsinp+—KkI* (1—cos®)sin
20 glsing+- ( ¢)sing

W potozeniu rownowagi Z—U =0, zatem:
¢

_sin(p{2mgl —%kl2 (l—COS(p)j =0

—sin¢ 2mgl—Eklz+Eklzcosq> =0
9 9
Zatem:

sinp=0  lub 2mgl—%klz+%klzcoscp:0

16
—2mg+—kl

164
9

cosQ =

Pierwsze rownanie sin o =0 dla ¢ e {O,g} ma jedno rozwigzanie:

¢, =0
9m

W drugim réwnaniu, podstawiajac za k = e

. 1 :
, otrzymujemy cos@ = 5 cosinus

dla pe O,g , zatem:
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0, ="
>3
Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodnej dla katow ¢, @,:

2

acpl{ = coscp[—ngH%kl2 —%kl2 cos (ijrsin(p(%kl2 sin(p] =

= (—2mgl+%klzjcosq)—§klz (cos2 ¢@—sin’ (p) =
= (—2171gl+%klzjcoscp—gkl2 cos2¢

o'U

w |&D=(P1=0: —ngl <0

W potozeniu ¢, = 0 warto$¢ drugiej pochodnej przyjmuje warto$¢ ujemng, zatem
mamy niestabilne potozenie rownowagi

o*U

6(p2 |<P:‘Pz :g

8§ , 8 16 8 9rmyg
=—mgl+—kI> +=kI’ =—mgl+—kI* =—mgl+—-—=1" =mgl > 0
TETE Ty T TET Ty T

W potozeniu ¢, =§ mamy réwnowage statg, czyli potozenie preta jest stabil-

nym polozeniem rownowagi.

Zadanie 5.6.

Dwie jednorodne belki o masach m i dlugosciach [/ potaczone sg przegubowo
w punkcie A. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze statej przegubowe;j,
a koniec drugiej belki potaczono z suwakiem o masie 2m, jak na rys. 5.7. Do suwa-

. o m /4 . 4
ka zamocowano sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k, :Tg’ srodki pretow

polaczone sa druga sprezyna o wspdtczynniku sztywnosci k, = 78w potozeniu

¢ = 0 sprezyny sg nieodksztalcone. Wyznaczy¢ potozenia rownowagi i okresli¢ ro-
dzaj rownowagi.

Rozwigzanie:
Uktad ma jeden stopien swobody, zatem przyjmiemy jedng wspotrzedna uogol-
niong ¢.

Przyjmijmy poczatek uktadu wspotrzgdnych w punkcie O oraz lini¢ zerowe-
go potencjatu przechodzaca przez punkt O. Energia potencjalna uktadu jest sumag
energii potencjalnej cigzkosci obu belek i suwaka oraz energii potencjalnej spre-
zystos$ci:
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Rys. 5.7. Mechanizm do zadnia 5.6
[ 31 1 2 1 2
U= mg5cos(p+mgEcos(p+2mg2lcos(p+5k2 (Zlcos (p) +5k] (l—lcos(p)

U = 6mgl cos 9+ 2k, 1> (cos (p)2 +%kll2 (1-cos (p)2

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodng energii potencjalnej po
zmiennej uogolnione;j:
oU . 2 . 2 ;
% =—6mglsin@—4k,I” cos @sin @+ 4k > (1-cos ¢)sin@

W potozeniu rownowagi Sa_U =0, zatem:
sin (p(—6mgl —4k,I” cos@+4k,I* (1—cos (p)) =0

sin@(—6mgl+ 4k, — (4K ” +4k,I” ) cos @) = 0
Zatem:

sing=0 lub —6mgl+4kl* —(4k [’ +4k,I Jcosp=0

_ —6mg +4k [’

cosP =
4k I + 4k,

151



V. POLOZENIE ROWNOWAGI

Pierwsze rownanie sin o =0dla @€ [O,g} . ma jedno rozwigzanie:

¢,=0
2
W drugim réwnaniu, podstawiajac za k, =% iza k, =$, otrzymujemy
1 i
cosp =— dla pe|0,— |, a wicc:
¢ > ¢ > ¢
0, ="
>3
Sprawdzmy teraz stabilnos¢ przez policzenie drugiej pochodne;j dla katow ¢ , ¢,

2

= cos (p(—6mgl+4kll2 —(4kll2 +4k,I? )cos (p)+sin (p((4kll2 +4k, 1P )sin(p) =

I¢*
= (—6rt1gl+4kll2 )cos(p—4l2 (k, +k, )(cos2 @—sin’ (p) =
= (—6mgl+4kll2 )cos(p—4l2 (k,+k,)cos2¢
2
3_12} lomg 0= —6mgl+ 4K — (4K +4k,I*) = —6mgl—42$12 = —14mgl <0
(p 1

W potozeniu ¢, = 0 warto$¢ drugiej pochodnej przyjmuje warto$¢ ujemng, zatem
mamy niestabilne potozenie rownowagi.
3

2
U 3mgl+2k112—(4k112+4k212)7=—3mg1+(2—2\6)k112—2k212f =

T

a(p2 9=p=3
=—3mgl + (2 - 2\/§)ng - 4\/§ng =-—mgl— 6\/§ng <0

Dlakata ¢, = g polozenie preta jest niestabilnym potozeniem rownowagi.

Zadanie 5.7.

Dwa jednorodne prety o dlugosciach 2/ 1 masach m sa zamocowane przegubowo, jak
pokazano narys. 5.8. Koniec pierwszego preta przymocowano do sprezyny o wspot-
czynniku sztywnosci k,. Srodki tych pretdw potaczono druga sprezyng o wspotczyn-
niku sztywnosci k,. W potozeniu pionowym spre¢zyny sg nienaprgzone. Okresli¢ wa-
runki, aby potozenie pionowe tych pretow bylo statycznym potozeniem rownowagi.

Rozwigzanie:
Uktad ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie wspotrzedne uogolnione
@, oraz @,.

Energia potencjalna uktadu pretow, jesli przyjmiemy lini¢ zerowego potencjatu
przechodzaca przez punkt A, jest suma energii potencjalnej cigzkosci 1 sprezystosci,
zatem jest rowna:
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4 ’“
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| |
A C

Rys. 5.8. Mechanizm do zadania 5.7

1 1
U =mglcos@, +mglcos @, +5k1 (2Ising, )2 +5k2 (Ising, —Ising, )2
Jezeli potozenie ma by¢ statycznym potozeniem rownowagi, to katy ¢, i ¢, mu-
szg by¢ mate, zatem stosujemy przyblizenie:
sinQ, = @, sin@, = @,

2

1 1,
cos @, zl_E(Pl cosQ, zl_E(Pz

Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:
1, 1 ,) 1 2 1 2
U=mgl| 1-=9] |+mgl| 1-=} |+—k (210,)" + =k, (Ip, ~lo,)

1 1 1
U= 2mgl+(2kllz —Emgl ](P]Z —Emgl(pi +5k212 ((102 _(Pl )2

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po
zmiennych uogo6lnionych ¢, i ¢,:

oU 1
30, - 2(2kll2 —Emgl J(p1 -k (9,-¢,)
oU
E =-—mgl, + kzl2 ((pz -0 )
- . oU _ . dU
W potozeniu rownowagi —— =01 —=0, zatem:
0, d9,

1
2(2k112 —5 el )(Pl —k,(9,-¢,)=0

—mgle, +k,I’ ((pz —¢ ) =0
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Otrzymany uktad jest uktadem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwiaza-
niem jest:

0,=6¢,=0

Obliczajac pochodne rzgdu drugiego, otrzymujemy:

2
OU 4k —mgl sk,
¢
2
G
0P,
2 2
‘U _ 0°‘U e
90,0, 90,0,
2 2
Wiemy, ze drugie pochodne — i — muszg by¢ wigksze od zera, wigc:

1 2

Ak’ —mgl+k,> >0 —mgl+k* >0

4kl+k2>$ k2>$

Dodatkowo spetniony musi by¢ warunek:

2
’U o°U [ 9°U
> - = >0
¢, ¢, | 0,0,

(42 —mgl+ k1) (~=mgl+ kP )~ (=k,1P) >0

Jezeli beda spetnione te wszystkie warunki, potozenie pionowe pretow bedzie
statycznym polozeniem rownowagi.

Zadanie 5.8.

Dwa jednorodne prety o dtugosciach 2/ i masach m polaczono przegubowo, a na
koncu preta AB, jak pokazano na rys. 5.9, umieszczono mase¢ 2m. Koniec pierwsze-
go preta przymocowano do sprezyny o wspdtczynniku sztywnosci k,. Koniec dru-
giego preta przymocowano do sprezyny o wspotczynniku sztywnosci k,. W potoze-
niu pionowym sprezyny sg nienaprezone. Okresli¢ warunki, aby potozenie pionowe
tych pretow bylo statecznym potozeniem rownowagi.
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k>

Rys. 5.9. Mechanizm do zadnia 5.8

Rozwigzanie:
Uktad ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie wspotrzedne uogolnione
@, oraz Q..

Energia potencjalna uktadu, jesli przyjmiemy lini¢ zerowego potencjatu przecho-
dzaca przez punkt O, jest suma energii potencjalnej ciezkos$ci i sprezystosci, zatem
jest rowna:

U = mglcos @, +(2mgl cos @, +mglcos @, ) +(4mgl cos ¢, +4mglcos @, )
+%k1 (ZZsin(p1 )2 +%k2 (ZZsin(p1 +2Isin@, )2

Po uproszczeniu mamy:

U =Tmgl cos ¢, +5mgl cos @, +%k1 (2Using,)’ +%k2 (2sing, +2Ising, )’

Jezeli potozenie ma by¢ statycznym potozeniem rownowagi, to katy ¢, i ¢, mu-
sza by¢ mate, zatem stosujemy przyblizenie:

sin@, = @, sin@, = @,
1 1
cos @, zl—E(plz cos @, :1—5<p§

Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:
1 2 1 2 1 2 1 2
U =Tmgl 1_5([)‘ +5mgl I—Ecp2 +5k1 (2l9,) +§k2 (21, +2l¢, )

U= 12mgl+(2kllz —%mgl )cpf —%mgltpi +2k, (9, +9,)’
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Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po
zmiennych uogolnionych ¢, i ¢,:
gU —2(2k & ——mgl)(pl +4k 1 (9, +0,)
¢,

oU
% =—5mglo, +4k,’ (¢, +¢,)

2

W potozeniu rbwnowagi 6—U =0i 8_U =0, zatem:

0o, o0Q,

2(2kllz —%mgl ](p1 +4k,I* (9, +¢,)=0
—5mgle, +4k,I* (¢, +9,)=0
Otrzymany uktad jest uktadem liniowym jednorodnym, wiec jego rozwiaza-
niem jest:
¢?,=9,=0
Obliczajac pochodne rzgdu drugiego, otrzymujemy:
OU _ 4> ~Tmgl+ 4k,

l

U Smgl+ 4k,
a 2

U U

= =4k, I’
00,0, 00,0,

2 2

Wiemy, ze drugie pochodne —- i —- muszg by¢ wigksze od zera, wigc:

1 (pZ
4k > —Tmgl+4k,)> >0  —5mgl+4k,> >0
Smg

k+k, > 8 K, > M8
4l 41

Dodatkowo musi by¢ spetniony warunek:

2
’U 9*U [ 9°U
> = >0
00, 99, | 99,0,

156



5.4. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

(46,2 —Tmgl + 4k, ) (~Smgl + 4k, ) (4K, ) >0

Jezeli beda spelnione te wszystkie warunki, potozenie pionowe pretow bedzie
statycznym potozeniem réwnowagi.

Zadanie 5.9.

Dwa jednorodne prety o dlugosciach / i masach m zamocowane sg na podporach
statych przegubowych, jak na rys. 5.10. Do konca pierwszego preta przymocowano
mas¢ o wartosci 2m, a do drugiego mas¢ o wartosci m. Obie masy potaczono spre-
zyng o wspdlczynniku sztywnosci k. W potozeniu pionowym pretdw, sprezyna jest
nienapr¢zona. Okresli¢ warunki, aby potozenie pionowe tych pretéw byto statycz-
nym polozeniem rownowagi.

Rys. 5.10. Mechanizm do zadnia 5.9

Rozwigzanie:
Uktad ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie wspotrzedne uogolnione
@, oraz @,.

Energia potencjalna uktadu pretow, jesli przyjmiemy lini¢ zerowego potencjatu
przechodzacg przez punkt zamocowania tych pretow, jest suma energii potencjalnej
cigzko$ci 1 sprezystosci. Zatem jest rowna:

U :—%mglcos(p1 —2mglcos @, —%mglcos(p2 —mglcos @, +%k(lsin(p2 —Ising, )2

U=—%mglcos(p1 —%mglcos(p2 +%k(lsin(p2 ~Ising,)’

Jezeli polozenie ma by¢ statycznym polozeniem rownowagi, to katy ¢, i ¢, mu-
sza by¢ male, zatem stosujemy przyblizenie:

sinQ, = @, sinQ, = o,

cosmlzl—%qﬁ cos%zl—%tpi
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Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:
5 1 3 1 1 2
U=-=mgl| 1-—¢; |-=mgl| 1-—=¢> |[+=kI* (¢, -
> g( 2%) > g( 2%) Sk (0= y)

U= —4mgl+%mgl(pl2 +%mgl(p§ +%kl2 ((p2 -0, )2

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po
zmiennych uogo6lnionych ¢, i ¢,:

oU 5
a—(pl = Emgl(pl _klz ((p2 _(pl)
ou 3
%0, = mgle, +kI* (9, - 9,)
W potozeniu rownowagi a—U =01 B_U =0, zatem:
0, 00,

5
Smelo —K (0, ~¢,)=0
3
Smele, Tk (9, -,)=0

Otrzymany uktad jest uktadem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwigza-
niem jest:

¢, =¢,=0
Obliczajac pochodne rzgdu drugiego, otrzymujemy:

U 5

=2 gl + kI?
o ¢
2
U 3 gtk
ap;, 2
2 2
00,0, 90,0,
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o*U . 0°U
2 1 2

Wiemy, ze drugie pochodne
0P, 0,

muszg by¢ wieksze od zera, wiec:

%mgl+k12>0 %mgl+klz>0

Te warunki sg zawsze spelnione.
Dodatkowo spelniony musi by¢ warunek:

2
’U d*U [ 9°U
> = >0
00, 99, | 99,0,

5 > )3 2 2\?
(Emgl+kl J(Emgl+kl )—(—kl ) >0

15
Zngzl2 +4mgkl’ >0

Powyzsza nierdéwnos¢ jest rowniez zawsze spetniona, wigc potozenie pionowe
tych pretow bedzie statycznym potozeniem réwnowagi.

Zadanie 5.10.

Dwa jednorodne prety o dtugosciach 2/ 1 masach m zajmujg potozenie pionowe, jak
pokazano na rys. 5.11. Konce pretow potaczono sprezyng o wspoétczynniku sztyw-
nosci k,. Dodatkowo w potowie dtugosci preta CE zamocowano sprezyng o wspot-
czynniku sztywnos$ci odpowiednio k, oraz do konca preta OB rowniez zamocowano
sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k. W potozeniu pionowym pretow sprezyny
sg nieodksztalcone. Okresli¢ warunki, aby potozenie pionowe tych pretow byto sta-
tycznym potozeniem réwnowagi.

AN
%’
<

Rys. 5.11. Mechanizm do zadania 5.10
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V. POLOZENIE ROWNOWAGI

Rozwigzanie:
Uktad ma dwa stopnie swobody, zatem przyjmiemy dwie wspotrzedne uogolnione
@, oraz ..

Energia potencjalna uktadu pretow, jesli przyjmiemy lini¢ zerowego potencjatu
przechodzaca przez punkt E, jest suma energii potencjalnej cigzkosci i sprezystosci,
zatem jest rowna:

1 1
U =mglcos@, +mg(21—lcos(p1)+5k1 (ZIs.in(p1 )2 +§k2 (lein(p1 —2lsing, )2
1
+Ek3 (lsin(p2 )2

Jezeli potozenie ma by¢ statycznym potozeniem rownowagi, to katy ¢, i ¢, mu-
szg by¢ mate, zatem stosujemy przyblizenie:

sin@, = @, sing@, = @,
1 1
cosp =1-—¢/  cosq, =1-—¢;

Podstawiajac do energii potencjalnej, otrzymujemy:

1 1 1 2
U:mgl(l—z(pl2 J+mgl(2—(1—5<p§ )]+5k1(2l<pl)
1 1
+§k2 (2lp, —2lp,)’ +5k3 (lp, )’
2 |1 2 1,5 1 2 2 2
U =2mgl+| 2k, —Emgl ¢, + 5k3l +5mgl 0 +2k,I* (9, - 0,)

Korzystajac z zasady Dirichleta, obliczymy pochodne energii potencjalnej po
zmiennych uogolnionych ¢, i ¢,:

oU
i (4kll2 —mgl)(p1 —4k212 ((p2 —(pl)
00,
U _ (k2 +mgl) @, + 4k, (9, ;)
09,
W potozeniu rownowagi ou =0i v =0, zatem:
0o, 0o,

(4K 1* —mgl) o, —4k,I” (¢, = ¢,) =0
(kP +mgl) o, +4k,I* (9, —9,) =0
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5.5.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Otrzymany uktad jest uktadem liniowym jednorodnym, zatem jego rozwiaza-
niem jest:

¢ =¢,=0
Obliczajac pochodne rzgdu drugiego, otrzymujemy:

2°’U
o

=4k, I> —mgl+ 4k, I’

2
OV ke +mgl+ 4k,
2

2 2
’U _ U akp
00,0, 90,0,
2 2

Wiemy, ze drugie pochodne — i — muszg by¢ wigksze od zera, wigc:
1 2

4k —mgl+4k,> >0 kI’ +mgl+4k,I> >0

k1+k2>% k3+4k2>_ﬂ
41 l
Dodatkowo spetniony musi by¢ warunek:

2
’U o°U [ 9°U
> - = >0
¢, 09, | 09,0,

(42 —mgl+ 4k, ) (k> + mgl + 4k, )~ (=42 ) >0

Jezeli beda spelnione te wszystkie warunki, polozenie pionowe pretow bedzie
statycznym polozeniem rownowagi.

5.5.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 5.11.

Na potkuli o promieniu R ustawiono jednorodny walec o masie m i wysokosci 4, jak
narys. 5.12. Znalez¢ zalezno$¢ miedzy promieniem potkuli a wysokoscia walca, tak
aby walec pozostawal w potozeniu réwnowagi trwate;j.
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V. POLOZENIE ROWNOWAGI

Rys. 5.12. Mechanizm do zadnia 5.11

Zadanie 5.12.
Jednorodna belka o masie m i dtugosci 2/ zamocowana jest w punkcie O na podporze
stalej przegubowej, a jej drugi koniec zawieszony jest na sprezynie o wspotczynniku

(2+\/§)mg
—

sob, ze moze przesuwac si¢ w poziomie. Dla kata ¢ = 0 sprezyna jest nieodksztatco-
na. Wyznaczy¢ polozenia rOwnowagi i okresli¢ rodzaj rownowagi.

sztywnosci k = , jak na rys. 5.13. Sprezyna zaczepiona jest w ten spo-

o)

Rys. 5.13. Mechanizm do zadnia 5.12

Zadanie 5.13.

Dwie jednorodne belki o masie m i dtugos$ci / potaczone sg przegubowo w punkcie
B. Koniec jednej belki zamocowany jest na podporze statej przegubowej, a koniec
drugiej potaczono z suwakiem, jak na rys. 5.14. W punktach A i C zamocowa-

9(2+\/§)mg
21

sprezyna jest nieodksztalcona. Wyznaczy¢ potozenia rownowagi i okresli¢ rodzaj
rownowagi.

no sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k = . W potozeniu ¢ = 0
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5.5.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Rys. 5.14. Mechanizm do zadnia 5.13

Zadanie 5.14.

Znalez¢ zalezno$¢, jaka powinna zachodzi¢ migdzy wspétczynnikami sztywnosci
i k,, aby potozenie rownowagi bylo stabilnym potozeniem réwnowagi dla jednorod-
nego walca o $rodku O, promieniu 7 i masie 4m, na ktérym umieszczono w punkcie
A masg o warto$ci , jak na rys. 5.15. Sprezyny sa nieodksztatcone w przypadku, gdy
walec znajduje si¢ w takim polozeniu, ze $rednica AB jest prostopadta do podtoza.
Zatozy¢ mate drgania.

%’
=

|
Rys. 5.15. Mechanizm do zadania 5.14

Zadanie 5.15.
Pret AB o dlugosci 2/ 1 masie m jest oparty o gltadka powierzchnig, jak pokazano
narys. 5.16. Do konca preta w punkcie A zamocowano sprezynke o wspotezynniku

sztywnosci k = % . Dla ¢ = 0 sprezyna jest nicodksztatcona. Wyznaczy¢ potozenia

rownowagi i okresli¢ rodzaj rOwnowagi.
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V. POLOZENIE ROWNOWAGI

A
Rys. 5.16. Mechanizm do zadania 5.15

Zadanie 5.16.

Korba OA o dhlugosci / 1 masie m potaczona jest przegubowo ze srodkiem preta

o dlugosci 2/ i masie 2m, jak na rys. 5.17. Koniec preta potaczony jest z punktem
3 ( 2+4/3 ) mg

zamocowania korby sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k = 5 Spre-

zyna jest nieodksztatcona, gdy korba i pret zajmujg potozenie pionowe. Wyznaczy¢
potozenia rownowagi i okresli¢ rodzaj rownowagi.

Rys. 5.17. Mechanizm do zadania 5.16

Zadanie 5.17.

Dwa jednorodne prety AD i EG o dlugosciach odpowiednio 3/ 1 2/, masach m moga
porusza¢ si¢ w plaszczyznie pionowej, jak pokazano na rys. 5.18. Konce pretow
pofaczono sprezyng o wspotezynniku sztywnosci k. Srodek preta EG potaczony jest
z jedng trzecig dtugosci preta AD sprezyng o wspotczynniku sztywnosci &,. Dodat-
kowo pret AD w dwoch trzecich dtugosci potaczony jest ze sprezyng o wspotezyn-
niku sztywnosci k,. W polozeniu pionowym pretow sprezyny s nicodksztatcone.
Okresli¢ warunki, aby polozenie pionowe tych pretéw byto statycznym polozeniem
rownowagi. Zatozy¢ mate drgania.
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5.5.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Rys. 5.18. Mechanizm do zadnia 5.17

Zadanie 5.18.
Dwa jednorodne prety o dlugosciach 3/ 1 masach m zajmujg polozenie pionowe,

jak narys. 5.19. Konce pretow potgczono sprezyng o wspotczynniku sztywnosci k.
Dodatkowo w dwoch trzecich dtugosci preta, liczac od zamocowania, kazdy z pre-
tow jest polgczony ze sprezyng o wspolczynniku sztywnosci odpowiednio £, i k..
W potozeniu pionowym pretow sprezyny sa nieodksztatcone. Okresli¢ warunki, aby
potozenie pionowe tych pretdw bylo statycznym potozeniem rownowagi. Zatozy¢
male drgania.

oY
\
\
2k
A v’WW‘—E
k;
cT—ww—LB
4 ks D
AW !
R
/
£l
AN

Rys. 5.19. Mechanizm do zadnia 5.18
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VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

Na poczatku XIX wieku pojawito si¢ trzecie sformutowanie mechaniki, ktore osta-
tecznie zostato sformutowane w 1834 roku przez irlandzkiego matematyka Willia-
ma Hamiltona i nosi nazwe¢ mechaniki hamiltonowskiej. Mechanika hamiltonowska,
podobnie jak mechanika lagranzowska, jest rtOwnowazna mechanice newtonowskie;.
Podejscie hamiltonowskie, w ktorym gtéwna role bedzie odgrywata funkcja Ha-
miltona, potocznie zwana hamiltonianem, jest bardziej elastyczne niz podejscie La-
grange’a. Funkcja Hamiltona ma interpretacje fizyczng i okresla catkowitg energig
uktadu, ktora jest czgsto wielkoscia zachowang. Podejécie hamiltonowskie w bardzo
prosty sposob pozwala przej$§¢ z mechaniki klasycznej do mechaniki kwantowe;.
W zwiazku z tym bardzo czesto stosujemy formalizm Hamiltona we wspodlczesnej
fizyce, astrofizyce, przy projektowaniu akceleratorow czgstek elementarnych.

6.1. FUNKCJA HAMILTONA

W rozdziale IV rozwazali§my funkcje Lagrange’a, ktdrg mozna opisa¢ za pomoca
niezaleznych wspoétrzgdnych uogdlnionych ¢, g, ..., g, predkosci uogdlnionych
4,»4,»+*»q, oraz czasu t. Zatem mozemy zapisac, ze L(q,,q,> g, »d,>d5> >4t ),
czyli L=L(q,4,t)=T-U .

Korzystajac z definicji pochodnej funkcji ztozonej, zrozniczkujmy ja po czasie:

d < oL . & 9L. oL
A G ad g ) =S g + 5 s 28 6.1
0 (45955 59,5815y >4, 1) EI 5 EI PR (6.1)

Korzystajac z rownania Lagrange’a (4.33), mozemy zapisac:

oL dJdL d .
q, dtodq, dt
Pochodna potencjatu kinetycznego po wspotrzednej uogdlnionej =— daje nam

9q;
pochodna pedu uogdlnionego, a z kolei pochodna potencjatu kinetycznego po pred-
L
kos$ci uogolnionej Y daje ped uogolniony (kanoniczny). Zatem wzor (6.1) mo-

i

zemy zapisa¢ w postaci:
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6.2. KANONICZNE ROWNANIA HAMILTONA DLA JEDNOWYMIAROWYCH UKEADOW ZACHOWAWCZYCH

= . oL d oL
—= g.+pg)+— / 6.3
dt ~ (pzqz plql) at dt = l(plql) at ( )
Jezeli funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu, wowczas — =0, czyli

ot

wzor (6.3) przyjmie postac:
AL d

dr  dr o l(p,q,)

Przenoszac wszystko na lewa strong, otrzymamy:

jt(i(p q.)- ] 0 (6.4)

Wyrazenie pod pochodng we wzorze (6.4) oznaczymy symbolem H i nazwiemy
funkcja Hamiltona lub hamiltonianem, zatem:

Hzi(piq'i)—L (6.5)

W podejsciu hamiltonowskim wspotrzednych definiuje punkt w przestrzeni 2s —
wymiarowej, ktora nazywamy przestrzenia fazowa. Rownania Hamiltona okreslaja
w jednoznaczny sposob trajektori¢ w przestrzeni fazowej, zaczynajac w dowolnie
wybranym punkcie poczatkowym.

6.2. KANONICZNE ROWNANIA HAMILTONA DLA JEDNOWYMIAROWYCH
UKLADOW ZACHOWAWCZYCH

Rozwazmy ruch w jednym wymiarze z sitami zachowawczymi, opisany jedng wspot-
rzedng uogolniong ¢, Energia kinetyczna zalezy zaré6wno od wspotrzednej uogol-
nionej ¢, jak i1 od predkosci uogolnionej g, natomiast energia potencjalna uktadu
zachowawczego zalezy tylko od wspotrzednej uogdlnionej g. Funkcja Lagrange’a
wyraza si¢ wzorem:

=L(4,4)=T(2:4)-U(q) (6.6)

Energia kinetyczna moze zaleze¢ od g tylko kwadratowo, a zalezno$¢ od moze
by¢ opisana dowolng funkcja A(q). Zatem funkcje Lagrange’a mozemy zapisac na-
stepujaco:

1 )
L=T—U=EA(q)q2—U(q) (6.7)
Hamiltonian w jednym wymiarze mozemy zdefiniowac jako:
H=pg-L (6.8)
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VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

Ped uogdlniony mozemy zapisac jako:

=—=A(q)g 6.9
P=3; (9)q (6.9)
Ze wzoru (6.9) wyprowadzimy wyrazenie opisujace predkos¢ uogdlniona:
. P .
qg=——~=4(9p) (6.10)
Alq)

Wstawiajac wyrazenie (6.10) do (6.8), dostajemy hamiltonian jako funkcj¢ opi-
sang dwiema niewiadomymi ¢ i p:

H(q,p)=p4(q»)-L(2:4(¢.)) (6.11)

Obliczajac pochodng hamiltonianu (6.11) po ¢, otrzymujemy wyrazenie:

OH _ @_[a_ua_@} o

o0 Tag | 9q 94 0q

L ,
Wiedzac, ze g— = p, wyrazenie (6.12) mozemy zapisa¢ w postaci uproszczone;j:
q

OH oL  doL_ d
OH_oL_ ddL_ d _ 6.13
o og draq at T O

Obliczajac pochodng hamiltonianu (6.11) po p, otrzymujemy wyrazenie:

oH [, ,0) 3Loi_, 6.14)
ap dp| 9qdp

Wyprowadzili§my rownania, ktore nazywac¢ bedziemy kanonicznymi rowna-
niami Hamiltona dla uktadow jednowymiarowych:

;o
-3,

on (6.15)

p 3

Otrzymalismy dwa rownania rézniczkowe rzedu pierwszego, natomiast sto-
sujac formalizm Lagrange’a otrzymaliby$my jedno rownanie rézniczkowe rzedu
drugiego.
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6.3. KANONICZNE ROWNANIA HAMILTONA DLA WIELOWYMIAROWYCH
UKLADOW ZACHOWAWCZYCH

Rozwazmy ruch w s wymiarowej przestrzeni z sitami zachowawczymi, opi-
sany przez wspotrzedne uogolnione ¢ = (q,, ¢,, ..., q,), predkosci uogdlnione
q:(qs,ql,qz’...,qs) i pedy uogélnione p = (p,, p,, ..., p,)-

Funkcje Lagrange’a mozemy zapisa¢ nastepujaco:

=L(q,4,t)=T-U (6.16)

Funkcje Hamiltona zapiszemy w postaci:

H=Y(p4,)-L (6.17)
i=1
Pedy uogdlnione beda si¢ wyraza¢ wzorem:
oL(q,q.t
i=M, i=1,2,...s (6.18)
94,

Wzér (6.18) mozemy potraktowaé jako uktad réwnan z niewiadomymi, zatem
predkosci uogolnione mozemy zapisac jako funkcje wspotrzednych uogdlnionych ¢,
pedow uogolnionych p i czasu ¢

=q(q.p.t)

Eliminujac predkosci uogolnione, otrzymujemy hamiltonian w postaci:

H=H(q,p.t) ZPq, . p.t)-L(9.4(q p:t).t) (6.19)
Obliczajac pochodng hamiltonianu (6.19) po ¢, otrzymujemy wyrazenie:
s 7. aq.
——2 P, % | oL za—,Li (6.20)
9, S70q |oq, S ; 99,

. L . . . .
Wiedzac, ze g— = p,, wyrazenie (6.20) mozemy zapisa¢ w postaci uproszczonej:

OH dL _ d oL _ —i,:—i’i (6.21)

8ql aq dtog,  dt P
Obliczajac pochodng hamiltonianu (6.19) po p, otrzymujemy wyrazenie:
s 0g, s 0q.
Y (622)
ap, Ip; | 794, 9p,
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VI. MECHANIKA HAMILTONOWSKA

WyprowadziliSmy réwnania, ktére nazywac¢ bedziemy kanonicznymi réwna-
niami Hamiltona dla uktadow wielowymiarowych.

za_H

i=1,2,...,s (6.23)

6.4. FUNKCJA HAMILTONA DLA UKEADOW SKLERONOMICZNYCH

Rozwazmy uktad sklerononiczny, czyli uktad, w ktorym zwiazek miedzy wspot-
rzednymi uogdlnionymi i kartezjanskimi jest niezalezny od czasu:

ru :ra(ql’qZ""’qs) (624)
Wspolrzgdne okreslone w ten sposob czgsto nazywamy wspolrzednymi natu-
ralnymi.
Wyrazmy energi¢ kinetyczng uktadu za pomoca wspotrzgdnych uogdlnionych
(6.24):
1
T==Ym,i. 6.25
3 i (6.25)

Roézniczkujac wspolrzedne okreslone wzorem (6.24) po czasie, otrzymujemy:

b=y (6.26)

Podnoszac (6.26) do kwadratu, otrzymujemy:

. 2 .
¥, (6.27)
Z aq] aqk
Wstawiajac (6.27) do wzoru na energi¢ kinetyczng (6.25), mamy:
1 L, 1 ..
= 2 =52kA,-kqjqk (6.28)
o s

Gdzie suma A, jest rowna:

Ajk =Ajk (q1’q2’ ’qS) Z

or, or,
8%8%
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6.5. METODYKA ROZWIAZYWANIA ZADAN Z UZYCIEM KANONICZNYCH ROWNAN HAMILTONA

Obliczajgc ped uogolniony p, zrozniczkujemy funkcje Lagrange’a po predkosci
uogolnionej g, :
oL dT
=—=—=Y A4,
P=aq "ag oM

j

(6.29)

Wstawiajac do wyrazenia z hamiltonianu (6.5), otrzymujemy:

i(piqi )= Z[ZA% }7]‘ =2 A4, =2T (6.30)

i=1 i\

Zatem hamiltonian przyjmie postaé:
HZZ(piqi)_L=2T_(T_U):T+U (6.31)
i=1

Hamiltonian w ukladach skleronomicznych jest sumg calkowitej energii
ukladu.

6.5. METODYKA ROZWIAZYWANIA ZADAN Z UZYCIEM KANONICZNYCH
ROWNAN HAMILTONA

Formalizm hamiltonowski jest alternatywnym sposobem zapisywania rownan ru-
chu. Stosujemy go do zadan, w ktorych nie wystepuje tarcie. Rozwazajac uktad
o s stopniach swobody, w wyniku otrzymujemy 2s rownan rézniczkowych pierw-
szego rzedu.
Etapy rozwigzywania zadan metodg kanonicznych rownan Hamiltona mozemy
przedstawic nastepujaco:
* Okresl liczbe stopni swobody uktadu i przyjmij wspotrzedne uogélnione (be-
dzie ich tyle, ile uktad posiada stopni swobody).
» Okresl lini¢ zerowej energii i zapisz energi¢ kinetyczng i potencjalng uktadu.
»  Wyznacz funkcj¢ Lagrange’a (potencjat kinetyczny).
* Znajdz pedy uogolnione jako pochodne funkcji Lagrange’a po predkosciach
uogolnionych.
*  Wyraz predkosci uogolnione za pomoca pedow uogolnionych i wspotrzed-
nych uogolnionych.
» Zapisz hamiltonian i wyraz go za pomocg pedow uogolnionych i wspotrzed-
nych uogolnionych (bezpiecznie jest korzysta¢ ze wzoru (6.5)).
* Oblicz pochodne funkcji Hamiltona i zapisz kanoniczne réwnania Hamiltona
(6.23).
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6.6. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

W zadaniach w tym rozdziale pomijamy tarcie oraz sile tarcia zapewniajgcq toczenie.

Zadanie 6.1.
Pret AB o masie 2m 1 dlugosci 2/ przedstawiony na rys. 6.1 polaczony jest ze spre-

zyng o wspotczynniku sztywnosSci k. Sprezyna jest nieodksztatlcona w pionowym
potozeniu preta i stale zachowuje kierunek poziomy. Znalez¢ sformutowanie hamil-
tonowskie opisujgce ruch tego preta.

Rys. 6.1. Mechanizm do zadania 6.1

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.1 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem

jedna wspotrzedna uogdlniong ¢. Pret wykonuje ruch obrotowy wokot punktu A.
Energia kinetyczna preta jest rowna:
1

TZEIA(pZ

Wyznaczymy moment bezwladno$ci preta wokot punktu A:
1 2 8
I, ==2m(2l) =—ml’
Wstawiajac wyliczony moment bezwtadnosci do wzoru na energie kinetyczna,
otrzymujemy:
4
T=—ml*¢’
3 ¢
Energia potencjalna uktadu jest suma energii potencjalnej cigzkosci preta AB
i energii potencjalnej sprezystosci. Przyjmujemy lini¢ zerowego potencjatu przecho-
dzaca przez punkt A.
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U:2mglcosq>+ék(ZZsin(p)2
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U
4 5.5 1 URY
L:Eml ¢ —2mglcoscp—5k(2lsm(p)

Wyznaczamy ped uogolniony jako pochodng funkceji Lagrange’a po predkosci

uogo6lnionej ¢:
op 3
Z powyzszej zaleznosci wyznaczymy predkos¢ uogolniona jako funkcje pedu:
3p

8ml*

Zapiszemy funkcje Hamiltona i wyliczong predkos¢ 6 wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyskac funkcje zalezng od ¢ i od pedu:

0=

H=¢p-L

H= (])p—gmlz('p2 +2mglcos(p+%k(?.lsin(p)2

37 4 L 3p ) 1 URY
= ——ml +2mglcos @+—k(2lsin
8ml* 3 (8ml2 greos® 2 ( ?)
2
H= 125112 +2mglcosq)+%k(2lsin(p)2

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

. _O0H 3p
*= dp  8ml’

p= —%—H =2mglsin@—2klsincos @
¢

Zadanie 6.2.
Na rys. 6.2 przedstawiono maszyn¢ Atwooda sktadajaca si¢ z beztarciowego bloku

0 masie 4m 1 promieniu 7, przez ktéry przerzucono niewazkg ni¢ i zawieszono dwa
ciata: A o masie 2m i B 0 masie m. Znalez¢ sformutowanie hamiltonowskie opisujg-

ce ruch tego mechanizmu.
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A |:|2m

Rys. 6.2. Mechanizm do zadania 6.2

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.2 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem
jedna wspotrzedna uogolniona @. Blok o srodku O wykonuje ruch obrotowy, a masy
A1 B poruszaja si¢ ruchem postepowym.

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej walca i energii kinetycz-
nej mas A i B. Oznaczmy blok o $rodku O jako (1), mase A jako (2) i mase B jako
(3), zatem:

T=T+T,+T,
|
T1:§Io(p2
1 2
T2=§-2va
1
Ezamﬁ

Wyznaczymy moment bezwtadno$ci walca wokot punktu O:

I, = %4mr2 =2mr’

Predkos¢ masy A bedzie taka sama jak predkos¢ masy B, co mozemy latwo za-
uwazy¢, przyjmujac w punkcie O chwilowy $rodek obrotu:

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

T zélo('p2 +mv) +%mv§
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T= L 2mr’ @’ +mr’ +lmr2('p2
2 2
5 2.2
T=—mr
> ¢
Energia potencjalna uktadu jest suma energii potencjalnej ci¢zkosci mas A i B.
U=2mgro — mgro
U=mgr¢
W tym przypadku zwiazek miedzy wspotrzednymi uogolnionymi a wspotrzedny-
mi kartezjanskimi jest niezalezny od czasu. Mozemy zatem od razu zapisa¢ funkcje
Hamiltona jako catkowitg energi¢ uktadu:
H=T+U
H= 5 2.2
=3 mr-@° +mgro

Wyznaczamy ped uogélniony jako pochodna energii kinetycznej, ktora w tym
przypadku jest rowna funkcji Lagrange’a po predkosci uogolnionej ¢ :

p=£=5mr2¢

¢
Z powyzszej zaleznos$ci wyznaczymy predkos¢ uogolniona jako funkcje pedu:

p

5mr?

(p:

Wyliczong predko$¢ ¢ wstawimy do hamiltonianu, aby uzyska¢ funkcje zalezng
od 1od pedu:

5 .
H= Emrz(p2 +mgr@

H —émr2 2 +mgr@
2 S5mr? g

p2
H= +mgor
10mr? gre

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:
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b OH __p
dp Smr’
oH

p =—£=—mgr

Jezeli nie mamy pewnosci, ze nasz uktad jest skleronomiczny, nalezy skorzystac
ze wzoru na funkcj¢ Hamiltona w postaci H =@p—L.

Zadanie 6.3.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.3 dwa wodziki o masie 2m sg potaczone
pretem AB o dlugosci 2/ i masie m. Znalez¢ sformutowanie hamiltonowskie opisu-
jace ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.3. Mechanizm do zadania 6.3

Rozwiqzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.3 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem
jedna wspotrzedna uogdlniong . Pret AB wykonuje ruch plaski, natomiast wodziki
A1 B poruszaja si¢ ruchem postepowym.

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii kinetycznej preta AB i energii kine-
tycznej wodzika A i B. Oznaczmy pret AB jako (1), wodzik A jako (2) i wodzik B
jako (3), zatem:

T=T,+T,+T,

2

1. ., 1
T :EIs(pz +5mvs

1
T2:5-2mvi

1 2
T3:5'2mv3
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Wyznaczymy moment bezwladnos$ci preta AB wokot punktu S:

1 2 1
I,=—m(2l) ==—ml’
Wspotrzedne punktu S sa réwne:

x; =Isin@ ys=lcos@
X, =Ilcos@p y,=—Isin@@P
Predko$¢ punktu S jest rowna:
=i,
ve = (lcos(p ('p)2 +(—lsin(p ('p)2
V=1
Wspotrzedne punktu A sg rowne:

x,=0 y, =2lcos@

x,=0 ¥, =—2lsin@®
Predkos¢ punktu A jest rowna:
=545,
v = (—ZZsin (p('p)2
v: =4 sin® ¢’

Wspotrzedne punktu B sg rowne:
x, =2lsin@ y,=0
Xy =2lcos@p  y,=0

Predkos¢ punktu B jest rowna:
n=8+5
v = (21 cos (p('p)2
v =41° cos’ 0§’
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Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energi¢
kinetyczna, otrzymujemy:

1., 1
T:EIS(p2 +5mv§ +mv, +mv,,

T= ml*@* +— mlz(p +mdl’ sin® @ ¢° +m4l* cos® ¢ ¢

()JI»—l

1
2

2 2

ml*@* +4ml* ¢ ml* ¢

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdtuz osi. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie suma energii
potencjalnej cigzkosci preta AB 1 wodzika A:

U=mgl cos ¢ +2mg2l cos ¢
U= 5mgl cos ¢
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U
14 .
L= ?mlz(p2 —5Smglcos @

Wyznaczamy ped uogoélniony jako pochodng funkcji Lagrange’a po predkosci
uogdblnionej ¢:

_oL 28
B(‘p 3

Z powyzszej zalezno$ci wyznaczymy predkos¢ uogolniong jako funkcje pedu:

ml*¢

3p
28ml?

(p:

Zapiszemy funkcje Hamiltona i wyliczong predkos$¢ ¢ wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyskac¢ funkcje zalezng od ¢ i od pegdu:

H=¢p-L

H :('pp—%mlz(p2 +5mglcos =

2
37 1, 3
28ml 3 28ml

2
) + 5mgl cos @
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2

3p
H= + 5mgl cos
56ml? g ¢

Wyznaczamy kanoniczne réwnania Hamiltona:

_OH _ 3p
¢ dp  28ml’

. OH .
p=———="5mglsin¢@
¢

Zadanie 6.4.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.4 koto zgbate o masie 2m jest urucha-
miane korbg o masie m i dlugosci R + r, gdzie R = 2r. Znalez¢ kanoniczne réwnania
Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.4. Mechanizm do zadania 6.4

Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.4 ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem
jedna wspotrzedng uogolniona ¢. Korzystajac z chwilowych $rodkéw obrotu, ktore
znajduja si¢ w punkcie O oraz na styku tych dwoch kot zapiszemy ¢, w zalezno$ci
od predkosci uogdlnionej ¢.

vA:(r+R)('p v, =1,
(r+2r)('p:r('p1
¢1Z3¢

Pret OA wykonuje ruch obrotowy, koto o srodku O jest nieruchome, natomiast
koto zgbate o $rodku A porusza si¢ ruchem ptaskim.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej preta OA i energii kine-
tycznej kota zgbatego o srodku A. Oznaczmy pret OA jako (1), koto zebate jako (2),
zatem:
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T=T +T,
1.
T :Elo(p2
| 1
T2 =§IA(p12 +52m‘Vi

Wyznaczymy moment bezwtadnosci preta OA wokot punktu O i kota zgbatego
wzgledem $rodka A:

I, :%m(R+r)2 =3mr’

1

I, =—2mr’ =mr*

Wspolrzgdne punktu A sa rowne:
x, =3rsin@ y, =3rcos@
x,=3rcos@®  y,=-3rsin@@

Predko$¢ punktu A jest rowna:
=545,
vi= (37’cos(p('p)2 +(—3rsin(p('p)2
v: =9r¢’

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

1. 1
T=—I1¢"+=1 ¢, +mv
) ¢ 5 ¢,
1 2.2 1 20,2 2.2
T=E3mr ¢ +Emr 90" +m9r-¢

T =15mr* ¢’
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca przez punkt O. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie sumag

energii potencjalnej ciezkos$ci preta AB i kota zgbatego o $rodku A.

U= mg%rcos(p+2mg3rcos(p
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U= % mgr cos @
Funkcja Lagrange’a jest rowna:

L=T-U

o 1
L=15mr’*¢’ —?Smgr cos @

Wyznaczamy ped uogoélniony jako pochodng funkcji Lagrange’a po predkosci
uogodlnione;j

p= a—L =30mr’¢
90

Z powyzszej zaleznosci wyznaczymy predkos¢ uogolniong jako funkcje pedu:

p

- 30mr?

Zapiszemy funkcje Hamiltona i wyliczong predkos¢ ¢ wstawimy do hamiltonia-
nu, aby uzyska¢ funkcje zalezng od ¢ i od pgdu:

H=¢p-L
2
H=@p—15mr’®’ +7,5mgrcos @ = P “15mr?| L +7,5mgr cos @
30mr’ 30mr’
__F +1—5m rCcosQ
60mr® 2 &

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

p=OH __p
dp 30mr’
pz—a—H=7,5mgrsin(p
90

Zadanie 6.5.

Zapisa¢ kanoniczne roéwnania Hamiltona opisujace ruch mechanizmu przedstawio-
nego na rys. 6.5. Zaktadamy, ze linki sa niewazkie i nierozciagliwe. Przyja¢ dane:
m, 1, r,R=2r k.
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B 2m, r
e

Rys. 6.5. Mechanizm do zadania 6.5

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze w punkcie E znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu. Poréwnujac
przemieszczenia wzdhuz linki taczacej oba krazki, otrzymujemy:

re, =4rg,

0, =40,

Mechanizm ma jeden stopien swobody, przyjmijmy zatem jedng wspotrzedna
uogoblniong ¢,. Krazek o srodku O wykonuje ruch ptaski, kragzek o srodku B wyko-
nuje ruch obrotowy, a masa A porusza si¢ ruchem postgpowym.

Energia kinetyczna ukladu jest sumg energii kinetycznej krazkéw o srodku B
1 O oraz energii kinetycznej masy A. Oznaczmy krazek o srodku O jako (1), krazek
o srodku B jako (2) i mase¢ A jako (3), stad:

T=T +T,+T,

| 1
Tl ZEIO(pIZ +54mv§

2
1

|
T2 =§IB([)

1
ﬂ=5mﬁ

Wyznaczymy moment bezwtadnosci kragzka o srodku B, poniewaz dla krazka
o $rodku O jest dany i wynosi /:
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1

I, =—2mr’ =mr’
2

Predkosci punktow A 1 O wyznaczymy, korzystajac z chwilowych §rodkoéw obro-
tu, ktore jak wezesniej wspomniano znajdujg si¢ w punktach B i E.

v, =1, =4rQ,
v, =2rQ,

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna otrzymujemy:

| 1o, 1
TZEIO(pf+2mv§+EIB(pf+5mvi
_1 .2 2.0, 1 2.2 2.2

T—EI(p1 +8mr @, +Emr ¢, +8mr @,

133 ..,
T=|=-I+—mr
(3145 Jo

Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie suma energii potencjalnej ciez-
kosci krazka o srodku O i masy A oraz energii potencjalnej sprezystosci.
Energia potencjalna jest rowna:

U =—4mgro, +8mgre, +%k (2re, )2
U =4mgre, +%k(2r(pl )2
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U

1. 33 . 1 2
L= [51+7mr2 j(pl2 —4mgro, —Ek(Zr(pl)

Wyznaczamy ped uogélniony jako pochodng funkcji Lagrange’a po predkosci
uogolnionej @, :
=a—.L=(I+33mr2)('p]
9P,
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Z powyzszej zaleznos$ci wyznaczymy predkos¢ uogolniong jako funkcje pedu:
. __ P
i I1+33mr’

Zapiszemy funkcje¢ Hamiltona i wyliczong predko$¢ wstawimy do hamiltonianu,
aby uzyska¢ funkcj¢ zalezng od ¢, i od pedu:

H= (plp_L
H :q)lp—[%IJr%mﬁj(pf +4mgro, Jr%k(Zr(p1 )2

2
P’ 1+33mr’ P 1 2
H= - +4 +—k(2

1+33mr [ 2y T ) FAmere o k(2re)

2

p

1 )
H=—2% 14 —k(2
2(I+33mr2)+ mgray o k(2re)

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

. OH p
(p:—:—z
op I1+33mr

p= _8_H =4mgr + 4kr2(p1
f6[0}

Zadanie 6.6.

Do walca o masie 2m i promieniu toczacego si¢ po ptaszczyznie pod wptywem
przytozonej sity zachowawczej F, ktorej odpowiada energia potencjalna U(o), przy-
mocowany jest za pomocg sprezynki o wspotczynniku sztywnosci & suwak o masie
m. W chwili poczatkowej sprezyna jest nicodksztatcona i tworzy z podtozem kat
45°. Znalez¢ kanoniczne rownania Hamiltona opisujace ruch takiego mechanizmu,
ktory zostat przedstawiony na rys. 6.6.

¢
N\
P A C F
B
U=0 D
X
—

Rys. 6.6. Mechanizm do zadania 6.6
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Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.6 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspolrzedne uogolnione @ i x.

Walec porusza si¢ ruchem ptaskim, a suwak wykonuje ruch postgpowy.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej walca i energii kinetycz-
nej suwaka B. Oznaczmy walec jako (1), suwak jako (2), zatem:

T=T+T,

. 1
Tl ZEIC(PZ +§2mVé

1
T, = Emvé

Wyznaczymy moment bezwladno$ci walca wzgledem $rodka C:

1

I, =—2mr’ =mr’
2

Xc

Rys. 6.6a

Wspotrzedne poszczegolnych punktow zapiszemy nastepujaco i obliczymy pred-
kosci tych punktow.
Dla punktu B:

Dla punktu C:
Xe =X, +rQ=2r+rQ
Ve =70
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Dla punktu A:
X, =X,—TCOSQ=2r+rp—rcoso@
y,=r+rsing

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

T :%IC(PZ +mvé +%mv;
T =lmr2('p2 +mr’ ¢’ +lrm'c2
2 2

T= imrz(p2 +lm)'c2
2 2

Dhugosc¢ sprezyny w dowolnej chwili 7 > 0 jest rowna:

I= \/(xA — Xy )2 +(yA — ¥ )2 = \/(2r+r(p—rcos(p—x)2 +(r+rsin(p—0)2
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalna, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdhuz ptaszczyzny. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie

suma energii potencjalnej ciezko$ci walca, energii potencjalnej sprezystosci i energii
potencjalnej od sity zachowawczej U(o).

U= 2mgr+%k(\/m—r\/§)2 +U((P)

2
U =2mgr+%k(\/(2r+r(p—rcos(p_x)2 +(r+rsin(p)2 _rx/ij +U((p)

2
Niech f(x,(p)=%k(\/(ZV+1’(p—rcos(p—x)2+(r+rsin(p)2 —r\/a) , wigc:

U= 2mgr+f(x,(p)+U((p)
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U

L :%mrzc'p2 +%m5c2 —2mgr—f (x,¢)-U(¢)
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Wyznaczamy pedy uogolnione sprzgzone odpowiednio ze wspoirzednag ¢ i x jako
pochodne funkcji Lagrange’a po predkosci uogdlnionej ¢ i x:
¢

oL
=— =3mr’q
3 mr-Q

P, —g—mx

Z powyzszych zaleznosci wyznaczymy predkosci uogdlnione ¢ i x w funkcji
pedu:

Zapiszemy funkcj¢ Hamiltona, a wyliczone predkosci ¢ 1 x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskac funkcje zalezng od wspotrzednych uogolnionych i od pedow:

H:¢p¢+xpx—L

H=gp, +%p, —%mrz(p2 —%mxz +2mgr+f(x,(p)+U((p)

H Pi +P_§ 3 5 P; _ﬂpazc

= ——mr

2 , U
3mrr m 2 (3mr2)2 2m2+ mgr+f(x(p)+ ((p)

2 2
H :6::)1—‘;2+5—;‘n+2mgr+f(x,(p)+U((p)

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

(=0 __Po_
¢ dp, 3mr’
5 __a_szf(x,(p)+dU((p)
odp do de

O _p
dp, m
_ 9H _df(x9)
_px ox dx
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Zadanie 6.7.

Do wspotsrodkowego walca o masie 2m, momencie bezwtadnosci /, promieniu we-
wnetrznym 7 1 promieniu zewnetrznym R = 37 toczacego si¢ po plaszczyznie pod
wplywem przylozonej sity zachowawczej F, ktorej odpowiada energia potencjalna
U(9,), przymocowany jest za pomocg sprezynki o wspofczynniku sztywnosci k krg-
zek o masie m i promieniu R. Do krazka przymocowana jest nierozciagliwa, niewaz-
ka ni¢, na ktérej zawieszono ciezar o masie m, ktory w chwili poczatkowej znajduje
sie w odlegtosci H od punktu B. Znalez¢ kanoniczne rownania Hamiltona opisujace
ruch tego mechanizmu, przedstawionego na rys. 6.7.

Rys. 6.7. Mechanizm do zadania 6.7

Rozwigzanie:
Porownujac predkosci poczatku i konca linki, otrzymamy:

Va= prz = 3r¢2

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.7 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy za-
tem dwie wspotrzedne uogoélnione ¢, i ¢,.

Walec porusza si¢ ruchem ptaskim, krazek wykonuje ruch obrotowy, a masa A
porusza si¢ ruchem postepowym.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej walca, energii kinetycz-
nej krazka i energii kinetycznej masy A. Oznaczmy walec jako (1), krazek jako (2)
a masg A jako (3), stad:

T=T,+T,+T,

| 1
Tl Zzl(plz +52mvé

|
Tz :513@2

1
T =omv,
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Wyznaczymy moment bezwladnosci krazka wzgledem $rodka B:

I, :%m(3r)2 :%mr2

W punkcie D znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu dla walca, zatem predkos¢
$rodka walca jest rowna:
Ve =1,

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

1 ., 1 ., 1
T ZEI(P? +52mvé +§IB(p§ +§mVi
1. 2,9 2,9 .
T ZEI(plz +mr’@ +Zmr2(p§ +§mr2(p§

1 o, 27 .
T= (§I+ mr’ )(pl2 +7mr2(p§
Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca wzdluz ptaszczyzny. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie
sumg energii potencjalnej cigzko$ci masy A, energii potencjalnej sprezystosci i ener-
gii potencjalnej od sity zachowawczej U(9,):
1 2
U=-mg(H-3ro, )+5k(4r(p1 -3r,) +U(¢,)
Funkcja Lagrange’a jest rowna:

L=T-U

L =(%I+mr2 J(pf +%T7mr2('p§ +mg(H—3r(p2)—%k(4r(p1 -3ro, )2 -U(9,)

Wyznaczamy pedy uogdlnione sprzgzone odpowiednio ze wspotrzedng ¢, i o,
jako pochodne funkcji Lagrange’a po predkosci uogélnionej ¢, i @, :

oL .
pgo] :a—(bl=(1+2m7'2)(pl
p(pz a(pz 2 (pz
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Z powyzszych zalezno$ci wyznaczymy predkosci uogélnione ¢, i ¢, w funkcji
pedu:

Zapiszemy funkcj¢ Hamiltona i wyliczone predkos¢ ¢ i x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskac¢ funkcje zalezng od wspoétrzednych uogdlnionych i od pedow:

H:(.plp(pl +¢2p(p2 _L

2 2 2 2 4 2
H= Py + P, _1(1+2m?2)—pwl ——ﬂmr2i+

(+2mr%)  27mr* 2 (r+2m?) 4 (27m)

1
+mg(H—3r(p2)+5k(4f(P1 —3rQ, )2 +U(¢,)

2 2
p‘Dl + p‘Pz

H=
2(I+2mr2) 27mr

1
- +mg(H—3r(p2)+5k(4r(pl -3ro, )2 +U((p1)

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

& = 0H _ p,,

: ap,, (I+2mr2)

. oH du(e,)
=20 4k (49, — 3¢, ) — )

Po =30 r* (49, -30,) 20
_OH _ 2P,

? ap,, 27mr?

P = —8—H = —3mgr+3kr2 (4(pl —3(p2)

(2 8(p2

Zadanie 6.8.

Narys. 6.8 przedstawiono maszyn¢ Atwooda sktadajacg si¢ z beztarciowego blo-
ku o masie 3m i1 promieniu 7, przez ktory przerzucono niewazka ni¢ i zawieszono
cialo A o masie 2m i ciato B o masie m za pomocg sprezynki o wspotczynniku sztyw-
nosci k. Uktad porusza si¢ pod wptywem przylozonej do ciata B sily zachowawczej
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F, ktorej odpowiada energia potencjalna U(x). Znalez¢ sformulowanie hamiltonow-
skie opisujace ruch tego mechanizmu.

Rys. 6.8. Mechanizm do zadania 6.8

Rozwigzanie:
Mozna tatwo zauwazy¢, ze w punkcie O znajduje si¢ chwilowy $srodek obrotu walca,
zatem predkos¢ masy A mozemy zapisac jako:

V=19

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.8 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy za-
tem dwie wspotrzedne uogoélnione — ¢ oraz x. Blok o srodku O wykonuje ruch obro-
towy, a masy A i B poruszajg si¢ ruchem postgpowym.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej walca i energii kinetycz-
nej mas A i B. Oznaczmy blok o srodku O jako (1), mase A jako (2) i mas¢ B jako
(3), zatem:

T=T+T,+T,
|
T1 - EIo(p2
1 2
T, = 5 2mv,
1
T 5’”"12;
Wyznaczymy moment bezwladno$ci walca wokot punktu O:
1
I, =—3mr’ :imr2
2 2
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Predkos¢ masy B jest rowna:
=x

B

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie¢
kinetyczna, otrzymujemy:

1 1
T :Elo('p2 +mv, +5mv123
T =§mr2('p2 errz('p2 +lrm‘c2
4 2

T= Zmrz('p2 +lm9'c2
4 2

Energia potencjalna uktadu jest sumg energii potencjalnej cig¢zkos$ci mas A i B
oraz energii potencjalnej pochodzacej od sity zachowawczej F:

1
U= mgx—2mgr(p+5k(x—r(p)2 +U(x)
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U

L z%mrz('p2 +%m9’c2 —mgx+21fi1gr(p—%k(x—r(p)2 -U(x)

Wyznaczamy pedy uogdlnione sprzezone odpowiednio ze wspotrzedng ¢ i x,
jako pochodne funkcji Lagrange’a po predkosci uogélnionej ¢ i x.

Py =L Loy
99 2
p:a—L:mx
*oox

Z powyzszych zalezno$ci wyznaczymy predkosci uogélnione ¢ i x w funkeji
pedu:



6.6. ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

Zapiszemy funkcje Hamiltona, a wyliczone predko$¢ ¢ i x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskac funkcje zalezng od wspoétrzednych uogdlnionych i od pedow:

H=(pp(p+xpx—L

H :(PPq, +xp, —%mrz('p2 —%ma’cz +mgx—2;11grq>+%k(x—r(p)2 +U(x)

2p. p? 4p; 2
H=L“°2+&—zmr2¢2—mp—"z+mgx—2nfzgr(p+lk(x—r(p)2 +U(x)
Tmr- m 4 (7mr2) 2m 2
Py . P 1 )
H=7m—‘°rz+ﬁ+mgx—2mgr(p+5k(x—r(p) +U(x)

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

oo OH _ 2P

op, Tmr’
. oH
p@z—%=2mg—kr(x—r(p)
LM _p.

ap, m
. OH dU (x)
o=y = mek(emre) -,

Zadanie 6.9.

Pret o dtugosci 2/ 1 masie potaczono za pomoca sprezynki o wspotezynniku sztyw-
nosci k z suwakiem o masie 2m, jak na rys. 6.9. Do suwaka przytozono site zacho-
wawczg F, ktorej odpowiada energia potencjalna U(x). Znalez¢ kanoniczne rowna-
nia Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

y

Rys. 6.9. Mechanizm do zadania 6.9
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Rozwigzanie:
Mechanizm przedstawiony na rys. 6.9 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspolrzedne uogolnione @ i x.

Pret porusza si¢ ruchem ptaskim, a suwak wykonuje ruch postgpowy.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej preta i energii kinetycz-
nej suwaka A. Oznaczmy pret jako (1), suwak jako (2), zatem:

T=T+T,
| 1

T =§Is(p2 +EmV§
1 2
T2=52H’WA

Wyznaczymy moment bezwladnos$ci preta wzgledem punktu A:

I :ém(Zl)2 :%ml2

Predkos¢ punktu A jest rowna:

Wspoétrzedne punktu S sg rowne:

xg =Isin¢@ ys=lcos@
X, =lcos@p  y,=—Isin@
Predkos¢ punktu C jest réwna:
=i
ve = (lcos (p('p)2 + (—lsin(p('p)2
v =P

Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energie
kinetyczna, otrzymujemy:

1., 1
T :Els(p2 +Emv§ +mv’
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1 1
T ==ml*®* +—ml*®* + mx>
6 ¢ 2 ¢

T= %mlz(p2 +mx’

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng, przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca przez punkt A. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie sumag
energii potencjalnej ciezkosci preta, energii potencjalnej sprezystosci i energii po-
tencjalnej od sity zachowawczej U(x):

Uzmglcos(p+%k(x—218in(p)2+U(x)
Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U
2 2.2 <2 1 . 2
ngml ¢ +mx —mglcos(p—zk(x—ﬂsm(p) —U(x)

Wyznaczamy pedy uogolnione sprz¢zone odpowiednio ze wspotrzedng ¢ 1 x jako
pochodne funkcji Lagrange’a po predkosci uogdlnionej ¢ i x:

oL
=—=2mx
T
Z powyzszych zaleznosci tworzymy uktad rownan i metodg podstawiania wy-
znaczymy predkosci uogdlnione ¢ i x w funkcji pedu:

o=l
4Aml?
s b
2m

Zapiszemy funkcje¢ Hamiltona, a wyliczone predko$¢ ¢ i x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskac¢ funkcje zalezna od wspodtrzednych uogdlnionych i od pedow:

H=(pp(p+xpx—L
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H=¢p,+xp, —%mlzép2 —mx’ +mglcostp+%k(x—2lsin(p)2 +U(x)
3p2 2 3 2 2
H:L(pz"'p_x_%ml2 _P(pz —m| Px +mglcos @
dml~ 2m 3 4ml 2m
+%k(x—2lsin(p)2+U(x)

_3p, Pl

H= Pz + . +mglcos(p+%k(x—lein(p)2 +U(x)

Wyznaczamy kanoniczne réwnania Hamiltona:

. _0H _3p,
(p == 5
dp, 4ml

p,= —2—H = mglsin @+ 2klx cos @ — 2kI’ sin2¢
¢

_9H _ P,
dp, 2m
oH dU (x)

Zadanie 6.10.

Do preta o dtugosci 2/ i masie dotaczono przegubowo suwak o masie 3m, jak poka-
zano na rys. 6.10. Srodek preta potaczony jest ze sprezynka o wspolczynniku sztyw-
nos$ci k. Znalez¢ kanoniczne réwnania Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

B

Rys. 6.10. Mechanizm do zadania 6.10
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Rozwigzanie:

Mechanizm przedstawiony na rys. 6.10 ma dwa stopnie swobody, przyjmijmy zatem
dwie wspotrzgdne uogolnione ¢ i x. Przyjmijmy dodatni kierunek w prawo.

Pret porusza si¢ ruchem ptaskim, a suwak wykonuje ruch postgpowy.

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznej preta i energii kinetycz-
nej suwaka A. Oznaczmy pret jako (1), suwak jako (2), wiec:

T=T +T,
r=L1r ¢ 2
L ==1.0"+—mv,

2

1

T2:53mvi

Wyznaczymy moment bezwladnos$ci preta wzgledem punktu A:

I, =ém(21)2 =%ml2

W punkcie D znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu dla walca, zatem predkos¢
srodka walca jest rowna:

Ve =1Q
Predkos¢ punktu A jest rowna:
vV, ==X
Wspoétrzedne punktu C sg rowne:
=—x+IsinQ Yo =lcos@

'xC
Xo=—X+lcos@p  y.=-IsinQ

Predko$¢ punktu C jest rowna:
=i
ve = (—)'c+lc05(p('p)2 +(—lsin(p('p)2
ve =% +1¢° —2lxpcos P
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Wstawiajac wyliczone predkosci i moment bezwladnosci do wzoru na energi¢
kinetyczna, otrzymujemy:

1
T :Elc(Pz +Emvé +%mvi

1 1 3
T=—ml’¢> +—m( x> +1*¢° = 2lxpcos Q) +=mx’
e+ (& +1°¢* 21x¢cos )+
T= %mlz('p2 +2mx* —mlx@cos @

Aby wyznaczy¢ energi¢ potencjalng przyjmijmy lini¢ zerowego potencjatu prze-
chodzaca przez punkt A. Energia potencjalna naszego mechanizmu bedzie suma
energii potencjalnej cigzkos$ci preta i energii potencjalnej sprezystosci:

U= mglcos(p+%kx2

Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-U

L= %mlz('p2 +2mx’ —ml}'c('pcomp—mglcos(p—%kx2

Wyznaczamy pedy uogolnione sprzgzone odpowiednio ze wspotrzednag ¢ 1 x jako
pochodne funkcji Lagrange’a po predkosci uogdlnionej ¢ i x:

_a_L_i o —mlix
p(p—a(p— ml*@—mlix cos@
} =a—If =4mx —mlPpcos
ox

Z powyzszych zaleznosci tworzymy uktad rownan i metoda podstawiania wy-
znaczymy predkosci uogdlnione ¢ i x w funkceji pedu:

. 12p,+3p lcoso
ml’ (16—3cos2 (p)

) 4pxl+3p(pcos(p
X =
ml(16—3cos2(p)
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Zapiszemy funkcje¢ Hamiltona, a wyliczone predkosci ¢ 1 x wstawimy do hamil-
tonianu, aby uzyskac funkcje zalezng od wspotrzednych uogolnionych i od pedow:

H=(pp(p+xpx—L
H_. . _z l2.2_2 .2 l.- l lk 2
=Qp, +xp, 3m ¢ mx~ +mlx@cos @+ mg cos(p+2 X

Zauwazmy, ze %mlz(i)2 +2mx’ —mlxpcos ¢ = %((pp(p +xp, ) , wowczas nasz ha-

miltonian przyjmie postac:
i X 1 . 2
H= E((ppq) +xpx)+ mglcos(p+§k(lsm(p)

1 12p$+3pxp¢lcoscp+4pﬁl+3p¢pxcoscp
2 mlz(16—3cosz(p) ml<16—3cosz(p)

+ mglcos(p+%kx2

e 6pe+3p,p,lcos@+4pl

+ mglcos(p+lkx2
ml’ (16—3cos2 (p) 2

Wyznaczamy kanoniczne réwnania Hamiltona:

[ _OH _12p,+3p lcose
(p_a_mlz(l6—3cosz(p)
oH 3pxp(plcos(p(16—3cosz(p)+3sin2(p(6p$+3pxp(plcos(p+4pjl)
° a‘P_ 17112(16—3cos,2(p)2
+mglsin @

__O0H _A4pl+3p,coso
x_a_ml(l6—3cosz (p)

_OH
Y ox

+

—kx
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6.7.ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 6.11.

Dane jest wahadlo matematyczne przedstawione na rys. 6.11 o dtugosci / i masie m.
Zapisa¢ kanoniczne rownania Hamiltona opisujace jego ruch. Poréwnac¢ otrzymane
rozwigzanie z formalizmem Lagrange’a.

|
|
: m
|
|

Rys. 6.11. Mechanizm do zadnia 6.11

Zadanie 6.12.

Pret o masie 2m i1 dlugosci 2/ zamocowano w punkcie A, jak pokazano na rys. 6.12.
Na srodku i koncu preta zostaly dotaczone dwie sprezynki o wspolczynniku sztyw-
nosci k. Zapisa¢ kanoniczne rownania Hamiltona opisujace jego ruch. Porownaé
otrzymane rozwiazanie z formalizmem Lagrange’a.

A I I
&ST-. 9] c B

~
~
~

Rys. 6.12. Mechanizm do zadnia 6.12

Zadanie 6.13.

Na koncu wahadta fizycznego o masie 3m i dlugosci 2/, przedstawionego narys. 6.13,
zamocowano punkt materialny o masie m. Dodatkowo w punkcie A przylozono site
zachowawcza F, ktorej odpowiada energia potencjalna U(gp). Zapisa¢ kanoniczne
rownania Hamiltona opisujace jego ruch.
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Rys. 6.13. Mechanizm do zadnia 6.13

Zadanie 6.14.

Mechanizm przedstawiony narys. 6.14 sktada si¢ z potaczonych razem krazka o ma-
sie m 1 promieniu 7 oraz korby o masie 2m 1 dlugosci 3r. Do krazka przymocowano
za pomoca niewazkiej, nierozciagliwej nici cialo B o masie m. Koniec preta zamoco-
wany jest do sprezyny o wspdtczynniku sztywnosci k. Zapisa¢ kanoniczne rownania
Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

)e/ﬁ . gx

BE

Rys. 6.14. Mechanizm do przyktadu 6.14

Zadanie 6.15.

W mechanizmie przedstawionym na rys. 6.15 pret AB o dtugosci 2/ i masie m jest
potaczony przegubowo z walcem w punkcie B o promieniu » i masie 2m, a w punk-
cie A z suwakiem o masie m. Do walca przytozono site zachowawcza F, ktorej odpo-
wiada energia potencjalna U(¢). Zapisa¢ kanoniczne rownania Hamiltona opisujace
ruch tego mechanizmu.
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Rys. 6.15. Mechanizm do zadnia 6.15

Zadanie 6.16.

Dwa ciata 0 masach m i m, polgczone sprezyng o wspolczynniku sztywnosci k, po-
kazane na rys. 6.16, poruszaja si¢ po gtadkiej powierzchni pod wptywem poziomo
przyltozonej sity zachowawczej F, ktorej odpowiada energia potencjalna Ul(x,). Zapi-
sa¢ kanoniczne réwnania Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.

m, k m, E
| |I MWW\

Rys. 6.16. mechanizm do zadnia 6.16

Zadanie 6.17.

Narys. 6.17 przedstawiono maszyne Atwooda sktadajaca si¢ z gtadkiego bloku o za-
niedbywalnej masie i wymiarach, przez ktory przerzucono niewazka, nierozciagliwg
ni¢ i zawieszono ciata o masie 2m 1 m. Do ciala o mniejszej masie zamocowano

1 : . :
kolejne ciato o masie Em za pomoca sprezynki o wspotczynniku sztywnosci k.

Znalez¢ sformutowanie hamiltonowskie opisujace ruch tego mechanizmu.
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T L

A
m

N[

Rys. 6.17. Mechanizm do zadnia 6.17

Zadanie 6.18.

Do walca o masie 4m i promieniu toczacego si¢ po plaszczyznie pod wptywem
przytozonej sity zachowawczej F, ktorej odpowiada energia potencjalna U(p) przy-
mocowane jest za pomoca sprezynki o wspotczynniku sztywnos$ci k£ ciato B o ma-
sie m. Znalez¢ kanoniczne réwnania Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu,
przedstawionego na rys. 6.18.

A

|
FI0 B

Rys. 6.18. Mechanizm do zadania 6.18

Zadanie 6.19.

Dwa prety AD i EG zamocowano i potagczono sprezynkami, jak pokazano na rys.
6.19. Masa preta AD jest rowna 3m 1 dlugos¢ wynosi 3/, natomiast masa prgta AD
jest rowna 2m 1 dlugo$¢ wynosi 2/. Wiemy, ze |AB| = |BC| = |CD| = |[EF| = [FG|.
Wspotczynniki sztywnoSci sprezyn sg rowne: k, = 2k, k, = k. Znalez¢ kanoniczne
rownania Hamiltona opisujace ruch tego mechanizmu.
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D

ki

Rys. 6.19. Mechanizm do zadnia 6.19

Zadanie 6.20.

Zapisa¢ kanoniczne roéwnania Hamiltona opisujace ruch mechanizmu przedstawio-
nego na rys. 6.20. Zaktadamy, ze linki sg niewazkie i nierozciggliwe oraz ze nie
wystepuje tarcie linek o bloki. Przyja¢ dane: m, 1, r, R =2r, k.

Rys. 6.20. Mechanizm do zadania 6.20

204



VIl. ODPOWIEDZI DO ZADAN

7.1. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAtU Il

Zadanie 2.16.

1Va

a
A
Q

Rys. 2.16a

v, cos a=v,cos (90° - a)
v, = vtea
(P,0) (v, 0)+(0,0) - (0,—v,) =0
Pv,—Qv,=0
O = Pctga
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Zadanie 2.17.

Rys. 2.17a

Z rzutu predkosci na kierunek preta BC mamy:

v, cos (45° —a) v, cos a

B \/EVA cos(45°—oc)

Ve

coso
(QcosB,—QsinB).(O,—vA)+(0,—G)-(0,_VA)+(0’p).(0’_vc)= 0
Qsinfv, +Gv, —Pv. =0

\/EVA cos(45°—oc)

Qsinfv, +Gv, —P =0
cos oL
V2 cos(45°—a
QsinB+G-P ( ) v, =0
cosal
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\/Ecos(45° —oc)

cosa

QsinB+G-P =0

P (QsinBJrG)cosa

\/Ecos(45°—a)

Zadanie 2.18.

Rys. 2.18a
Z twierdzenia o rzutach predkosci na kierunek preta AB:
v,c0s (90° —a)=v,
v, sina=v,
Chwilowy srodek predkosci dla walca znajduje si¢ w punkcie O, zatem:
1

Ve ZEVB ZEVA sino
(Q,O)~(—1/C,0)+(O,P)-(—vA sino, v, cosoc) =0
—Qv.+Pv,cosa=0

—Q%vAsinOHPvAcosa:O
|
—EQs1noc+Pc0s0c v, =0

—%QsinoHPcosoc:O

_2Pcosa

- = 2Pctgol
sina
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Zadanie 2.19.

Rys. 2.19a
a5 o
AABO, ~ AABO ~ AOBO, zatem |0, A| = Toa = El’
Z twierdzenia Pitagorasa dla AACO: |OIC| = @l

8, =|0A|8¢ =218¢

9
8, =]0,4|8¢, = El&p1

%l&pl =200 = d¢, = g&p

5, 0,860, =23 159, = 213 15
2 3
5. =[0,Cl50, = L3 150, = 2355 15,
2 9
Niech | ¥ AO,C| =B, zatem cosB—i
1 4 \/g :
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MES(p+(O,P)-(—?Sc sinf3,d, cosB)+(F,0)~(—63,0) =0
Md@+PcosPo.—Fo, =0

2485 213

M8¢p—Pco B—zs —F—ZS =0

P92J_ 2\2_5_0

J85 9

23

M-2Pl— Fl—=0

3(M-2PI)
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2

o, =rdo, =%8(p1
Msp, +(0,-P)-(0,5,)=0

Modep, —P5, =0

2

Mso, —P%S(pl =0

r2
(M—PEJS([)] =0

Zadanie 2.21.

Rys. 2.21a

5,=|0A[3¢ = dop
5,=BCl3pl = ddgp,
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Brak chwilowego $rodka obrotu dla pr¢ta AB w tym potozeniu, zatem dA = 0B,
0p = 3¢,.

Mbdo + (=S, 0) - (6, cos a, &, sina)=0
Mdo—~S6,cosa=0
Mbd¢p —S 6, cos adop =0
(M —Sd cos a) ¢ =0
M—Sdcosa=0
S=kh

M —khd coso=0

_ M
kdcosa

Zadanie 2.22.

Rys. 2.22a

3, =|AB|5p =I5¢
3, =|0,B|3¢ =3l cosade,

8¢

3lcosodp, =109 = 8¢, =
3cosa
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S, =|OIC| O¢, =3lsinadp, = ltgodp
M8(p+(Ssin0L,Scosoc)-(0,—6A)+(—P,0)-(83,0)=0
MO@p—Scosad, —P3, =0
M3 —Scosaldp— Pltgadp =0
(M—Slcosoc—Pltga)Scsz
M —Slcosa.—Pltgo. =0

S=kh

_ M~—khlcosa.
Itgo

P

Zadanie 2.23.
(T,0)-(8x,0)+(0,Q)-(0,8y,)+(0,P)-(0,8y,)=0
Tox+Qdy, +Pdy, =0
T=uN N=P
Rownanie wigzu: x + 2y, +y, = const
dx +238y, +0y, =0
8x =28y, -8y,
(—2uP+Q)8y, +(—pP+P)dy, =0
—2UP+Q=0 = Q=2uP
—-uP+P=0= p=1
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Zadanie 2.24.
y
B
g E
yomyel -~ BXT X
mg mg C
A0\ | Lo P
74‘;7 Xp Xe P77 X
Rys. 2.24a

Vp =y =dsine x. =4dcos@
Sy, =08y, =dcosdp dx. = —4dsin 3@
M3+ (0,-mg)-(8x,,8y, ) +(0,=mg ) (8x;,8y, ) +(P,0)-(8x.,8y,) =0
Md¢o—mgdy, —mgdy, +Pdx. =0

p= M —2mgdcos@
4dsin@

Zadanie 2.25.

Yo
YEA

Rys. 2.25a

y, =lsina y, =dsinf
8y, =lcosada &y, =dcosPop

(O,—P)-(SxD,SyD )+(0,—Q)-(6xE,6yE ) =0
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Poy, —Qdy, =0
Plcosado—Qd cosPop =0
Réwnanie wigzu: 2l cos o+ 2d cos3 = const
=2lsinodo —2dsinBop =0

56 = —2lsin 0idat
2dsinf

b_cgh_tgx
Q ctga tgP

Zadanie 2.26.

y, =dcosa
¥y =2dcoso+dcosf
Yo =2dcoso+2dcosB+dcosy
dy , =—dsinado
8y, =—2dsinado —dsinf3 3
8y, =—2dsinado—2dsin BB —dsiny &y
(O,mg)-(SxA,SyA)+(O,mg)-(8xB,SyB)+(0,mg)-(6xc,6yc)—M6y=O
mgoy, +mgdy, +mgdy. —Mdy =0
mg(SyA +0y, +8yc)—M8y =0
mg(—SdsinocSoc—3dsin|38B—dsiny§y)—MSy =0
—5mgd sinodo —3mgd sin 3O + (—mgd siny —M)Sy =0
Q, =—-5mgdsina
Q; =—3mgdsinf
Q, =-mgdsiny-M
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Zadanie 2.27.

Rys. 2.27a

¥, =2dsinf 8y, =2d cosPop
y, =4dsinf+dsina Sy, =4dcosPop+dcosada
X, =2dcosa+4dcosP  Ox. =—2dsinado—4dsin PSP

vy, =4dsinf+2dsina
Roéwnanie wigzu: y, = h

4dsinf+2dsina = h = const

4d cosPoOP+ 2d cosodor =0

2cosf
cosa

oo =

5
(0,—m1g)-(8xD,6yD)+(O,—m2g)-(8x5,8yE)+(—P,0)-(8xc,0) =0
—m g8y, —m, g8y, —Pdx. =0
m]g(4cos Bop + cos OLSOL) +2m, g cos BSB—,’ZP(sin ado + ZSinB8[3) =0
(4m1gcosB+2m2gcosB—4Psin[3)8[3+(m]gcosoc—2Psin(x)80, =0
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2cosf
coso

(4mlgcos[3+2m2gcosB—4PsinB)5B+(mlgcosa—2Psin0L) p=0

(6mlgcos[3+2m2gcos[3—4Psin[3—4Ptg0Lcos[3)8B =0
(3mlg+ng)cosB—ZP(sinB+tgoccosB) =0

g(3m1 +m2)

P= 2(tg[3+tgoc)

7.2. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAtU 1l

Zadanie 3.10.

m,X,

il m-
m.g
b X2

Rownanie wigzu: x, = x,
x, — wspétrzedna uogodlniona, jeden stopiefi swobody

dx, = 0x,
=X

2
(—mlgsina—mljc'l)le +(m2g—m2562)8x2 =0
(—mlgsinoc—(ml +m2)5c'l +ng)8xl =0

. :ng—mlgsinoc

:jcz
m, +m,
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Zadanie 3.11.

Rys. 3.11a

Rownania wigzow: x| = Rz@z, 10y = T3Py Xy =10, X, = 2r,0,
¢, — wspotrzgdna uogélniona, jeden stopien swobody

Ry, T.
ox, :A&Pz’ 39, :r_38(p3’ Ox; = 1,00, 6x, =280,

7’2 2

. Rr,. . n. T ..
X = Py, 9, =—0;, X; =105, X, =21,0,
£} £

(—mlg sino—m X, )8x1 +(M -1, )8(p2 +(—I3(['>3 )ES(p3 +

+(m3g—m35c'3)8x3 +(m4g—m45c'4)6x4 =0

. Ry, .. |Rr r, .. |1 mrl
[_mlgSIH(X_mI 53 @3}A6(P3+[M_12_3(P3]_36(P3+(_ - @3}6@3

2 2 2 2 2

+(m3g —m, 1,0, )1’38(p3 +(m4g —m, 2r,¢, )21’38(p3 =0

R’r, Lr. 3mr
[ml 2°3 + 223 + 373
2 2 2 2

" R, . M
> » —=+4m,r, (p3:—m1gr—sma+—+m3g+2m4g

r, (—m]ng sino+M +m,gr, +2m4gr2)

0, =
} A (mle2 +1,+1.5m,r; +4m4r22)
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. —mgR,sina+M+m,gr, +2m,gr,
¢, =
mR: + 1, +1.5mr; +4m,r}

R, (—mlng sinou+ M +m,gr, + 2m4gr2)

X, =
: mR: +1,+1.5m,] +4m,r]
5 = 1, (—mlng sina,+ M +m,gr, +2m4gr2)
’ mR. + 1, +1.5mr; +4m,r}
v - 2r, (—mlng sino.+ M +m,gr, +2m4gr2)
! MR + 1, +1.5m,r; +4m,r;
Zadanie 3.12.
M
/3(.(33
bk, ms, 13, R
M.
mgj(.;_; .
mygsina m,gsinp

Rys. 3.12a.

Rownania wigzow: x, = r,@,, 1,0, = (r, T R,)¢,, x, = R,0,
¢, — wspotrzedna uogoélniona, jeden stopien swobody

r,+R
ox, z(rs +R3)8(P3’ 50, 2(31‘—3)5([)3, dx, = R,00,

2

+R
(%7,—3)£|53’ X3 = R0,

2

X, =(r3+R3)¢'>3,('p2 =

(mlgsinB—ml}c'l)ESx1 +(M1 —12('[')2)6@2 +(M2 —I3(p3)8(p3 +

+(m3gsinoc—m35c'3)8x3 =0

218



7.2. ODPOWIEDZI DO ROZDZIALU IlI

rn,+R rn,+R
L e

£} r,

+(M, -1, )89, +(m,gsina—m,R,$, ) R,5¢p, =0

L(r,+R,)
2
2

ml(r3+R3)2+ -

+1 +m3R32}[')3 :mlgsin[}(@ +R3)+

+M(g+&)

. +M, -m,R,gsina
2

m,gsinB(r3 +R3)+M+M2 —-myR,gsina

r2

2
r2

([.)3:

: 2
ml(r3+R3) + +I, +m,R;

h

(r3+R3)[m]gsinB(r3+R3)+ +M2—m3R3gsin(xJ

¢3= ; . 5
rz(ml(r:;_’_Rj)z +M+I3 +m3R§]

f)

(1’3 +R3)[mlgsin[3(r3 +R3)+M+M2 —m3R3gSin0Lj

1

2
£}

X, =

2 2
m (r,+R;) + +1,+m,R;

r2

2
7’2

R3[m1gsinﬁ(r3+R3)+ +M2—m3R3gsinoLJ

X3 =

: 2
ml(r3+R3) + +1I, +mR;
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Zadanie 3.13.

Rys. 3.13a

Rownania wigzéw: x, = R.@,, 1,0, = 1,0, (v. = v,), x, = R,Q,
¢, — wspotrzedna uogolniona, jeden stopien swobody

R
dx, =Lr38(p3, 3o, =r—36(p3, dx, = R,80,
r2 rZ

R

2 1’3

1 =

P35> P, =r—3(P3, 9, = R0,

2 2

(—m]gsinoc—m]}c'l)le +(—12('[')2)8(p2 +(M—I3('[')3)8(p3 +(m4g—m45c'4)8x4 =0

. Ry, .. |Rr. .. | .
(—mlgsmoc—m1 i3(p3J j38%+[_Iz_3(P3jr_3&p3+(M_I3(p3)6(P3+

2 2 2 2

+(m,g —m,R$, )R38(p3 =0

2 2
2 1’2 2

R2 2 I 2 R
(Wﬁ 25 + '3 +I3 +WI4R32 ¢3=_m1g jG Sin(l+M+m4gR3

A (—mlngr3 sino.+ Mr, +m,gr,R, )

@3 = 2 2 2 2 212
m Ry, + L, + Ly, +mr, R

_ -m, gR,r, sino.+ Mr, +m, gr, R,

¢, = 2.2 2 2 212
r3(m1R2r3 + Ly + Ly, +m,r, R3)
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. Ry (—mlngr3 sino.+ Mr, +m,gr, R, )
X, =

2.2 2 2 2p2
mR3r; + 1Ly + Ly, +m,r, R,

. R, (—m]ngr3 sina+ Mr, + m4gr2R3)
X, =

2.2 2 2 2p2
mRr; + L, + Ly, +m,1, R;
Zadanie 3.14.

M
b, 13, Ra{): ‘P/‘ b 1 R,

/f‘/

Rys. 3.14a

Rownania wigzow: x| = chpz, I.?z(p2 = R3(p?, X, = 7,0,
¢, — wspotrzedna uogolniona, jeden stopien swobody

7, R R
dx, ===280,, 8¢, =—8¢,, dx, = 1,00,
R, R,
.. r2R3 . .. R3 .. .. ..
X ZR_(P3’ ?, :R_(P3’ X4 =10,

2 2

(—m,gsino—m, i, )8x, +(M -1, )d¢, +(-L9,)d¢, +(m,g —m,i,)dx, =0

) R, . |rR R, . )R ..
[—m]gsmoc—m, ;3%) ;36@3+[M—12R—3¢3JR—35(P3 +(=Lg; )30,

2 2 2 2

+(m4g —m,1,Q, )r38(p3 =0

252 2
R> LR ) R R
(ml £ 23 + ;23 +1, +m4”32](P3 =-mg r; : sinoc+MR3 +m,gr,
) 2 2 2
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R, (—mlgr2R3 sino.+ MR, +m,gr,R, )
© mpR+ LR+ LR +m,r’R]

R, (—mlgr2R3 sino.+ MR, +m,gr,R, )
mr, R} + LR, + LR, +m,r’R

2

. R,r, (—m]gr2R3 sina+ MR, +m4gr3R2)
X, =

4

2p2 2 2 2p2
mr, Ry + LRy + LR, +m,1”R;

Zadanie 3.15.

1
IR m1, Ri
myX i
o m,gcosa mgsina
Nig
m
m.g 1g
y
v X4
Rys. 3.15a

Rownania wigzéw: x, = R ¢, r¢, = 2R ¢, Rp, = R9,, x, = Ro,
¢, — wspotrzedna uogolniona, jeden stopien swobody

2R 2RR 2R R’
dx, =R d¢,, 89, =718(p1, 3¢, =r—216(p1, dx, =r+28(p1
2R 2RR. . 2RR’

e o . 2R ... 2RR. _2RR" .
X =Ro, ¢, = ; P 03 = 2 ¢ X, = e ¢

(—mlgsinoc—ml)'c'l)8x1 +(—Il¢)1 )&p1 +(—12('[')2)8(p2 +(—I3(';')3)6(p3 +
+(m4g—m45c'4)8x4 =0
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. . mR} .. 2R, .. \2R
(—mgsina—m R, )R 50, +(— N %}&PI +(—1271<91j71&91 +

2RR . \2RR 2RR* | )2RR’
+(—I3 > (plj —30, +[m4g—m4 B (le ——38¢p, =0
r r r r
3mR} 4LR’ 4LR'R* 4mR’R*). , 2m,gR R’
[ 21 L+ rzz L+ 3r41 + 41'41 ¢, =—mgR, smoHr—“r2 :

r’ (—mlgr2 sino+2m, gR’ )

¢, =

"R (LSmyrt +4Lr° +4LR* +4m,R")

b = 2r(—m1gr2 sin0c+2m4gR2)
©(LSmyrt +4Lr° +41,R’ +4m,R")

o = 2R(—mlgr2 sinot+ 2m4gR2)
©(LSmyrt +41,r +4LR” +4m,R*)

i r’ (—mlgr2 sinoc+2m4gR2)

X, =
U (L5myrt + 4L +41R + 4m R*)

2R (—mlgr2 sinal+ 2m4gR2)
X, =

Y (15mr* +41,7 +4LR +4m,R")

Zadanie 3.16.
Rownania wigzow: x, = r,0,, R0, =7r,0,, R0, = R0,
@, — wspotrzedna uogoélniona, jeden stopien swobody

R R.R
ox, =1,80,, 5, :_28@2’ o, = 2 o0,
£ Ry
. L R, . . RR, ..
X =150, 95 :r_(Pz’ Py = R ?,

3 374
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Rys. 3.16a

(m,g—m%,)8x, +(—1,$, ) 8¢, +(—L; )d¢, +(M—1,$,)d¢p, =0

.. .. R, .. |R
(mlg_mlrz(Pz)rz&pz +(_12(P2)6(P2 +[_I3 _2(92]_26@2 +

1’3 3
m,R; R,R R,R
+[M— A 32¢J = 28¢p,=0

2 1R, : R,

R? RIR? ). MR.R
(mlrz2 +1, +I3—22+MJ(p2 :£mlgr2 +#J

£ 2r} 3y

B 2r, (rnlngr3R4 +MR,R, )
(p =

’ R, (2m1r22r32 +2Lr} +2LR; +m4R§R32)
. 2R, (m,gr,r,R, + MR,R, )
(p =

©OR (2mn) 2L +21R] +m IR )
6. = 2R,R, (m,gr,r,R, + MR;R,)

YR (2mn 20, + 2LR, +m RIR; )
i o 2,1, (m]grzigR4 + MR3R2)

1

R, (2m1r22r32 +20,r) +2LR; + m4R22R32)
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Zadanie 3.17.

11(ps
k mXs X2 P
1
WWW
e
P,
Rys. 3.17a

Rownania wigzoéw: x, = Ro,
x,, X, — wspolrzedne uogolnione, dwa stopnie swobody

Ox
Wy
. X
0, = R

P P
(S——IXIJBxI +(=1,%,) 50, +£P—S——25€2J6x2 =0
g g

S=k(x2 —xl)

2 ..
s=Pig Jow +| BREX N [p_ g By s =0
g 2¢ R)R g

—Lx
4 g
3P
§-21i =0
28
P
P-§S—"2% =0
4
p P
Po dodaniu stronami: —ch'l +P-2% =0
28 g
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Zadanie 3.18.

X1 X3
B Mm% m,Xs; 4 .
y
o[l Wl
m m
A 1gd szg k g
X X:
\ 4| U VA3
Rys. 3.18a

Rownanie wigzu: x, + 2x, + x, = const
X, =-2x, - X,

x,, X, — wspolrzedne uogolnione, dwa stopnie swobody

23
dx, = —20x, —0x,
X, =-2X, - X,
(mlg—ml)'c'l )8x, Jr(ng—mzéc'2 )8x, 4—(1113g—11135c'3)8x3 =0

(mlg—m1 (—25&2 —56'3))(—28x2 —6x3)+(m2g—m25c'2)8x2 +(m3g—m3563 )8x3 =0
(_2””18 —4m X, —2mx, +m,g —m,X, )sz
+(—m]g—2mljc'2 -mX, er3g—m35c'3)8x3 =0

(4m1 +m2)5c'2 +2m X, =-2mg+m,g

2m X, +(m1 +m3)5é3 =-mg+m,g

P 4mm, —=3mm, +m,m,
L=

dmm, + mm, +m,m,

P —4mm, +mm, + m,m,
2

dmm, +mm, +m,m,

V= 4mm, + mm, —3m,m,
=

dmm, + mm, + m,m,
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7.3. ODPOWIEDZI DO ROZDZIAtU IV

Zadanie 4.13.

Rys. 4.13a

Jeden stopien swobody, ¢ — wspolrzgdna uogdlniona. Pret AB (1) — ruch ptaski
wokot punktu S, suwak A (2) — ruch postepowy, suwak B (3) — ruch postgpowy.

1., 1
T :EIS(PZ +5mV§

Moment bezwtadnosci:
1

1= m(21) =l

Wspotrzedne i predkos$¢ punktu A:

x,=0 ¥y, =2lcos

x,=0 v, =—2lsingp@
V=Xl +j = (—2lsin(p('p)2 =4°¢p’sin’ @
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Wspoétrzedne i predkos$¢ punktu B:

x, =2lsing ;=0
X, =2lcospp  y,=0
vé = 5512; +j/§ = (21 cosq)('p)2 = 412('p2 cos’ [0)
Wspotrzedne i predkos¢ punktu S:
xg =Ising ys =lcos
xXg=Icos@p  y,=-IsingP
Vi =X+ = (lcoscp('p)2 +(—lSin(|)¢))2 =P¢

2

Energia kinetyczna i potencjalna:

1 1 1
T =Els(p2 +§mv§ +Emvi +§mv}2}

= émlz('p2 Jr%mlz('p2 +2ml* ¢’ sin® @+ 2ml*¢p*cos’p = %mlz('p2
1
U=mgy, +§k(2ls.in(p)2 = mgl cos @+ 2kI* sin® @
Potencjat kinetyczny jest rowny:
8 2.2 2. 2
L=T-U :§ml ¢~ —mglcos@—2kl"sin“@
Roéwnanie Lagrange’a ma postac:

dfoL)_oL_,
dt\ ap ) o

Policzymy poszczegodlne pochodne:

oL 16

— =—ml’q

p 3

d(oL) 16 ..
= === ml%
dt\ o | 3

g—L = mglsin @ — 4kI’sing cos ¢ = mgl sin @ — 2kI” sin 2¢
¢
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Réwnanie ruchu:
16 2., . 2
?ml O—mglsin@+2kl" sin2¢ =0

Zadanie 4.14.

Rys. 4.14a

Jeden stopien swobody, — wspotrzedna uogoélniona. Pret AB (1) — ruch ptaski
wokot punktu S, walec (2) — ruch ptaski wokot punktu B.

1., 1
T, =—14 +Emv§

2
1., 1
T2 = EIB(pi +52mV§
T=T+T,
Momenty bezwtadnosci:
1 2 1
I, =—m(2l) ==ml’

I, = l2mr2 =mr’
2
Wspotrzedne punktu A:

x,=0 y, =2lcos¢
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Wspoétrzedne i predkos$¢ punktu B:
x, =2lsing y,=0
X, =2lcospp  y,=0
Vi =X+, = (ZZc:oscp('p)2 =41*¢p° cos” ¢

Predkos¢ katowa walca:

v
 _ B
¢, =

r

2

v
.2 Vg
(pk_ 2

’
Wspotrzedne i predkos¢ punktu S:

xg =Ising ys =lcos
Xg =1cos@P Vs =—Isine@
V=X + s = (ZCOS(p('p)2 Jr(—lsin(p('p)2 =I¢

2

Energia kinetyczna i potencjalna:

1., 1 | 1 o1 .
T ZEIS(pZ +§mv§ +EIB(pi +mv; =gmlch2 +§mlz(p2 +%mv§ =

= %mlz(p2 +6ml*(’cos’
1
U =mgy, +5k(2lcos (p)2 = mgl cos @+ 2kI*cos’
Potencjat kinetyczny jest rowny:
2 . .
L=T-U= Ele(PZ +6ml*(’cos’p—mglcos @ —2kI*cos’

Réwnanie Lagrange’a ma postac:

dfoLy oL_
dt\op ) oo
Policzymy poszczegdlne pochodne:

8_1., = imlz(er 12ml*cos’ @ ¢
op 3
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4 8_L =imlziﬁ>+12ml2 —2cos@sin PP’ +cos’pP | =
dt\op) 3 —_—

sin2¢

4 .. :
= (gmlz + 12mlzcosz(pJ(p —12ml’ sin2¢ ¢

o = —(1217112('[)2 —2kI? )sin(pcos @+ mglsing =
a(P |

1
—sin2
2 ?

= —(6mlzci)2 —kI? )sin 2¢p+mglsing
Rownanie ruchu:

4 .. .
(Emlz +12mlzcosz(pj(p—6ml(p2 sin2¢ —mgsin@—kI* sin2¢ =0

Zadanie 4.15.

U=00 2] 1 / ’,n
Cc
X \\\\\
Rys. 4.15a

Jeden stopien swobody, ¢ — wspotrzedna uogolniona. Pret OC (1) — ruch obroto-
wy wokot punktu O, masa C (2) — ruch postepowy.

1

T1:EIO¢Z
1
Tzzzmvé
T=T+T,
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Momenty bezwladnosci:

1 16

I, =—m(41) =—ml’
Wspotrzedne punktu A:
x, =2lsin @
Wspotrzedne i predkos$¢ punktu B:
x, = 3/sin ¢
X, =3lcosQ

V=%, = (3lcos (p(]))2 =9°¢’ cos’ @
Wspotrzedne punktu C:
x. =4l sin ¢
X, =4lcosQ
Energia kinetyczna i potencjalna:
_ 1., 1 2 8 5. 2.2 2
T=—I1,¢"+—mv,=—ml"¢" +8ml"p~ cos” ¢
2 2 3
1, . 1 Y .
U=-mgx, +5kxc —mgx. = —nglsm(p+5k(4lsm (p) —4mglsine =
=—6mglsin@+8kl* sin” ¢
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U= gmlzfp2 +8ml* ¢ cos” @+ 6mglsin @ —8kI’ sin® ¢

Funkcja dyssypacji energii:

Roéwnanie Lagrange’a ma postac:
dfaL) oL ap_
dt\op) Op 0O
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Policzymy poszczegodlne pochodne:

a—If = Emlz('p+16mlzcosz(p 0}
ap 3

%[g—fpjz ?mlzq')+16ml2 (—2 cos Qsin P’ +cos2(pif)) =
= (?mlz +16mlzcos2(pjé{)—16ml2 sin 2 ¢’

JdL

o

(16mlz(i>2 —16kI* )sin(pcos O+mglcos@=

(8m12¢2 —8kI? )sin 2¢+mglcos®

8_1.3 =90l*Pcos’ @
99

Rownanie ruchu:
(? ml® + 16mlzcosz(p](f)— 24ml* sin 20§ + 90’ pcos” @+ 8kI* sin 2¢

—mglcos@=0

Zadanie 4.16.

Rys. 4.16a

Jeden stopien swobody, ¢ — wspotrzedna uogdlniona. Pret AB (1) — ruch obroto-
wy wokot punktu A, krazek B (2) — ruch ptaski.

|
Tl ZEIA([)Z
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| 1
T2 ZEIB(plz +5m1v§

T=T +T,

Moment bezwtadnosci:

W punkcie C mamy chwilowy srodek obrotu:
Vy =T1Q, VB=(R+r)¢>

(R+r)('p

r

¢, =
Energia kinetyczna i potencjalna:

1., 1 1 1 :
T==1,¢ 4—513(p12 +Emlv§ =gm2(R+r)2(p2 +Zm1

1 1 1
:(gmz(RJrr)2 +Zml(R+r)2 +Emlr2)(p2

U=—mlg(R+rjsin(p—m2g(R+r)sin(p

Potencjat kinetyczny jest rowny:
1 1 2 1 2 1.2 1 .
L=T-U-= ngJerl (R+r) +Emlr ¢+ Em1g+m2g (R+r)sm(p

Réwnanie Lagrange’a ma postac:

dfoLy oL_,
at\op) ap

Policzymy poszczegodlne pochodne:

6_1.4: lmz+lm1 (R+r)2+mlr2('p
op \3 2
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4 8_L =[lm2+lmlj(R+r)2+mlr2(p
dt\ 0¢ 3 2
Z_iz(%mngrngj(RJrr)cosq)

Sita uogolniona:

0L = Mo

0,=M

Roéwnanie ruchu:
1 1 2 2. 1
Emz+§m1 (R+r) +mr Q- 5m1g+m2g (R+r)c05(p=M

Zadanie 4.17.

Rys. 4.17a

Dwa stopnie swobody, ¢, x, — wspotrzedne uogolnione. Walec (1) — ruch plaski,
pret (2) — ruch postepowy.
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W punkcie C mamy chwilowy srodek obrotu:
x,=(R+nre
x.=(R-r)o

x,=2R¢

Energia kinetyczna i potencjalna:

2

1., 1 1, 1 R
T :Ellcp2 +Em1v§ +Em2x§ =5(I1 erle)(p2 JrEmzx2

1 1 1 2
U= Ekl (R+ r)2 ¢’ +5k2 (x2 —2R(p)2 +5k3 (x2 +(R—r)(p)
Potencjat kinetyczny jest rowny:

1 L1, 1
L=T—U=E(Il+m1R2)(p2+§m2x§—Ekl(RJrr)z(pz—Ekz(xz—ZR(p)z

Réwnania Lagrange’a maja postac:

dfoLy oL_,
dt\op ) oo °

d| oL oL
=
dt [(%czj Ox, ’
Policzymy poszczegolne pochodne:
oL .
%z(ll +m1R2)(p
d(oL ..
E(%] = (Il + m1R2 )(p
JdL 2
% =—k, (R+r) ¢+2Rk, (x2 —2R(p)—2(R—r)k3 (x2 +(R—r)(p)
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oL .
=m,x

. 2772
ox,

afa_,
dt| ox, e

oL
Fy =-k, (x2 —2R(p)—k3 (x2 +(R—r)(p)
X3
Sita uogolniona:
oL = F(t)?Sx2
Q. =F(1)

Roéwnanie ruchu:
(I1 +mlR2)éﬁH—kl (R+r)2 ¢—2Rk, (x2 —2R(p)+2(R—r)k3 (x2 +(R—r)(p) =0

m,x, +k, (x, —2Re)+k, (x2 +(R—r)(p) =F(t)

Zadanie 4.18.

Rys. 4.18a

Dwa stopnie swobody, x,, x, — wspoirzgdne uogolnione. Walec (1) — ruch ptaski,
wozek (2) — ruch postepowy.

1.
Tl——IO(p2+ mvé
2
T, =—2mx,
=T +T
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W punkcie styku walca z wozkiem mamy chwilowy $rodek obrotu:

re=x,—x,

Moment bezwtadnosci dla walca: I = 5 mr’

Energia kinetyczna i potencjalna:

T =%Ioc'p2 +%mv§ +mx; :%mxf +Zm(9'c1 - X, )2 +mx;

1 1 2
U =5k1x§ +5k2 (x,—x,)
Potencjat kinetyczny jest rowny:
1 .2 1 . . 2 ) 1 2 2
L=T-U=—mxi] +—m(% —%,) +mx; —Eklx2 _Ekz (x,—x,)
Funkcja dyssypacji energii:
1, 1 R
D :Ea1x§ 50 (%, —%,)

Réwnania Lagrange’a maja postac:

dEaLJ 8L+8D_Qx1

d(@Lj_&L+6D_Qx2

di\éx, ) ox, ox,

Policzymy poszczegdlne pochodne:

L i +lm(5c -X,)
6561 1 2 1 2
4a/or =mx +lm(5c' -X )
dt | ox, 2
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oL
a_xl:_kz(xl_xz)
oD L
a_x]:O%(xl_xz)
%:——m(xl—xz)umxz
d( oL | ..
E{E]z—zm(xl—x2)+2mxz
oL
£=k2(xl—x2)—k1x2
a_.D:(X]xz_O(z(xl_xz)
ox,

Sita uogolniona:

Qxl :sz =0

Roéwnanie ruchu:
25, =) K, (3, ) 0 (5~ 4,) =0
—%m(jc'l — %, )+2mi, —k, (x, —x, ) +kx, =o,x, —a, (%, —%,) =0

Zadanie 4.19.

Rys. 4.19a
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Dwa stopnie swobody, @,, ¢, — wspotrzedne uogdlnione. Krazek (1) — ruch obro-
towy wokot punktu O, pret AB (2) — ruch ptaski.
|
I= E I o(pl2

1. . 1
T, =Elc(p§ +E2mvé

T=T +T,
Momenty bezwtadnosci:
I, =—mr’

)

1 2 2
I =—2m(21) ==ml*
Wspotrzedne punktu C i jego predkosc:

=rcos@, +lcoso, Yo =—rsing, +Ising,

xC
X, =-rsing, - ¢, —Ising, ¢, Yo =—TcosQ, @, +Icos, ¢,

vé = xé +)'/(2j = (—rs.in(p1 ¢, —Ising, ¢, )2 +(—rc03(p1 ¢, +1cosp, 9, )2 =
= 1’2('[)12 —2rlp,¢, cos ((p1 +0, ) + lz(pi
Wspotrzedne punktu B:
Y, =2lsin@,—rsin @,

Energia kinetyczna i potencjalna:

T =%IO(’p]2 +%Ic(i)§ +%2mvé =%mr2('p]2 +§mlz('p§ —2mrlo,®, cos((p1 +(p2)

U =2mgy, +%ky; = ng(—rs.in(p1 + ls.in(p2)+%k(2151n(p2 —rsing, )2
Potencjat kinetyczny jest rowny:
L=T-U= %mrz(pl2 +§mlz(p§ —2mrlp,p, cos(q)1 + (p2)—2mg(—rsin(p1 +Isin@, )
1 . . 2
—Ek(lem(p2 —rsm(pl)
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Roéwnania Lagrange’a majg postac:

d( OL OL
Sl - =q,
dt\ 0, 0o, !

df oL | oL _ Q
dt\ 6p, ) op, *
Policzymy poszczegolne pochodne:

o
o,

= %mrz('p1 —2mrl, cos((pl +0, )

d| oL 5 . .. .. . .
E(O_(PIJ =5mr2(pl —27711’1(([)2 COS((Pl +(P2)_(Pz Sln((pl +0, )((Pl +o, ))

oL =2mrl, @, sin(@, +@, )+ 2mgrcos @, +k(2lsing, —rsing, )rcos@,

1

oL 8 . .
@ =—ml*(p, —2mrlp, cos(@, +¢,)
d{ oL ) 8 . ) o o
E(@% ] =§mlztl>2 —2mrl((P] cos((Pl +(p2)—(pl 51n(q)1 +(P2)((p1 +(p2))

oL =2mrl, ¢, sin(@, +@, ) —2mglcos @, —k(2sing, —rsin@, )2l cos ¢,
2
Sita uogolniona:
OL = Mdo,

Q‘Pl :M

Roéwnanie ruchu:

S, —2mrl (, cos(@, +@,)—d, sin(p, +¢,)(§, +p,))
—2mrl, ¢, sin(@, + @, ) —2mgrcos ¢, —k(2lsing, —rsin@, )rcoso, =M

gmlz(p2 —2mrl((p1 cos((p1 Jr(pz)—(p1 sm((p1 +(p2)(([)1 +0, ))
—2mrlo,p, sin((p] +(p2)+ 2mglcos @, +k(2lsin @, —rsing, )21cos ¢,=0
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Zadanie 4.20.

Rys. 4.20a

Dwa stopnie swobody, ¢ , ¢, — wspotrzedne uogolnione. Walec (1) — ruch ptaski
pret AF (2) — ruch ptaski, pret B (3) — ruch postgpowy.

1 1
T :510(912 +52mvi

1

Momenty bezwtadnosci:

Predkos¢ punktu A, B i C (w punkcie O chwilowy $rodek obrotu):
vy =10,
Vy =V, =2rQ,
Wspotrzedne punktu D i jego predkosé:
X, =1Q, +2rcos @, yp =—2rsing,
X, =rQ, —2rsinQ,p, y,=-2rcos,0,
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vf) = jcé +j/é = (r(’pl —2rsing, o, )2 +(—2rc03(p2(b2 )2
= rz(pf - 4r2('p1('p2 sing, + 4r2('p§

Wspotrzedne punktu E:
X, =r@, +3rcosQ, Yy =—3rsinQ,
Wspotrzedne punktu F i jego predkosé:

X, =rQ, +4rcoso, yy =—4rsing,
XF = 1’([)1 —4rsin (Pz(bz yE =—4rcos (Pz(pz

VIZD = x}i +}112c = (r('pl —4rsing, o, )2 +(—41’C05(Pz(bz )2 =
=1’ —8r°¢,p, sing, +16r°¢;

Energia kinetyczna i potencjalna:
1 1., 1 1 3 o 1 .
T= 510(912 +mv; +EID(p§ +Emv12) +Emv§ = Emrchf +gmr2(p§
+ % m (1’2('p12 - 4r2('p1(1>2 sin@, + 4r2('p§ ) + 2mr2¢12
2.2 13 2.2 2. . .
=4mr-Q, +Emr ¢, —2mr ¢, sin@,
. 1 . 2
U =-mg2rsin@, +mgr +5k(3r sing, )
Potencjat kinetyczny jest rowny:
o1 . .
L=T-U=4mr’¢; +€3mr2(p§ —2mr’p,, sing, + mg2rsing, —mgr
—lk(?arsin(p2 )2
2
Funkcja dyssypacji energii:
D—l 2_1 (2-2 20 2.2
=—avy =—alr'e, —8r'g@,sing, +16r (pz)
2 2
Roéwnania Lagrange’a majg postac:

d[aL] oL o _

—| — __+—._
dt\ 0¢, ) 0p, 0O,

P

243



VIl. ODPOWIEDZI DO ZADAN

L)

d [ oL j oL oD
—| = |-—+t7—/—=Q
dt\ 0, op, 0¢,

Policzymy poszczegdlne pochodne:

L .
— =8mr’(, - 2mr’, sinQ,

0}

d [G_L] =8mr’$, —2mr’ (('[')2 sin, — (> cos @, )

dt\ 09,
a_,
00,
oD . -
a_('Pl =ar’ ((p1 —4¢, sin@, )
a—_L = Emrz('p2 —-2mr’Q, sinQ,
ap, 3

d{ oL )| 8 . 2 P
EL&M ] —gml ¢, —2mr ((p1 sing, — @, COS([)Z)

IL =-2mr’(,p, cos @, +2mgrcos P, — gkrz sin2Q,
00, 2

oD I .

@ =—4or’ ((pl sin@, —4¢, )

Sity uogodlnione:
OL =-2PrcosPde,
Q, =—2Prcos B

Q‘Pz :0

Roéwnania ruchu:

8mr2¢>1 —2mr? ((p2 sing, — (pi cos @, ) +ar’ (('p1 —4¢, sin (pz) =—-2Prcosf
8 2., 2/ .- . ") 2. . _
gml ¢, —2mr ((pl sin@, — @, cos @, ) +2mr°®,p, cos@, —2mgrcos P,
+%kr2 sin2¢, — 4o’ (('p1 sin@, —4¢, ) =0
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Zadanie 4.21.

Rys. 4.21a

Dwa stopnie swobody, @,, ¢, — wspotrzedne uogolnione. Pret (1) — ruch ptaski,
masa (2) — ruch postepowy.

T = %Is(pf +%4mv§
T, = %mvé
T=T,+T,
Momenty bezwtadnosci:
I = am(21)’ =Sl
Wspotrzedne punktu S i jego predkosé:
xg =lsing, Y5 =1CosQ,

xg=lcos@,p, y;=—IsingQ,
. . . \2 . . \2 .
vg =+ yg =(lcosop, ) +(-Ising,¢,) =1I"¢/
Wspotrzedne punktu O i jego predkosé:
. l .
x, =Ising, +Esm(p2 Yo =lcoso, —ECOS(I)Z
X, =lcosQ,p, —lcosp,p,  y,=—Ising,Q, JrEsm(pz(p2
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L N\2 . .1 ) ?
v —x +yo (lcos<p1(p1 lcos<p2(p2) + —lsm(plcpl+531n(p2(p2 =
2

=1¢; —I*¢,¢, cos (¢, — o, )+pr§

Energia kinetyczna i potencjalna:

| 1 1 1 o1 . 1 .
T =—I¢; +=4mv; +5mvé = nglz(pl2 +§mlz(pl2 —Emlz(pl(p2 cos(¢, —,)

U =4mglcos@, + mgécos 0,
Potencjat kinematyczny jest rowny:

19 1o, !
L:T—U—6 12(p1+ ml*¢ —EmZZ(pl(pzcos((pl—(pz)—4mglcoscp1—mg§coscp2

Réwnania Lagrange’a maja postac:
dfoL) oL _
dt\ 0p, ) 0o,

d{oL | oL _ 0
dt\ 6¢, ) 09,
Policzymy poszczegolne pochodne:

L _19
09, 3

1 .
12(p Emlz(p2 cos((p1 —(p2)

d(aoL) 19 1 o o
E(afplj 3 ml*§p _Emlz((pzcos((pl—(pz)—(pzsm((pl—(pz)((pl_(pz))

d| oL 19 ,.. 1 .. .. ..
{ j —mlchl—amlz((pzcos((pl—(pz)—(pzsm((pl—(pz)((pl—(pz))

dt\ 0@, 3
oL 1 L. .
8_([)] = —Emlz(p](p2 sm((p1 —(p2)+4mgls1n(pl
oL 1 ,. 1 .
—=—ml“Q, ——ml" @, cos(@, —
a(_pz 4 (pz 2 (pl ((pl (pZ)
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%(%J ) imlzépz _%mlz ((pl cos(@, _(PZ)_(pl sin(, — 9, )(¢, -, ))
IL - _lmlz('pl('p2 sin((p1 -0, ) + Mglsin(pz
2, 2 7
Roéwnanie ruchu:
19

?mlz(p1 —Eml2 ((p2 cos((pl —,)—,sin(¢, — ¢, )((p1 -, ))

Jr%mlz('pl('p2 sin((p1 —(pz)—4mglsin(p1 =0

1 .1 .. . .
Zmlz(p2 —Eml2 ((p1 cos(¢, =0, )— ¢, sin(¢, — ¢, ) (¢, — P, ))

1o I
+omlpg, sin(, ~¢,)-mg—sing, =0

Zadanie 4.22.

Rys. 4.22a

Dwa stopnie swobody, ¢, x — wspotrzedne uogdlnione. Walec (1) — ruch ptaski,
klin (2) — ruch postepowy.

o 1
T ZEIB([)2 +Emvf23
2

T‘=142mx2
2

T=T +T,
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Moment bezwtadnosci walca:
I, =—mr’

B

Predkos¢ srodka walca (punktu B) jest wypadkowa dwoch predkosci x 1 r¢,
ktore zostaly przedstawione na rys. 4.22a.

Xy =xX+rpcosa Yy =—r@sina
. . 2 .. 2 . . ..
vy =(x+rgcosa) +(—repsina) =r’¢p’ + x> +2r’xpcosa
Energia kinetyczna i potencjalna:

o1 o 3 5., 13 . .
T ZEIB(PZ +—mv; +6mx’ =Zmr2(p2 +?mx2 +mr’xpcosa

Zaktadamy, ze $rodek cigezkosci klina znajduje si¢ w jednej trzeciej jego wyso-
kosci.

h
U= 12mg§+ mg(h —r(psinoc) =5mgh—mgresino
Potencjal kinematyczny jest rowny:
B 3 5., 13 2. :
L—T—U—Zmr ¢ +—mx" +mr-xcosa —5Smgh+mgresino

Réwnania Lagrange’a maja postac:

dfoL) oL _,
dt\ 0¢ ) 0

dfay a_g
dt\ox ) Ox

Policzymy poszczegdlne pochodne:

aL 3 2. 2.
— =—mr (p+1’l’17' XCcoso

op 2
d(aL

e

T
=—mr (p+mr XCoso
dt
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L .
— =mgrsino
L)

8_]7 =13mx +mr’pcosa,
ox

i(@_LJ =13mx +mr’{pcosa
dt\ Ox

oL _
ox

0

Roéwnanie ruchu:
3, 2. .
Emr $+mr X coso.—mgrsino =0

13mi +mr*pcoso.=0

7.4. ODPOWIEDZI DO ROZDZIALU V

Zadanie 5.11.
Jeden stopien swobody, ¢ — wspotrzedna uogolniona, linia zerowego potencjatu
przechodzi wzdtuz podtoza.

h
h = Rcos<p+R(psin(p+§c05(p

U=mgh, = mg(Rcoscp+R(psin(p+§c05(pj

a—U: mg[—Rsin(erRsin(p+R(pc05(p—ﬁsin(p) = mg(R(pcomp—ﬁsin(pJ
op 2 2
6_U= 0 mg(R(pcoscp—ﬁsin(pJ =0
op 2

R(pcos(p—%sin(pzo

¢=0
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2

v_ mg(Rcostp—R(psin(p—%cos(p]

o
o°U h
W'w:’“g(“z)
2

Aby potozenie byto trwalym potozeniem rownowagi, to o
¢

mg[R—gj>0, czyli R >§.

|p-o>0 a zatem

Zadanie 5.12.
Jeden stopien swobody, ¢ — wspolrzgdna uogodlniona, linia zerowego potencjatu

przechodzi przez punkt O.

U= mglcos(p+%k(2l—2lcos(p)2 = mgl cos @+ 2k’ (1—cos(p)2

B_U = —mglsin @+ 4kI* (l—cos (p)sin(p
el

WY _,

el

sin(p(—mgl+4kl2 (l—cos(p)) =0

sing@=0 lub —mgl+4kl* — 4kI* cos@=0

—mg + 4kl J2
OO T2

sing=0 < ¢,=0 lub ¢,=n

cos(p——2 S (p—E lub (p—7—7t
2 4 4

a:z] = cos(p(—mgl+4kl2 —4kI° cos (p)+sin(p(4kl2 sin (p) =
= (—mgl+4kl2 )cos(p—4kl2 (cos2 @—sin’ (p) =
= (—mgl +4kI )cos(p—4kl2 cos2¢
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2
?9_({ lp—o o= —mgl+4kl* —4kI> = —mgl <0 niestabilne polozenie rownowagi
(p 1
2 242 mg
%léuwznzng%—4mz—4mz=vmd—8H2=wmﬂ—8'£——ZTl——V
(p 2

=—3mgl - 2\/Emgl <0
niestabilne potozenie rownowagi

2
3({| = \/Emgl+2\/§kl2=
¢

=
=05 =4 2

2

2

(2+42)mg |
41

mgl+2\/§

:gmgl+mgl>0

stabilne potozenie rownowagi

9*U 2

~o =—7;mg+2iﬂﬁ=—J§
0

2

(2+\/§)ng2
4]

n mgl + 22
(P:(D4:7

2
= g mgl+mgl >0
stabilne potozenie rownowagi.

Zadanie 5.13.
Jeden stopien swobody, ¢ — wspolrzgdna uogodlniona, linia zerowego potencjatu
przechodzi przez punkt O.

U=m i(:os +m 3—lcos +lk 2—l—z—lcos 2—
gZ ¢ 32 ¢ 373 ¢

=2mglcosp+ %kl2 (l —cos (p)2

U _ —2mglsin(p+gklz (1-coso)(sine)

oo

: . oU
W potozeniu rownowagi 0 =0, zatem:
¢

—sin(p(ngl—gkl2 (1—cos<p)j =0
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—sin(p(ngl—gkl2 +gkl2 cosq)) =0

sinp=0 lub 2mgl—gklz+gklzcoscp=0

2
—mg + —kl
AN

2kl
9

cosQp =

Pierwsze rownanie sin =0 dla¢g € [O,g} ma jedno rozwigzanie:

¢, =0
9(2+\/§)mg

W drugim réwnaniu, podstawiajac za k= 3l

, otrzymujemy
2 . 1
cos @ =7 cosinus dla ¢ € 0,5 , zatem:

(Pzzz

Sprawdzmy teraz stabilno$¢ przez policzenie drugiej pochodne;j dla katow ¢ , ¢.:

o°'U 4 4 4
=—cos@| 2mgl——kI* +—kI* cos@ |—sinp| ——kI*sin |=
e (P( g 9 9 (Pj (P( 9 (Pj

= (2mgl ngklzjcoscp—gkl2 cos2¢

o°U

a—(Pz |<|>=q)1=0: —ngl <0

Dla ¢, = 0 niestabilne potozenie rownowagi.

2 9(2++2 mg
v (—2mgl+gklng:—\/Emgh—z\g/5 ( )

o’ |<p:<pz - 21

I’ =(2+\/5)mg>0

m . L, :
Dla @, = 1 stabilne potozenie rownowagi.
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Zadanie 5.14.

Jeden stopien swobody, ¢ — wspotrzedna uogdlniona, linia zerowego potencjatu
przechodzi przez punkt B.

U= mg2rcoscp+%k1 (2rsin(p)2 +%k2 (rsin(p)2 =

=2mgrcosQ+r’ (2k1 +%k2 j(sin(p)2

Zakladamy mate drgania: ¢ = @, cos@ =~ 1—%([)2 .
— 1 2 2 1 2
U =2mgr I_E(P +r 2kl+5k2 [0)

Z—U =—2mgro+r’ (4k1 +k, )(p
¢

W potozeniu réwnowagi ?9—U =0, zatem:
¢
2mgro+r’ (4k1 +k,)p=0
0=0
Stabilnos¢:

2
g(plzj = —2mgr+r* (4k, +k,)

2
Dla ¢ = 0 stabilne potozenie rownowagi, gdy

v >0, stad:

2
—2mgr+1° (4k1 +k, ) >0

4k +k, > 28
.

Zadanie 5.15.

Jeden stopien swobody, ¢ — wspolrzgdna uogodlniona, linia zerowego potencjatu
przechodzi przez punkt A.

U =mgl coscp+%k(21sin (p)2 = mgl cos @+ 2kI’ (sin (p)2

E;_U =-mglsin@+ 4kI* sin g cos @
¢
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8U=

= =0
G0

sin (p(—mgl +4kI’ cos (p) =0

sing=0 lub —mgl+4kl’cos@=0

mg 1
cosp=—2=—
=2

sing=0 & @ =00

a

2
cosp=— & @O, =—
? 2 >3

0°’U
00’
= —mglcos @+ 4kI* (cos2 @—sin’ (p) = —mglcos @+ 4kI> cos2¢

=cos (p(—mgl+4kl2 cos (p)+sin(p(—4kl2 sin (p) =

2
?) (f lpg, 0= —mgl + 4kI> = mgl > 0 stabilne potozenie rownowagi
(p 1
0°U 1 2 o T :
> .= ——mgl—=2kl" <0 niestabilne potozenie rownowagi
a(p P=0, =§ 2
Zadanie 5.16.

Jeden stopien swobody, ¢ — wspolrzgdna uogodlniona, linia zerowego potencjatu
przechodzi przez punkt O.

U =mglcosp+ 2mglcoscp+%k(2l —2lcos (p)2 = 3mgl cos ¢+ 2kI’ (1 —cos (p)2

au = —3mglsin @+ 4kl’ (1 —cos (p) sin
¢
Wl _y
op

sin(p(—3mgl + 4kl (1 —cos (p)) =0
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sinp=0 lub —3mgl +4kI> —4kI* cos =0

_—3mg+4kl_£
4kl 2
sing=0 < ¢,=0 lub ¢,=7

3 s 117w
costp=7 = (p3=g lub ¢, =—

2

5 [2] =cos (p(—3mgl+4kl2 —4kI* cos (|))+sir1(p(4kl2 sin (p) =
¢
= (—3mgl +4kI? )cos o —4kI? (cos2 @—sin’ (p) =

= (—3mgl + 4kl )cos @ —4kl* cos2¢

2
?) (f lo- oz0=—3mgl +4kI* — 4kI* = -3mgl < 0 niestabilne potoZenie rownowagi
¢
o’U 3(2+3)m
e lyoo, = 3mgl—4kI> —4kI* = mgl — 8kI* =3mgl—8'T =
(p 2

—21mgl— 12\/§ng < 0 niestabilne potozenie rownowagi

o’U 3\/7 (2\/> )klz =—¥mgl+(2\/§—2)wlz =

= ——mgl

= (i + 3] mgl >0 stabilne potozenie rownowagi

09, un——im T+(23 42k = 3\26 mgl+(2\/§+2)3(2-l-2—\/l§)m[2

a(p =04 ="~

_ [ 153 +1 Sngl >0 stabilne polozenie rownowagi

Zadanie 5.17.
Dwa stopnie swobody, ¢, ¢, —
przechodzaca przez punkty A i E.

wspotrzedne uogdlnione, linia zerowego potencjatu

—%mglcos(p1 +mglcos @, +%kI (2sing, )2 +%k2 (Ising, —Ising, )2
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Zaktadamy mate drgania:
sing, ~ @, sing, =,

1 1
cos x1-—g]  cos, ~1-— 03
3 1 1 1 2 1 2
U=Emgl(l—g(pfj+mgl(l—acpij+5kl(2l(p1) +Ek2(l(p2—l(p1)

5 3 1 1 2
U= Emgl+(2kllz —nglj(Plz —Emgl(Pz +§kzlz (0.-9,)

oU 3
o, (4kllz —gmglj% kil (0.~ )

510)
@ =-mglg, +k,I* (¢, - ¢,)

W potozeniu rownowagi a—U =0i a—U =0:

00, 00,

3
(41{112 _Emgqu)l _kzl2 ((pz —Q ) =0

~mgle, +k,I* (¢, ~,) =0

0, =0,=0

Stabilnos¢:

o°U
2 =

@,

4 —%mgl+kzlz

2

0 [2] =—mgl+k,I>
o0Q,
o’'U _ oU
90,9, 09,0,

=k,
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2 2
5U>O oU

>0
og; o)

4k I’ —%mgl +kIP>0 —mgl+k,l> >0

4k +k, >TE k, >"8
31 I

2
’U 0*U [ o*U
> = >0
09, 0¢; | 00,0,

(4k112 —%mgl+kzlzj(—mgl+ k) ~(-k2) >0

Zadanie 5.18.
Dwa stopnie swobody, ¢,, ¢, — wspotrzedne uogdlnione, linia zerowego potencjatu

przechodzaca przez punkt E.
U= mg(6l—%lcos<p1 }r%mglcoupz +%k1 (ZZs.in(p1 )2
+%k2 (3lsin(p1 —3lsing, )2 ﬁL%k3 (?alsin(p2 )2
Zaktadamy male drgania:
sin@, =@, sin@, =@,
cosQ, = 1—%@12 cosQ, = 1—%([);
U= mgl[%+%(pfj+%mgl(l—%(pgj+%k1 (2lp, )’ +%k2 (3lp, -3lg,)’
+%k3 (3lg, )’

U= 6mgl+(2kll2 +%mglj(p]2 +[%k312 —%mglj(pi +§kzl2 ((p2 -, )2

U _ (4kll2 +3mgl)(01 —9k,* (9, -,
00,

ou 3
20, (9"312 ‘gmglj% +Ok,L (9, - 0))
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T . . dU
W potozeniu rownowagi — =0i—=0:
0, J0,

(4kll2 +3mgl)(p1 —9k, I’ ((p2 -, ) =0

(9k3l2 —%mglj(p2 +9k,I? ((p2 —(pl)z 0

0,=6¢,=0

Stabilnos$¢:
2
8_(27 = 4k,I* +3mgl + 9k, I
oo,

2
OU _op 2 —%mgl+9kzlz

0,

o’U  o0°U

= =9k,
09,9, 00,p,

2 2
8U>0 oUu

>0
o} o3

4k’ +3mgl+9k,I> >0 9k’ —%mgl+9k212 >0

4k1+9k2>—3$ k2+k3>%

U 8°U [ U jz
> = >0
op, 0@, |\ 00,0,

(4, + 3mgl-+ 9k, )[9k312 —%mgl +9k212j—(—9k212 J'>0
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7.5. ODPOWIEDZI DO ROZDZIALU VI

Zadanie 6.11.

U=0 Q.

|

|

| m
|

Rys. I6.11a

¢ — wspotrzedna uogolniona (jeden stopien swobody)

1 1
T==—mv: =—ml*p’
A=

l
U =-mg —cos
g2 ¢
. Py 1 2.2 1
Funkcja Lagrange’a: L=T—U=Eml [0) +5mglcos(p

oL

=— = ml*
p % )
__P
? mil?
Funkcja Hamiltona:
. P
H=pp—L= ——mglcos
o 2ml* 2 greos®
Kanoniczne réwnania Hamiltona:
_9H_ p
op ml’
—a—H =——myglsinQ
fo10)} 2 &
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Zadanie 6.12.

Rys. 6.12a
¢ — wspotrzedna uogolniona (jeden stopien swobody)

T=—I1,¢ =gmlz(p2

U= —2mglsincp+%k(lsin(p)2 +%k(215in(p)2

. 4 . 5
Funkcja Lagrange’a: L=T-U = gmlz(p2 +2mgl sin(p—Ekl2 sin® @

= a—L _8 ml*®
P=%6 73
. 3p
°= 8ml*
Funkcja Hamiltona:
H=¢p-L= 3p” —2mglsin +§kl2 sin’”
Kanoniczne réwnania Hamiltona:
- OH _ 3p
op 8ml’
p= —aa—H = —2mgl cos 9 — 5kI’ sin @ cos @
¢
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Zadanie 6.13.

Rys. 6.13a

¢ — wspotrzedna uogolniona (jeden stopien swobody)

v, =2lp

| | .
T= Elo(p2 +§mvi =4ml*

U =—-3mglcosp—mg2lcosp+ U((p) =—5mglcos @+ U((p)

Funkcja Lagrange’a: L =T —U =4ml’¢’ +5mglcoso—U(o)

p=E—gmro
o
__P
i 8ml’
Funkcja Hamiltona:
p2
H=¢p-L= Toml —5mglc05(p+U((p)

Kanoniczne réwnania Hamiltona:

. OH
(p:—: pZ
op 8ml
U
=——=—5mglsin¢g ((P)
do
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Zadanie 6.14.

¢ — wspotrzedna uogolniona (jeden stopien swobody)

vy =10
1., 1 ., 1 15 .
T :EIOk(PZ +Elop(p2 +5mv123 =Tmr2(p2
1 Ry 3
U =-mgy +5k(3rsm(p) +2mg5rcoscp
Funkcja Lagrange’a:

L=T-U =$mrz('p2 +mgy—%k(3rsin(p)2 —3mgrcos@

aL_is

p 2
__2%p
15mr?

Funkcja Hamiltona:

P

H=¢pp—-L=
°p 15mr?

—mgy +%k(3r sin (p)2 +3mgr cos
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Kanoniczne réwnania Hamiltona:

oH 2p
O=—== 2
dp 15mr
p= _%—I; = —3krsin @cos @+ 3mgrsin@

Zadanie 6.15

Rys. 6.15a

¢ — wspotrzedna uogolniona (jeden stopien swobody)
v =1¢
v, =2lsin@- ¢
v, =2lcos@- ¢

_Vy _2lcos@-¢

r r

O

1., 1 1 1., 1 8 . .
TZEIS(PZ +Emv§ +Emv}23 +EIB(pi +52mv§ =§mlz(p2 +4ml* ¢’ cos® @

U =3mglcos(p+U((p)

Funkcja Lagrange’a:
L=T-U= %mlzq)2 +4ml*§’ cos” 9—3mglcos p—U (@)
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p= a_? = Emzzqw 8ml*gcos’ @
G0
) 3
(p: 2 p 2
8ml (2 +3cos (p)

Funkcja Hamiltona:
2

H=¢pp-L= 3p +3mglcos<p+U((p)

16ml? (2 +3cos’ (p)

Kanoniczne réwnania Hamiltona:

dp  8ml’ (2+3cos2 (p)
_OH _ 9p’

~+3mglsing—

= % _16m12 (2+3cos2 (p)

Zadanie 6.16.
x,, X, — wspoOtrzedne uogolnione (dwa stopnie swobody)

Funkcja Lagrange’a:

L=T—U=%m15c12+%m25c§—U(x2)

JdL .
P (T
'ox,

_ oL I
X, axz 2772
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s
xl =—
ml
b,
X2 =—
m

Funkcja Hamiltona:

H:’)(:lpyc1 +5€2px2 -L

2 2
H =£+pi+U(x2)
2m, 2m

2

Wyznaczamy kanoniczne réwnania Hamiltona:

. 0H P,
xl = —
apxl ml
, OH
=——= O
L
. 0H P,
Xy =F7/—=—"
apxz m2
N dU(x,)
b ox, dx,

Zadanie 6.17.

Rys. 6.17a

x, y — wspblrzedne uogolnione (dwa stopnie swobody)

265



VII. ODPOWIEDZI DO ZADAN

T= my, +1mv +1 2mv; —lmfc2+§m)'12
2 4 2

11
22

1 1 2 1 1 2
Uzzmgx+mgy—2mgy+5k(x—y) =Emgx—mgy+zk(x—y)

Funkcja Lagrange’a:

1 3 1 1 2
L=T-U==mx’+=my* ——mox+mey——k(x—
2 Sy~ mgxtmgy = (x~»)

oL 1 .
px =$=§mx
oL .
p, 25:3’”)’
2
x: px
m
. _ b,
y_3m
Funkcja Hamiltona:
H=5cpx+j/py —-L
2
H=Pey py+lmgx mgy +— k(x y)
m 6m

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:
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Zadanie 6.18.

Rys. 6.18a

x, @ — wspotrzedne uogolnione (dwa stopnie swobody)

Vo =10

T =lIO('p2 +l4mv(2) Jrlmvf3 =3mr’p’ +Emfc2

U= 111gr+%k(2r(p—x)2 +U(9)
Funkcja Lagrange’a:

L=T-U=3mr’¢’ +%m§c2 —mgr—%k(?.r(p—x)2 -U(o)

oL .
P, = % =6mr’®

Funkcja Hamiltona:

H=('pp¢+5cpx—L
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A

1
=St +mgr +5k(2r(p—x)2 +U(9)

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

. OH D,
(p:—: 2
op, 6mr
. O0H au(o) . O0H
P, :—a—:—2kr(2r(p—x)— d( )pq) =
0 ¢ 20) de
P OH _ P

op, m

p =——=2k(2r(p—x)

* Oox
D
ky
C G
k;
., B AMMN— (=
|
®
U=0 AI E
L

|
9,, ¢, — wspolrzedne uogolnione (dwa stopnie swobody)

Zadanie 6.19.

“
|

Rys. 6.19a

1., 1. ., 9 L 4 .
T=EIA(I)12+EIE(D§:Emlz(plz-i-gmlz(p;
3 1 . | . . 2
U=3mg51cosq)l+2mglc0scp2+5k1(21s1n(pl) +5k2(ls1n(p2—ls1n(pl)

U= 3mg%lcos @, +2mglcos @, +%k1 (ZZsin(p1 )2 4—%]{2 (lsin(p2 —Ising, )2
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U =%mglcos(p1 +2mglcos @, +2k(215in(p1 )2 +%k(lsin(p2 —Ising, )2

Funkcja Lagrange’a:
9 o 4 5.5 9 : 2
L=T—U=5ml ¢, +§ml ¢, —EngCOS(pl —2mglcos<p2—2k(2lsm(p1)

—%k(lsin(p2 —Ising, )2

Funkcja Hamiltona:

H:(i)lp(pl +('P2P(Pz _L

2 2
_L+3p_‘vz

9 . 2
= e TemT +Emglc05(p1 +2mglcos @, +2k(2ls1n(p1)

+%k(lsin(p2 —Ising, )2

Wyznaczamy kanoniczne réwnania Hamiltona:

¢, = a_H = p"’l
: op, 9ml’
P, = —S—H = %mglsin(p1 +8KkI* sin2¢, + kI’ (sin(p2 —sing, )cos 0,
1 (pl
_0H _3p,

® _E_ 8ml’*

p‘Pz

= _S_H =2mglsinQ, —kI? (sin(p2 —sin@, )COS(P2

2
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Zadanie 6.20.

Rys. 6.20a

9,, ¢, — wspolfrzedne uogolnione (dwa stopnie swobody)
Vv, =10,

Vo =10,
T :llo(pf +2mv. +lIB('p§ +lmvi =l(1+2mr2)('p12 +mr’’
2 2 2 2
1 2 1 2
U = —4mgro, +mgro, +§k(2r(p1 ) +5k(31’([)1 -r9,)
Funkcja Lagrange’a:
L=T-U-= %(I-‘r 2mr? )(P12 + mrz('p; +4mgre, —mgro, —%k(Zr(p1 )2

1
_Ek(3»r(pl ~rQ, )2
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Funkcja Hamiltona:
H :(i')]qul +¢2PQ2 _L
P, P,

1 1
= 2(I+2mr2)+ 2mr? —4mgro, +mgre, +5k(27‘(P1 )2 +5k(3r(p1 —rQ, )2

Wyznaczamy kanoniczne rownania Hamiltona:

o, = OH P,
1 p,, (I+2mr2)
= _8_H =4mgr —13kr2(p1 + 3kr2(p2
¢ a(Pl
_ oH p(Pz . oH _ p(Pz
P2 p,, 2mr’ P2 op,, 2mr
OH 5
P, ——a——mgrﬂcr (3(p] —(pz)
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