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Przewidywany plan wykªadu

¶ Rachunek ró»niczkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywistej

· Rachunek caªkowy

¸ Ci¡gi i szeregi funkcyjne

„Notatki do wykładu” nie zawierają pełnej tematyki,
która będzie poruszana na wykładzie!!!



1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Cz¦±¢ I

Rachunek ró»niczkowy funkcji jednej zmiennej

rzeczywistej

W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ funkcje okre±lone na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych o warto±ciach
w zbiorze liczb rzeczywistych.

W tymmiejscu warto przypomnie¢ sobie de�nicj¦ funkcji oraz takie terminy jak dziedzina i zbiór warto±ci funkcji,
monotoniczno±¢, parzysto±¢ czy okresowo±¢ funkcji, a przede wszystkim de�nicj¦ granicy funkcji w punkcie
oraz poj¦cie ci¡gªo±ci funkcji z wykªadu Wst¦p do Analizy Matematycznej.
Jedn¡ z konsekwencji poj¦cia granicy funkcji w punkcie jest poj¦cie pochodnej funkcji i zde�niowanie go b¦dzie
celem pierwszej cz¦±ci naszego wykªadu. Poka»emy równie», jak wiele informacji o wªasno±ciach funkcji dostarcza
badanie jej pochodnej.
Dziaª matematyki zajmuj¡cy si¦ pochodn¡ nazywamy rachunkiem ró»niczkowym. Jego podstawy, jak równie»
podstawy rachunku caªkowego, stworzyli (niezale»nie od siebie) Isaac Newton i Gottfried Leibniz. Wi¦cej na ten
temat mo»na przeczyta¢ przykªadowo w ksi¡»ce Jasona Bardi �The Calculus Wars: Newton, Leibniz, and the
Greatest Mathematical Clash of All Time� (zob. http://www.ams.org/notices/200905/rtx090500602p.pdf)

1 Pochodna funkcji w punkcie

Jak zwykle zaczniemy od paru de�nicji.

1.1 Iloraz ró»nicowy

De�nicja 1.1. Niech f : Df → R b¦dzie pewn¡ funkcj¡ okre±lon¡ na niepustym zbiorze Df ⊆ R oraz niech
x0 ∈ Df . Funkcj¦ okre±lon¡ wzorem

I(x) :=
f (x)− f (x0)

x− x0
, gdzie x ∈ Df \ {x0}

nazywamy ilorazem ró»nicowym funkcji f w punkcie x0.
Ró»nic¦ ∆x := x − x0 nazywamy przyrostem argumentu funkcji, a ró»nic¦ ∆f := f(x) − f (x0) przyrostem
odpowiadaj¡cych warto±ci funkcji.

Iloraz ró»nicowy opisuje ±redni¡ zmian¦ funkcji f mi¦dzy punktami (x, f (x)) i (x0, f (x0)).
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1.1 Iloraz ró»nicowy 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Iloraz ró»nicowy ma ciekaw¡ interpretacj¦
geometryczn¡.

Jest to mianowicie wspóªczynnik kierun-
kowy prostej wyznaczonej przez punkty
(x0, f (x0)) i (x1, f (x1)):

tgα =
∆f
∆x

.

T¡ prost¡ nazywamy sieczn¡ wykresu funk-
cji.

Trójk¡t, który widzimy na rysunku, byª bez-
po±redni¡ przyczyn¡ oznaczania przyrostów
symbolem ∆.

x

y

∆x

∆f

x0

(x0, f(x0))

x

(x, f(x))

α

Czasami jest korzystniej zapisa¢ iloraz ró»nicowy w innej postaci. Wprowad¹my mianowicie nowe oznaczenie na
przyrost argumentu h := x − x0, wtedy oczywi±cie x = x0 + h i ilorazem ró»nicowym funkcji f w punkcie x0

nazwiemy funkcj¦

I(h) :=
f (x0 + h)− f (x0)

h
, gdzie h 6= 0 i x0 + h ∈ Df

Wyró»nienie indeksem punktu x0 nie ma wtedy wi¦kszego sensu, poniewa» we wzorze nie wyst¦puje »aden
inny x.

Przykªady 1.2.

a) Iloraz ró»nicowy funkcji f(x) = x2 jest równy

I(h) =
f (x+ h)− f (x)

h
=

(x+ h)2 − x2

h
=

=
(x+ h+ x) · (x+ h− x)

h
= 2x+ h.

b) Iloraz ró»nicowy funkcji f(x) = 1
x jest równy

I(h) =
f (x+ h)− f (x)

h
=

1
x+h −

1
x

h
=

=
x− x− h

x · (x+ h) · h
= − 1

x · (x+ h)
.

c) Iloraz ró»nicowy funkcji f(x) =
√
x jest równy

I(h) =
f (x+ h)− f (x)

h
=

√
x+ h−

√
x

x+ h− x
=

=

√
x+ h−

√
x(√

x+ h+
√
x
)
·
(√
x+ h−

√
x
) =

1√
x+ h+

√
x
.
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

d) Ilorazu ró»nicowego funkcji f(x) = exp(x) = ex

I(h) =
f (x+ h)− f (x)

h
=

ex+h − ex

h
=

ex
(
eh − 1

)
h

nie mo»na ju» bardziej upro±ci¢.

+ Dalsze przykªady tylko na wykªadzie!

1.2 Pochodna funkcji w punkcie

Je±li ustalimy teraz punkt x0 i b¦dziemy zmienia¢ tylko h, ale oczywi±cie tak, aby punkt x0 +h pozostaª w dzie-
dzinie funkcji f , to otrzymamy wiele ilorazów ró»nicowych i wiele siecznych wykresu funkcji.
Zastanówmy si¦, co si¦ stanie, je±li b¦dziemy zmniejsza¢ dªugo±¢ boku ∆x = h w trójk¡cie przyrostów?

Obserwacja:

Im mniejszy jest przyrost argumentu h,
tym mniejsza jest odlegªo±¢ punktu x0 + h
od punktu x0 i tym bardziej sieczna
poprowadzona przez punkty (x0, f(x0))
i (x0 + h, f(x0 + h)) zbli»a si¦ do pewnej
prostej, któr¡ b¦dziemy nazywa¢ styczn¡ do
wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)).

←− x0 + hx0 x

y

De�nicja 1.3. Niech

f :
{
Df −→ R
x 7−→ f(x)

b¦dzie pewn¡ funkcj¡ okre±lon¡ na niepustym zbiorze Df ⊆ R oraz niech x ∈ intDf .

Funkcj¦ f nazywamy ró»niczkowaln¡ w punkcie x wtedy, gdy istnieje wªa±ciwa granica ilorazu ró»nicowego

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

f (x+ h)− f (x)
h

,

gdzie h 6= 0 i x+ h ∈ Df .

Liczb¦ rzeczywist¡ b¦d¡c¡ granic¡ ilorazu ró»nicowego nazywamy pochodn¡ funkcji f w punkcie x i oznaczamy
symbolem f ′(x), to znaczy

f ′(x) := lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

.

Uwaga 1.4.

• Sformuªowania funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x i funkcja f ma pochodn¡ w punkcie x s¡ syno-
nimami.
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

• Pochodna funkcji w punkcie jest liczb¡ rzeczywist¡!

• Na oznaczenie pochodnej funkcji w punkcie x u»ywa si¦ równie» symboli

df
dx

(x) i ḟ(x).

Pierwsze oznaczenie pochodzi od Leibniza, natomiast drugie od Newtona. My najcz¦±ciej b¦dziemy jednak
korzystali z oznaczenia przedstawionego w powy»szej de�nicji i stosowanego przez J.L. Lagrange'a, czyli
f ′(x).

• Je±li Df jest zbiorem sko«czonym, to pochodna funkcji nie istnieje w »adnym punkcie zbioru Df .

• Je±li Df = [a, b], to czasami rozwa»a si¦ tzw. pochodne jednostronne.
Wtedy pochodn¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie a jest granica prawostronna ilorazu ró»nicowego funkcji
f w punkcie a

f ′+(a) := lim
h→0+

f (a+ h)− f (a)
h

,

o ile istnieje. Podobnie pochodn¡ funkcji f w punkcie b jest granica lewostronna ilorazu ró»nicowego funkcji
f w punkcie b

f ′−(b) := lim
h→0−

f (b+ h)− f (b)
h

.

Pochodne jednostronne mo»na oczywi±cie rozwa»a¢ tak»e w punktach nale»¡cych do wn¦trza dziedziny.
Wtedy warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym istnienia pochodnej w punkcie jest równo±¢ pochodnych
jednostronnych. Ich wspólna warto±¢ jest wtedy warto±ci¡ pochodnej w danym punkcie (por. De�nicja
granicy i ci¡gªo±ci jednostronnej funkcji w punkcie � wykªad Wst¦p do Analizy Matematycznej ).

Przykªady 1.5. Niech a, b, c ∈ R.

a) Niech f : R→ R, x 7→ c b¦dzie funkcj¡ staª¡, wtedy pochodna f ′(x) = 0 dla ka»dego x ∈ R.
Dla wszystkich x ∈ R i wszystkich h 6= 0 zachodzi mianowicie

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

f (x+ h)− f (x)
h

= lim
h→0

c− c
h

= 0.

b) Niech f : R→ R, x 7→ ax+ b, gdzie a 6= 0, b¦dzie funkcj¡ liniow¡. Wtedy f jest ró»niczkowalna w ka»dym
punkcie x ∈ R i pochodna f ′(x) = a.

Dla wszystkich x ∈ R i wszystkich h 6= 0 zachodzi mianowicie

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

f (x+ h)− f (x)
h

= lim
h→0

a(x+ h) + b− (ax+ b)
h

= lim
h→0

ah

h
= a.

c) Funkcja kwadratowa f : R→ R, x 7→ x2 jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R i pochodna w tych
punktach równa jest f ′(x) = 2x.
Dla wszystkich x ∈ R i wszystkich h 6= 0 zachodzi mianowicie (zob. Przykªad 1.2 a)

lim
h→0
I(h) = lim

h→0
(2x+ h) = 2x.

d) Rozwa»my teraz funkcj¦ f : R \ {0} → R, x 7→ 1
x . Jest ona ró»niczkowalna w ka»dym punkcie swojej

dziedziny i pochodna równa jest f ′(x) = − 1
x2 .

Dla x, h ∈ R \ {0} zachodzi bowiem (zob. Przykªad 1.2 b)

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

−1
x · (x+ h)

= − 1
x2 .
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

e) Funkcja pierwiastkowa f : [0,∞) → R, x 7→
√
x, jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ (0,∞) i po-

chodna równa jest f ′(x) = 1
2
√
x
.

Dla wszystkich x ∈ (0,∞) i wszystkich h 6= 0 zachodzi bowiem (zob. Przykªad 1.2 c)

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

1√
x+ h+

√
x

=
1

2
√
x
.

Natomiast w punkcie x = 0 granica ilorazu ró»nicowego

lim
h→0+

I(h) = lim
h→0+

1√
h

= +∞,

czyli w tym punkcie funkcja pierwiastkowa nie ma nawet (wªa±ciwej) pochodnej prawostronnej.

f) Funkcja eksponencjalna exp: R→ R jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R i pochodna równa jest
exp′(x) = exp(x).
Dla wszystkich x ∈ R i wszystkich h 6= 0 zachodzi mianowicie (zob. Przykªad 1.2 d)

lim
h→0
I(h) = lim

h→0

ex
(
eh − 1

)
h

= ex.

Korzystamy tutaj ze znanej ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej granicy specjalnej.

g) Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus s¡ ró»niczkowalne w ka»dym punkcie x ∈ R oraz

sin′ x = cosx oraz cos′ x = − sinx.

+ Obliczenia na wykªadzie.

h) Warto±¢ bezwzgl¦dna f : R→ R, x 7→ |x| jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x 6= 0 i pochodna

f ′(x) = sgn (x) =
{

1 dla x > 0,
−1 dla x < 0.

+ Obliczenia � ¢wiczenie domowe.

x

y

-2 -1 1 2

1

2

Niech teraz x = 0 i h ∈ R \ {0}, wtedy

I(h) =
|0 + h| − |0|

h
=
|h|
h

=
{

1 dla h > 0,
−1 dla h < 0.

Wynika st¡d, »e pochodne jednostronne (granice jednostronne ilorazu ró»nicowego) w punkcie x = 0
istniej¡

f ′+(0) = lim
h→0+

I(h) = 1 i f ′−(0) = lim
h→0−

I(h) = −1,

ale s¡ ró»ne.
Zatem granica ilorazu ró»nicowego w punkcie x = 0 nie istnieje i warto±¢ bezwzgl¦dna nie jest w tym
punkcie ró»niczkowalna.
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

i) Funkcja f : R→ R, x 7→ 3
√
x nie jest ró»niczkowalna tylko w punkcie x = 0.

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

Granica jednostronna ilorazu ró»nicowego tej funkcji w punkcie x = 0 jest niewªa±ciwa. Czasami mówimy
wtedy o pochodnej niewªa±ciwej (niesko«czonej) funkcji.

+ Obliczenia na wykªadzie.

j) Funkcja f1 : R→ R zde�niowana wzorem

f1(x) =

{
x · sin 1

x dla x 6= 0,

0 dla x = 0
x

y

−0.5 −0.3 0.3 0.5

−0.3

0.3

0.5
y = f1(x)

jest ci¡gªa w caªej swej dziedzinie, w szczególno±ci w punkcie x = 0, natomiast nie ma w tym punkcie
nawet pochodnych jednostronnych, tak»e niewªa±ciwych.
+ Obliczenia na ¢wiczeniach.

Prosz¦ zwróci¢ uwag¦ na wykres trzech ostatnich funkcji z poprzedniego przykªadu, które nie s¡ ró»niczkowalne
w punkcie x = 0 i zastanowi¢ si¦ nad geometryczn¡ interpretacj¡ tego faktu.

Okazuje si¦, »e mo»na zde�niowa¢ nawet bardziej osobliwe funkcje, które s¡ ci¡gªe, natomiast nie s¡ ró»niczko-
walne w »adnym punkcie.

1.2.1 Interpretacja �zyczna pochodnej (Newton)

W interpretacji �zycznej pochodna f ′(t0) jest pr¦dko±ci¡ zmiany pewnej wielko±ci �zycznej f(t) w chwili t0.

Przykªadowo zaªó»my, »e punkt P porusza si¦ po osi liczbowej Os. Wspóªrz¦dna tego punktu s jest funkcj¡ cza-
su t, tzn. w chwili t wspóªrz¦dna tego punktu równa s = s(t). Od chwili t0 do chwili t0 + h punkt P przeb¦dzie
zatem drog¦ ∆s := s (t0 + h)− s (t0).

s

O P −→

s(t0) s(t0 + h)

�redni¡ pr¦dko±¢ ruchu tego punktu ∆v mo»na zatem zapisa¢ w postaci ilorazu ró»nicowego

∆v =
∆s
h

=
s (t0 + h)− s (t0)

h
.

Granic¦ wªa±ciw¡ tego ilorazu ró»nicowego, gdy h→ 0, nazywamy pr¦dko±ci¡ punktu P w chwili t0, czyli

v (t0) := s′ (t0) .
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

�redni¡ zmian¦ predko±ci punktu P w czasie h te» mo»emy
zapisa¢ w postaci ilorazu ró»nicowego

∆a =
∆v
h

=
v (t0 + h)− v (t0)

h
.

Granic¦ wªa±ciw¡ tego ilorazu ró»nicowego, gdy h→ 0, nazy-
wamy przyspieszeniem punktu P w chwili t0, czyli

a (t0) := v′ (t0) .

1.2.2 Interpretacja geometryczna pochodnej (Leibniz)

Niech b¦dzie dana funkcja f : Df → R ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ intDf .

Przez punkt (x0, f (x0)) nale»¡cy do wykresu funkcji f przechodzi p¦k prostych o równaniach

La : x 7−→ a · (x− x0) + f (x0) ,

ze wspóªczynnikiem kierunkowym a, który, jak pami¦tamy, mo»na zapisa¢ w postaci ilorazu ró»nicowego.

Styczn¡ do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f (x0)) b¦dziemy natomiast nazywa¢ prost¡ b¦d¡c¡ wykresem
funkcji liniowej

Ls : x 7−→ f ′ (x0) · (x− x0) + f (x0) .

Ale dlaczego wªa±nie t¦ prost¡ wyró»niamy i co ma ona wspólnego z funkcj¡ f?

Okazuje si¦, »e jest ona rozwi¡zaniem problemu Leibniza polegaj¡cego na wyznaczeniu spo±ród p¦ku prostych La
tej prostej, która w otoczeniu punktu (x0, f (x0)) mo»liwie najlepiej aproksymuje (przybli»a) wykres funkcji f .

Bª¡d tej aproksymacji dany jest ró»nic¡

r(x) := f(x) − La(x) = f(x)− f (x0) − a · (x− x0)

Oczywi±cie r (x0) = 0, poniewa» f (x0) = La (x0) dla ka»dej warto±ci wspóªczynnika kierunkowego a.

Chcemy teraz tak dobra¢ wspóªczynnik kierunkowy a, aby bªad aproksymacji r(x) zmierzaª do zera przy x→ x0,
ale istotnie szybciej od ró»nicy x− x0, tzn. chcemy, »eby

lim
x→x0

r(x)
x− x0

= 0.

Ale
r(x)
x− x0

=
f(x)− f (x0)

x− x0
− a

dla x 6= x0, zatem wspóªczynnik kierunkowy a musi by¢ równy pochodnej funkcji f w punkcie x0

a = lim
x→x0

f(x)− f (x0)
x− x0

= f ′ (x0) ,

o ile funkcja f jest w tym punkcie ró»niczkowalna.

W tym przypadku mo»na zapisa¢ funkcj¦ f jako sum¦

f = Ls + r

dwóch skªadników:
Ls � funkcja liniowa (styczna)

r � funkcja bª¦du, rz¦du wy»szego ni» x− x0.
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1.2 Pochodna funkcji w punkcie 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Styczna jest wi¦c liniow¡ aproksymacj¡ funkcji f w otoczeniu punktu (x0, f (x0)), a jej wspóªczynnik kierunkowy
opisuje szybko±¢ zmian f w punkcie x0.
W tym miejscu warto przypomnie¢ sobie de�nicj¦ asymptot, w szczególno±ci asymptoty uko±nej, z wykªadu
Wst¦p do Analizy Matematycznej.

+ Tylko na wykªadzie: Interpretacja geometryczna pochodnej i poj¦cie stycznej pozwala nam nam wprowa-
dzenie de�nicji k¡ta przeci¦cia wykresów dwóch funkcji.

Problem aproksymacji funkcji b¦dziemy jeszcze omawia¢ dokªadniej! A teraz sformalizujmy powy»sze rozwa»a-
nia.

1.2.3 Ró»niczka funkcji

De�nicja 1.6. Niech

f :
{
Df −→ R
x 7−→ f(x)

b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w punkcie x0 ∈ intDf .

Wtedy odwzorowanie liniowe

dx0f : R 3 h 7−→ f ′ (x0) · h ∈ R

nazywamy ró»niczk¡ funkcji f w punkcie x0.
Ró»niczk¦ funkcji oznaczamy równie» symbolem df(x0).

Wykres ró»niczki, jako funkcji liniowej, jest prost¡ przechodz¡c¡ przez punkt (0, 0) o wspóªczynniku kierunko-
wym równym f ′ (x0), czyli równolegª¡ do prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f (x0)).

Je»eli funkcja f ma pochodn¡ f ′ (x0) w punkcie x0, to

f (x0 + h) − f (x0) = dx0f(h) + r(h),

gdzie funkcja r(h) = o(h), tzn. jest tak¡ funkcj¡, »e

lim
h→0

r(h)
h

= 0.

Jest tak dlatego, »e

f ′ (x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)
h

⇐⇒ lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− f ′ (x0) · h
h

= 0.

Podobnie mo»na wykaza¢, »e je»eli dla funkcji f i x0 ∈ intDf istniej¡ liczba ` i funkcja r takie, »e speªniony
jest warunek

f (x0 + h) − f (x0) = ` · h+ r(h),

gdzie r(h) = o(h), to funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x0 i jej pochodna f ′(x0) = `.

Oznacza to, »e ró»niczk¦ mo»emy traktowa¢ jako liniow¡ cz¦±¢ przyrostu funkcji i mo»emy j¡ wykorzysta¢ do
oblicze« przybli»onych lub szacowania bª¦dów pomiarowych.

Uwaga: Pochodna f ′(x0) funkcji f w punkcie x0 jest liczb¡, natomiast ró»niczka dx0f jest funkcj¡ liniow¡.
Zatem z punktu widzenia matematyki s¡ to dwa ró»ne obiekty. Jednak czasami uto»samia si¦ te dwa poj¦cia,
opieraj¡c si¦ na wiadomo±ciach z algebry liniowej dotycz¡cych odwzorowa« liniowych.
Do tego tematu wrócimy na Analizie Matematycznej 2, gdy b¦dziemy zajmowa¢ si¦ rachunkiem ró»niczkowym
funkcji wielu zmiennych.

Bezpo±rednio z powy»szych rozwa»a« otrzymujemy warunek konieczny ró»niczkowalno±ci funkcji w punkcie.

Twierdzenie 1.7. Funkcja f : Df → R ró»niczkowalna w punkcie x0 jest w tym punkcie ci¡gªa.
Dowód: + na wykªadzie!

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (zob. Przykªady 1.5h),i),j))!

9



1.3 Reguªy ró»niczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

1.3 Reguªy ró»niczkowania

Rozwa»aj¡c przykªady 1.5 mo»na byªo zauwa»y¢, »e obliczanie pochodnych nawet elementarnych funkcji przy
wykorzystaniu de�nicji 1.3 jest zadaniem pracochªonnym i maªo ciekawym. Tylko w najprostszych przypadkach
odpowiednie granice mo»na policzy¢ w sposób elementarny. Z tego powodu w tym rozdziale przedstawimy
szereg reguª ró»niczkowania, które efektywnie wspomog¡ nas w obliczaniu pochodnych bardziej skomplikowanych
funkcji.

Twierdzenie 1.8. Niech f : Df → R i g : Dg → R b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi w punkcie x ∈ Df ∩Dg.

a) Dla ka»dej liczby λ ∈ R funkcja λ · f jest ró»niczkowalna w x, przy czym

(λ · f)′(x) = λ · f ′(x).

b) Suma f + g jest ró»niczkowalna w x, przy czym

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

c) Iloczyn f · g jest ró»niczkowalny w x, przy czym

(f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

d) Je±li g(x) 6= 0, to iloraz f
g jest ró»niczkowalny w x, przy czym

(
f

g

)′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

(g(x))2 .

Dowód: + na wykªadzie!

Rozwa»my par¦ prostych przykªadów na wykorzystanie powy»szego twierdzenia i wyznaczmy pochodne kolej-
nych znanych funkcji, jako uzupeªnienie przykªadu 1.5.

Przykªady 1.9.

a) Niech f : R → R, x 7→ xn b¦dzie funkcj¡ pot¦gow¡ o wykªadniku naturalnym n. Wtedy f jest ró»niczko-
walna w ka»dym punkcie x ∈ R i pochodna f ′(x) = nxn−1.

W dowodzie posªu»ymy si¦ metod¡ indukcji matematycznej. Przypadek n = 1 i n = 2 pokazali±my w przy-
kªadzie 1.5 b), c).
Zaªó»my dalej, »e dla n = k pochodna równa si¦ f ′(x) = kxk−1.
Niech teraz n = k + 1, wtedy

f ′(x) =
(
xk+1

)′
=
(
xk · x

)′ pochodna iloczynu=
(
xk
)′ · x + xk · (x)′ =

= kxk−1 · x + xk · 1 = (k + 1) · xk.

Zatem wzór jest prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych.

b) Niech p : R→ R, x 7→
n∑
i=0

aix
i, gdzie an 6= 0, b¦dzie funkcj¡ wielomianow¡.

Bezpo±rednio z poprzedniego przykªadu oraz ze wzoru na pochodn¡ iloczynu funkcji przez skalar i pochod-

n¡ sumy funkcji wynika, »e p jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R i pochodna p′(x) =
n∑
i=1

iaix
i−1.

10



1.3 Reguªy ró»niczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

c) Niech f : R \ {0} → R, x 7→ 1
xn , gdzie n ∈ N, b¦dzie funkcj¡ wymiern¡.

Wtedy ze wzoru na pochodn¡ ilorazu funkcji wynika, »e f jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R\{0}
i pochodna

f ′(x) =
0 · xn − 1 · nxn−1

(xn)2 = −n · x
n−1

x2n = −n 1
xn+1 = −nx−n−1.

d) Korzystaj¡c ze wzoru na pochodn¡ ilorazu funkcji mo»emy policzy¢ tak»e pochodn¡ funkcji tangens (i ana-
logicznie � funkcji cotangens)

(tg x)′ =
(

sinx
cosx

)′
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

dla x 6= π
2 + kπ, k ∈ Z.

+ Dalsze przykªady i uogólnienia otrzymanych tu wzorów tylko na wykªadzie!

Kolejnym, bardzo wa»nym dziaªaniem w przestrzeni funkcji jest ich zªo»enie.

Twierdzenie 1.10 (Pochodna funkcji zªo»onej).
Niech f : Df → R i g : Dg → R b¦d¡ funkcjami rzeczywistymi i niech x ∈ Df◦g.

Je±li funkcja g jest ró»niczkowalna w punkcie x a funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie g(x), to funkcja
zªo»ona f ◦ g jest ró»niczkowalna w punkcie x oraz

(f ◦ g)′(x) = f ′
(
g(x)

)
· g′(x) = (f ′ ◦ g)(x) · g′(x).

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

W praktycznych obliczeniach musimy najpierw umie¢ przedstawi¢ dan¡ funkcj¦ w postaci zªo»enia funkcji pod-
stawowych, aby móc zastosowa¢ powy»sze twierdzenie.

Przykªady 1.11.

a) Rozwa»my funkcj¦ wielomianow¡ h : R→ R, x 7→
(
x3 − 2x2 + 4x− 3

)2
.

Zapiszmy j¡ w postaci zªo»enia f ◦ g, gdzie g(x) = x3 − 2x2 + 4x − 3 i f(y) = y2. Funkcje g i f ,
jako funkcje wielomianowe, s¡ ró»niczkowalne we wszystkich punktach dziedziny i ich pochodne s¡ równe
g′(x) = 3x2−4x+4 i odpowiednio f ′(y) = 2y. Z tego i z twierdzenia o pochodnej funkcji zªo»onej wynika,
»e (gdzie y = g(x))

h′(x) = (f ◦ g)′(x) = f ′ (g(x)) · g′(x) = 2g(x) ·
(
3x2 − 4x+ 4

)
=

= 2
(
x3 − 2x2 + 4x− 3

)
·
(
3x2 − 4x+ 4

)
=

= 6x5 − 20x4 + 48x3 − 50x2 + 56x− 24.

b) Rozwa»my teraz funkcj¦ h : R → R, x 7→ ex
2
, któr¡ mo»na zapisa¢ jako zªo»enie funkcji kwadratowej

g(x) = x2 i funkcji eksponencjalnej f(y) = ey. Dostajemy st¡d, »e

h′(x) = (f ◦ g)′(x) = f ′ (g(x)) · g′(x) = eg(x) · 2x = ex
2
· 2x.

c) Korzystaj¡c z reguªy ró»niczkowania funkcji zªo»onej mo»emy tak»e obliczy¢ pochodn¡ dowolnej funkcji
wykªadniczej x 7→ ax, gdzie a > 0:

(ax)′ =
(
ex·ln a

)′
= ex·ln a · ln a = ax · ln a.

+ Dalsze przykªady na wykªadzie!
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1.3 Reguªy ró»niczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Twierdzenie 1.12 (Pochodna funkcji odwrotnej).
Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i silnie monotoniczn¡ oraz niech f−1 : Wf → R b¦dzie jej funkcj¡
odwrotn¡.

Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x ∈ Df i jej pochodna f ′(x) 6= 0, wtedy funkcja odwrotna f−1

jest ró»niczkowalna w punkcie y = f(x) oraz

(
f−1)′ (y) =

1
f ′(x)

=
1(

f ′ ◦ f−1
)

(y)
.

Uzasadnienie: + na wykªadzie!

W powy»szym twierdzeniu nie mo»na opu±ci¢ zaªo»enia f ′(x) 6= 0.
Rozwa»my przykªadowo funkcj¦ pot¦gow¡ f(x) = x3, x ∈ R, która jest ci¡gªa i ±ci±le rosn¡ca, a jej funkcj¡
odwrotn¡ jest f−1(y) = 3

√
y.

Wprost z de�nicji pochodnej funkcji w punkcie mo»emy sprawdzi¢, »e f jest ró»niczkowalna w punkcie x = 0
i f ′(0) = 0. Natomiast w przykªadzie 1.5i) pokazali±my, »e funkcja f−1 nie jest ró»niczkowalna w punkcie
y = 0 = f(x).

Przykªady 1.13.

a) Funkcja eksponencjalna (zob. Przykªad 1.5f) jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R i jej pochodna
exp′(x) = exp(x) jest zawsze wi¦ksza od zera.

Wynika st¡d, »e jej funkcja odwrotna, czyli ln : (0,∞)→ R, jest tak»e ró»niczkowalna w ka»dym punkcie
x > 0 i prawdziwy jest wzór

ln′(x) =
1

(exp ◦ ln)(x)
=

1
x
.

+ Na wykªadzie uzupeªnimy ten punkt o pochodn¡ dowolnej funkcji logarytmicznej!

b) Funkcja pot¦gowa f : R → R, x 7→ xn, gdzie n ∈ N \ {0}, jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie x ∈ R i
jej pochodna f ′(x) = nxn−1 6= 0 dla x 6= 0.

Wynika st¡d, »e jej funkcja odwrotna f−1 : [0,∞)→ R, x 7→ n
√
x ma pochodn¡ dla x ∈ (0,∞) i(

f−1)′ (x) =
1

(f ′ ◦ f−1) (x)
=

1
f ′ ( n
√
x)

=
1

n ( n
√
x)n−1 =

1

nx1− 1
n

=
1
n
x

1
n−1.

Dla n = 2 otrzymujemy znan¡ nam ju» (zob. Przykªad. 1.5e) pochodn¡ pierwiastka kwadratowego(√
x
)′

=
1
2
x

1
2−1 =

1
2
√
x
.

c) Otrzymane w poprzednich przykªadach wzory na pochodn¡ funkcji pot¦gowej (zob. poprzedni podpunkt
i Przykªad 1.9a),c) mo»emy teraz uogólni¢.

Rozwa»my funkcj¦ pot¦gow¡ (0,∞) 3 x 7→ xα ∈ R dla dowolnego α ∈ R.
Korzystaj¡c z de�nicji funkcji pot¦gowej (zob. wykªad ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej ) oraz ze
wzoru na pochodn¡ funkcji zªo»onej i podpunktu a) otrzymujemy

(xα)′ =
(
eα ln x)′ = eα ln x ·

(
α · 1

x

)
= xα · α

x
= αxα−1.

d) + Na wykªadzie uzupeªnimy ten przykªad o pochodne nast¦puj¡cych funkcji cyklometrycznych
arc sin : (−1, 1)→ R i arc tg : R→ R:

(arc sinx)′ =
1√

1− x2
i (arc tg x)′ =

1
1 + x2 ,

natomiast obliczenie pochodnych funkcji arc cos i arc ctg pozostawimy jako zadanie domowe.
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1.3 Reguªy ró»niczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Zapiszmy w przejrzysty sposób wszystkie obliczone przez nas pochodne.

Pochodne funkcji elementarnych:

f(x) f ′(x)

x 7→ a, a ∈ R x 7→ 0

xα, α ∈ R \ {0} αxα−1

1
x = x−1 − 1

x2

√
x = x

1
2 1

2
√
x

ax, a > 0 ax · ln a

ex ex

loga x, a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) 1
x ln a

lnx 1
x

sinx cosx

cosx − sinx

tg x 1
cos2 x

ctg x −1
sin2 x

arc sinx 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1)

arc cosx −1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1)

arc tg x 1
1+x2

arc ctg x −1
1+x2

sinhx coshx

coshx sinhx

13



2 POCHODNA FUNKCJI

2 Pochodna funkcji

De�nicja 2.1. Funkcj¦

f :
{
Df −→ R
x 7−→ f(x)

nazywamy ró»niczkowaln¡ w zbiorze Df ′ ⊆ Df wtedy, gdy zbiór Df ′ jest otwarty i funkcja f jest ró»niczkowalna
w ka»dym punkcie tego zbioru.

W tym przypadku mówimy, »e funkcja

f ′ :
{
Df ′ −→ R
x 7−→ f ′(x)

jest funkcj¡ pochodn¡ funkcji f w zbiorze Df ′ .

Odwzorowanie przyporz¡dkowuj¡ce funkcji f jej pochodn¡ f ′ nazywamy operatorem ró»niczkowania lub po
prostu ró»niczkowaniem.

Dla funkcji pochodnej zachodz¡ analogiczne twierdzenia (np. warunek konieczny ró»niczkowalno±ci) i reguªy
ró»niczkowania (np. dziaªania na pochodnych), jak dla pochodnej funkcji w punkcie. Podobnie wzory zawarte
w tabelce na ko«cu poprzedniego rozdziaªu, mo»emy teraz traktowa¢ jako wzory de�niuj¡ce pochodn¡ funkcji
w zbiorze. Czyli przykªadowo: ka»da funkcja staªa w obszarze otwartym ma pochodn¡, która jest te» funkcj¡
staª¡ równ¡ to»samo±ciowo zeru.

2.1 Pochodne wy»szych rz¦dów

Je±li funkcja f : Df → R jest ró»niczkowalna w zbiorze otwartymDf ′ ⊆ Df , to jak powiedzieli±my odwzorowanie

f ′ : Df ′ 3 x 7−→ f ′(x) ∈ R

de�niuje now¡ funkcj¦ f ′, tak zwan¡ pierwsz¡ pochodn¡ funkcji f .

Je±li funkcja f ′ jest ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ Df ′ , to mo»emy mówi¢ o drugiej pochodnej (pochodnej rz¦du
drugiego) funkcji f w tym punkcie, czyli

f ′′ (x0) := (f ′)′ (x0) .

W sytuacji, gdy zbiór punktów, w których funkcja f ′ jest ró»niczkowalna jest niepusty, oznaczmy go przez Df ′′ ,
mo»emy zde�niowa¢ kolejn¡ funkcj¦

f ′′ : Df ′′ 3 x 7−→ f ′′(x) ∈ R,

czyli drug¡ pochodn¡ (pochodn¡ rz¦du drugiego) funkcji f w zbiorze Df ′′ . O funkcji f mówimy wtedy, »e jest
dwukrotnie ró»niczkowalna w zbiorze Df ′′ .

Wprost z de�nicji drugiej pochodnej wynika, »e

f ′′ (x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)
h

.

Analogicznie mo»emy zde�niowa¢ trzeci¡ pochodn¡ (pochodn¡ rz¦du trzeciego) funkcji f i wy»sze.

De�nicja 2.2. Niech f : Df → R b¦dzie pewn¡ funkcj¡ rzeczywist¡ i niech n > 1.
Mówimy, »e funkcja f jest n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ Df , je±li

• funkcja f jest (n− 1)-krotnie ró»niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x0;

• funkcja f (n−1) jest ró»niczkowalna w punkcie x0.
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2.1 Pochodne wy»szych rz¦dów 2 POCHODNA FUNKCJI

W tym przypadku de�niujemy n-t¡ pochodn¡ (pochodn¡ rz¦du n) funkcji f w tym punkcie nast¦puj¡co

f (n) (x0) :=
(
f (n−1)

)′
(x0) .

Je±li istnieje ona dla wszystkich punktów x ∈ Df , to de�niujemy n-t¡ pochodn¡ (pochodn¡ rz¦du n) funkcji f
jako odwzorowanie

f (n) :
{
Df −→ R,
x 7−→ f (n)(x).

Wprost z de�nicji n-tej pochodnej otrzymujemy

f (n) (x0) = lim
h→0

f (n−1)(x0 + h)− f (n−1)(x0)
h

.

De�nicja 2.3. Niech f : Df → R b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ i niech U ⊆ Df b¦dzie zbiorem otwartym.

a) Mówimy, »e funkcja f jest klasy C(U) (lub C0(U)), je±li f jest ci¡gªa w zbiorze U .

b) Mówimy, »e funkcja f jest klasy C1(U) (ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy), je±li f jest ró»niczkowalna i jej
pochodna f ′ jest ci¡gªa w zbiorze U .

c) Mówimy, »e funkcja f jest klasy Cn(U), gdzie n ∈ N \ {0}, je±li f jest n-krotnie ró»niczkowalna i jej n-ta
pochodna f (n) jest ci¡gªa w zbiorze U .

d) Mówimy, »e funkcja f jest klasy C∞(U), je±li f jest klasy Cn(U) dla ka»dego n ∈ N.

Zauwa»my, »e Cn(U) ⊆ Cn−1(U), poniewa» wprost z de�nicji ka»da funkcja n-krotnie ró»niczkowalna ma (n−1)-
sz¡ pochodn¡, która jest ró»niczkowalna, zatem musi te» by¢ ci¡gªa. Wynika st¡d, »e

C∞(U) =
⋂
n∈N
Cn(U).

Przykªady 2.4.

a) Funkcja staªa jest funkcj¡ klasy C∞(R) i jej pochodne ka»dego rz¦du s¡ funkcjami staªymi równymi
to»samo±ciowo zeru.

b) W przykªadzie 1.5b) pokazali±my, »e funkcja liniowa f : R → R, x 7→ ax + b jest ró»niczkowalna i jej
pochodna jest funkcj¡ staª¡, f ′(x) = a dla ka»dego x ∈ R. Zatem z poprzedniego podpunktu wynika, »e f
jest funkcj¡ klasy C∞(R) i f (n) ≡ 0 dla n ­ 2.

c) Podobnie mo»na pokaza¢, »e funkcja kwadratowa jest klasy C∞(R) i jej wszystkie pochodne pocz¡wszy
od rz¦du 3 s¡ równe to»samo±ciowo zeru.
Ogólnie, je±li f : R→ R jest funkcj¡ wielomianow¡ stopnia n, to f jest klasy C∞(R) i f (n+1) ≡ 0.

d) W przykªadzie 1.5d) pokazali±my tak»e, »e funkcja f : R \ {0} → R, x 7→ 1
x jest ró»niczkowalna i jej

pochodna f ′(x) = − 1
x2 .

Stosuj¡c wzór na pochodn¡ ilorazu mo»na wykaza¢, »e f jest klasy C∞(Df ) i jej pochodne nie s¡ trywialne.

e) Z przykªadu 1.5f),g) wynika równie», »e analogiczne stwierdzenia s¡ prawdziwe m.in. dla funkcji ekspo-
nencjalnej, sinus i cosinus. W szczególno±ci korzystaj¡c z indukcji matematycznej mo»na pokaza¢, »e

exp(n) x = expx,

sin(n) x = sin
(
x+

nπ

2

)
,

cos(n) x = cos
(
x+

nπ

2

)
,

gdzie n ∈ N i x ∈ R.
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2.1 Pochodne wy»szych rz¦dów 2 POCHODNA FUNKCJI

Z powy»szego przykªadu nie mo»na jednak wyci¡ga¢ mylnego wniosku, »e wszystkie funkcje s¡ funkcjami klasy
C∞. Mo»na bowiem wskaza¢ przykªadowo funkcje, które s¡ klasy Cn, ale nie maj¡ (n+ 1)-szej pochodnej w ka»-
dym punkcie lub funkcje, które s¡ n-krotnie ró»niczkowalne, ale nie s¡ klasy Cn.

Przykªad 2.5.

• �atwo mo»na pokaza¢, »e funkcja
f : R 3 x 7→ xn|x| ∈ R

jest Cn(R), ale nie ma (n+ 1)-szej pochodnej w punkcie x = 0.
Uzasadnienie: + Na wykªadzie!

• Rozwa»my ponadto funkcje

fk(x) =

{
xk · sin 1

x dla x 6= 0,

0 dla x = 0,

dla k ∈ N.

a) Funkcja f0(x) = sin 1
x nie jest ci¡gªa w punkcie x = 0. Z twierdzenia 1.7 wynika, »e f0 nie mo»e by¢

ró»niczkowalna w x = 0.

x

y

−3 −2 −π2 −1 π
21 2

−1

1 y = f0(x)

b) Funkcja f1(x) = x · sin 1
x jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny, czyli f1 ∈ C(R). Ale granica

ilorazu ró»nicowego

f ′1(0) = lim
h→0

f1(h)− f1(0)
h

= lim
h→0

sin
1
h

nie istnieje, zatem f1 nie jest ró»niczkowalna w punkcie x = 0.

x

y

−0.5 −0.3 0.3 0.5

−0.3

0.3

0.5
y = f1(x)

c) Funkcja f2(x) = x2 · sin 1
x jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny, czyli f2 ∈ C(R). Granica

ilorazu ró»nicowego

f ′2(0) = lim
h→0

f2(h)− f2(0)
h

= lim
h→0

h · sin 1
h

= 0
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2.1 Pochodne wy»szych rz¦dów 2 POCHODNA FUNKCJI

istnieje, zatem f2 jest ró»niczkowalna w punkcie x = 0. Funkcja

f ′2(x) =
{

2x · sin 1
x − cos 1

x dla x 6= 0
0 dla x = 0

jest zde�niowana wprawdzie dla wszystkich x ∈ R, ale nie jest ci¡gªa w punkcie x = 0, zatem funkcja
f2 6∈ C1(R).

x

y

−0.5 −0.3 0.3 0.5

0.1

0.2

y = f2(x)

Uzasadnienia: + Na ¢wiczeniach, zob. Lista zada«!

Obliczaj¡c pochodne wy»szych rz¦dów mo»emy korzysta¢ z nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 2.6. Je»eli funkcje f i g s¡ n-krotnie ró»niczkowalne w pewnym zbiorze otwartym D, to funkcje
λ · f , f + g i f · g s¡ równie» n-krotnie ró»niczkowalne w zbiorze D i zachodz¡ nast¦puj¡ce wzory

a) (λ · f)(n) = λ · f (n);

b) (f + g)(n) = f (n) + g(n);

c) Wzór Leibniza:

(f · g)(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k) · g(k) =

= f (n) · g +
(
n
1

)
f (n−1) · g′ +

(
n
2

)
f (n−2) · g′′ + · · ·+

(
n
n−1

)
f ′ · g(n−1) + f · g(n);

gdzie n ∈ N i λ ∈ R. Przyjmujemy przy tym, »e f (0) := f i g(0) := g.

Dowód: + Zadanie domowe!

Z powy»szego twierdzenia wynika, »e zbiory funkcji n-krotnie ró»niczkowalnych i zbiór funkcji klasy Cn (na
ustalonym zbiorze D) z naturalnymi dziaªaniami dodawania funkcji i mno»enia funkcji przez skalar s¡ prze-
strzeniami wektorowymi nad ciaªem R.
Natomiast n-krotne ró»niczkowanie

Cn(D) 3 f 7−→ f (n) ∈ C(D)

jest odwzorowaniem liniowym.
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3 EKSTREMA FUNKCJI RÓ�NICZKOWALNEJ

3 Ekstrema funkcji ró»niczkowalnej

Na wykªadzie Wst¦p do Analizy Matematycznej zde�niowali±my ekstrema globalne funkcji rzeczywistej i udo-
wodnili±my twierdzenie Weierstrassa o osi¡ganiu kresów, wedªug którego funkcja f ci¡gªa na przedziale domkni¦-
tym [a, b] ⊆ Df przyjmuje na tym przedziale swoje ekstrema globalne, czyli istniej¡ punkty xm, xM ∈ [a, b] takie,
»e f (xM ) = max{f(x) : x ∈ [a, b]} oraz f (xm) = min{f(x) : x ∈ [a, b]}.
Twierdzenie Weierstrassa zapewnia nam jedynie istnienie przynajmniej jednej takiej pary punktów xM i xm,
ale nie podaje sposobu, jak te punkty wyznaczy¢ i ani jak wykres funkcji f przebiega mi¦dzy nimi. W szczegól-
no±ci funkcja nie musi by¢ monotoniczna. Naszym celem b¦dzie teraz wykorzystanie rachunku ró»niczkowego
do dokªadniejszego badania funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

De�nicja 3.1. Niech f : R ⊇ Df → R b¦dzie dan¡ funkcj¡ rzeczywist¡. Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie
x0 ∈ Df

a) maksimum lokalne o warto±ci f(x0), je±li istnieje taka liczba ε > 0, »e

f (x0) ­ f(x) dla wszystkich x ∈ Df ∩K (x0, ε) ;

b) wªa±ciwe maksimum lokalne o warto±ci f(x0), je±li istnieje taka liczba ε > 0, »e

f (x0) > f(x) dla wszystkich x ∈ Df ∩K (x0, ε) \ {x0};

c) mimimum lokalne o warto±ci f(x0), je±li istnieje taka liczba ε > 0, »e

f (x0) ¬ f(x) dla wszystkich x ∈ Df ∩K (x0, ε) ;

d) wªa±ciwe mimimum lokalne o warto±ci f(x0), je±li istnieje taka liczba ε > 0, »e

f (x0) < f(x) dla wszystkich x ∈ Df ∩K (x0, ε) \ {x0};

gdzie K (x0, ε) := (x0 − ε, x0 + ε) jest pewnym otoczeniem punktu x0.

Mówimy tak»e, »e funkcja f przyjmuje w punkcie x0 maksimum, odpowiednio minimum lokalne.
Maksimum i minimum lokalne funkcji nazywamy zbiorczo ekstremami lokalnymi tej funkcji.

Zauwa»my, »e funkcja mo»e mie¢ w pewnym punkcie maksimum lokalne, ale nie musi przyjmowa¢ w tym punkcie
warto±ci najwi¦kszej (maksimum globalnego). Analogiczne stwierdzenie prawdziwe jest dla minimum lokalnego
i warto±ci najmniejszej funkcji.

Twierdzenie 3.2. [Fermata]
Niech funkcja f : (a, b) → R b¦dzie ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ (a, b). Je±li funkcja f ma w x0 ekstremum
lokalne, to

f ′ (x0) = 0.

Dowód: + Na wykªadzie!

Geometrycznie, twierdzenie Fermata oznacza, »e w punktach, w których funkcja ró»niczkowalna przyjmuje
ekstremum styczna do jej wykresu jest równolegªa do osi Ox. U»ywaj¡c natomiast interpretacji �zycznej mo»emy
powiedzie¢, »e podczas ruchu punktu po prostej pr¦dko±¢ tego punktu jest równa zeru w momencie rozpocz¦cia
powrotu.

Punkty x0 ∈ (a, b), dla których zachodzi warunek f ′ (x0) = 0, nazywamy punktami stacjonarnymi (krytycznymi)
funkcji f . Natomiast punkty stacjonarne, w których funkcja f nie ma ekstremum lokalnego, b¦dziemy nazywa¢
punktami siodªowymi funkcji f .
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3 EKSTREMA FUNKCJI RÓ�NICZKOWALNEJ

Punkty siodªowe istniej¡!

Rozwa»my przykªadowo funkcj¦

f :
{

R −→ R
x 7−→ x3

i punkt x0 = 0, w którym pochodna si¦ zeruje. �atwo zauwa»y¢
jednak, »e f nie ma ekstremum w tym punkcie.

Zatem je±li zachodzi warunek f ′ (x0) = 0, to nie mo»na z tego
wnioskowa¢, »e funkcja f ma w x0 ekstremum lokalne.

x

y

−2 −1 1 2

−6

−4

−2

2

4

6

Twierdzenie Fermata jest zatem warunkiem koniecznym, ale nie wystarczaj¡cym istnienia ekstremum lokal-
nego funkcji ró»niczkowalnej. Natomiast, je»eli w punkcie x0 ∈ (a, b) pochodna f ′ (x0) 6= 0, to w tym punkcie
ró»niczkowalna funkcja f z pewno±ci¡ nie przyjmuje ekstremum.

Twierdzenie 3.2 nie zachodzi na przedziaªach domkni¦tych [a, b] ⊂ R.
Rozwa»my przykªadowo funkcj¦ f : [0, 1] → R okre±lon¡ wzorem f(x) = x. Funkcja ta ma minimum (warto±¢
najmniejsz¡) w punkcie xm = 0 i maksimum (warto±¢ najwi¦ksz¡) w punkcie xM = 1, ale pochodna f ′(x) = 1
dla wszystkich punktów x ∈ [0, 1].

Ponadto ekstrema lokalne mog¡ mie¢ funkcje ci¡gªe, ale nie
ró»niczkowalne. Na przykªad znana nam funkcja

f :
{

R −→ R
x 7−→ |x|

ma w punkcie x0 = 0 minimum (globalne) mimo, »e pochodna
w tym punkcie nie istnieje (por. Przykªad 1.5 h)).

x

y

-2 -1 1 2

1

2

Uwaga Wyznaczenie ekstremów funkcji f : [a, b]→ R oznacza zatem, »e musimy zbada¢

• wszystkie punkty x0 ∈ (a, b), dla których f ′ (x0) = 0,

• punkty brzegowe x0 = a i x0 = b,

• punkty, w których funkcja nie jest ró»niczkowalna.

x

y

max maxmin ps

W tym celu mo»emy na przykªad zbada¢ zachowanie funkcji f (monotoniczno±¢) w otoczeniu punktów-kandy-
datów x0 ∈ [a, b]. Wrócimy do tego tematu w kolejnych rozdziaªach.

19



4 TWIERDZENIA O WARTO�CI �REDNIEJ

Twierdzenie Fermata ma tak»e inne zastosowania, niezwi¡zane z wyznaczaniem ekstremów. Wykorzystuj¡c je
mo»na przykªadowo wykaza¢, »e pochodne funkcji ró»niczkowalnych maj¡ wªasno±¢ Darboux. Dla funkcji f ∈ C1

jest to oczywiste, poniewa» wtedy pochodna f ′ jest funkcj¡ ci¡gª¡, natomiast je±li f ′ nie jest ci¡gªa, to fakt ten
wymaga dowodu.

Twierdzenie 3.3. [Darboux]
Niech funkcja f : Df → R b¦dzie ró»niczkowalna i niech [a, b] ⊆ Df . Dla ka»dej liczby c le»¡cej mi¦dzy liczbami
f ′(a) i f ′(b) istnieje taki punkt x0 ∈ [a, b], »e

f ′ (x0) = c.

Dowód: + Podr¦cznik!!

Twierdzenie Darboux mo»e pomóc w odpowiedzi (negatywnej) na pytanie, czy dana funkcja jest funkcj¡ po-
chodn¡.
Nad tym problemem b¦dziemy zastanawia¢ si¦ w dziale dotycz¡cym rachunku caªkowego funkcji jednej zmiennej.

4 Twierdzenia o warto±ci ±redniej

Mamy trzy wersje twierdzenia o warto±ci ±redniej. Najªatwiejsza wersja jest wnioskiem z twierdzenia Fermata 3.2,
czyli z warunku koniecznego istnienia ekstremum lokalnego funkcji ró»niczkowalnej.

Twierdzenie 4.1. [Rolle'a]
Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale [a, b] i ró»niczkowaln¡ w przedziale otwartym (a, b).
Je±li f(a) = f(b), to istnieje co najmniej jeden punkt x0 ∈ (a, b) taki, »e

f ′ (x0) = 0.

x

y

f(a) = f(b)

a b

Dowód: + Na wykªadzie!

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle'a jest oczywista. Je±li funkcja f speªnia zaªo»enia twierdzenia
Rolle'a, to styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie (x0, f (x0)) jest równolegªa do osi Ox.
Pilny Student powinien zastanowi¢ si¦ nad interpretacj¡ �zyczn¡ tego twierdzenia!

Uwaga Zauwa»my, »e odcinki (a, b) i [a, b] maj¡ nast¦puj¡ce przedstawienie parametryczne

(a, b) =
{
a+ t(b− a) : t ∈ (0, 1)

}
i [a, b] =

{
a+ t(b− a) : t ∈ [0, 1]

}
.

Wynika st¡d, »e tez¦ twierdzenia Rolle'a mo»na zapisa¢ w (czasami) wygodniejszej postaci:

Istnieje liczba co najmniej jedna liczba θ ∈ (0, 1) taka, »e f ′
(
a+ θ · (b− a)

)
= 0.
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4 TWIERDZENIA O WARTO�CI �REDNIEJ

Korzystaj¡c z twierdzenia Rolle'a mo»na udowodni¢ kolejne twierdzenie o warto±ci ±redniej.

Twierdzenie 4.2. [Lagrange'a]
Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i ró»niczkowalna w przedziale otwartym (a, b), to istnieje
co najmniej jeden punkt x0 ∈ (a, b) taki, »e

f ′ (x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.

x

y

a b

Dowód: + Na wykªadzie!

Z twierdzenia Lagrange'a otrzymujemy natychmiast nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.3. Je»eli f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna, to istnieje liczba θ ∈ (0, 1) taka, »e

f(x+ h) = f(x) + f ′(x+ θh) · h,

o ile x, x+ h ∈ (a, b).

Twierdzenie Rolle'a jest szczególnym przypadkiem twierdzenia Lagrange'a dla f(a) = f(b).

Je±li funkcja f speªnia zaªo»enia twierdzenia Lagrange'a, to styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie
(x0, f (x0)) jest równolegªa do siecznej przechodz¡cej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Natomiast w interpretacji
�zycznej oznacza to, ±rednia pr¦dko±¢ punktu materialnego w przedziale czasowym [a, b] jest równa pr¦dko±ci
chwilowej w pewnej chwili x0 ∈ (a, b).

Twierdzenie Lagrange'a mo»na jeszcze uogólni¢.

Twierdzenie 4.4. [Cauchy'ego o warto±ci ±redniej]
Niech f, g : [a, b] → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi w przedziale [a, b] i ró»niczkowalnymi w przedziale otwar-
tym (a, b). Wówczas istnieje punkt x0 ∈ (a, b) taki, »e

(
f(b)− f(a)

)
· g′ (x0) =

(
g(b)− g(a)

)
· f ′ (x0) .

Dowód: + Na wykªadzie!

Zauwa»my, »e twierdzenie Lagrange'a jest szczególnym przypadkiem twierdzenia Cauchy'ego dla funkcji
g(x) = x.

Je»eli w twierdzeniu Cauchy'ego zaªo»ymy, »e g′ (x) 6= 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to g(a) 6= g(b) i warunek
z twierdzenia mo»emy zapisa¢ w postaci

f ′ (x0)
g′ (x0)

=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

.

Gdyby pochodna g′ zerowaªa si¦ cho¢ w jednym punkcie, to powy»szy warunek nie musi by¢ prawdziwy!
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5 Pochodne a monotoniczno±¢ funkcji

Twierdzenia o warto±ci ±redniej wydaj¡ si¦ by¢ bardzo teoretyczne, nie wskazuj¡ na przykªad metody jak wy-
znaczy¢ punkty, których istnienie zapewniaj¡. Ale ich zastosowania s¡ bardzo wa»ne.

Twierdzenie Lagrange'a 4.2 mo»na wykorzysta¢ przykªadowo do szacowania bª¦du.

Wniosek 5.1. Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale [a, b] i ró»niczkowaln¡ w przedziale
otwartym (a, b). Wtedy nast¦puj¡ce warunki równowa»ne:

• Pochodna f ′ jest ograniczona na przedziale (a, b), tzn. istnieje staªa L ­ 0 taka, »e

|f ′(x)| ¬ L dla wszystkich x ∈ (a, b).

• Funkcja f speªnia na przedziale [a, b] warunek Lipschitza ze staª¡ L.

Dowód: + Na wykªadzie!

Uwaga

• Cz¦sto mówimy, »e szybko±¢ zmian warto±ci funkcji lipschitzowskiej jest ograniczona.

• Funkcja o ograniczonej pochodnej jest funkcj¡ lipschitzowsk¡, a zatem szczególno±ci jest funkcj¡ jedno-
stajnie ci¡gª¡ (zob. wykªad Wst¦p do Analizy Matematycznej ).
Natomiast funkcja ró»niczkowalna i (tylko) jednostajnie ci¡gªa mo»e mie¢ nieograniczon¡ pochodn¡. Roz-
wa»my przykªadowo funkcj¦ f(x) =

√
x na zbiorze [0, 1]. Jej pochodna f ′(x) = 1

2
√
x
nie jest ograniczona

w »adnym otoczeniu zera i f ′+(0) istnieje tylko w sensie niewªa±ciwym. Wynika st¡d, »e funkcja f nie
spelnia warunku Lipschtza na [0, 1].

• Funkcja klasy C1 zacie±niona do przedziaªu domkni¦tego speªnia na nim warunek Lipschitza. Z twierdzenia
Weierstrassa o ograniczono±ci funkcji ci¡gªej wynika bowiem, »e jej pochodna jest ograniczona i mo»emy
skorzysta¢ z poprzedniego twierdzenia.

Kolejny wniosek z twierdzenia Lagrange'a odgrywa du»¡ rol¦ w wyznaczaniu ekstremów funkcji.

Wniosek 5.2. Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale [a, b] i ró»niczkowaln¡ w przedziale
otwartym (a, b).

a) Je±li f ′(x) = 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to funkcja f jest staªa w przedziale [a, b].

b) Je±li f ′(x) ­ 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to funkcja f jest rosn¡ca w przedziale [a, b].

c) Je±li f ′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to funkcja f jest silnie rosn¡ca w przedziale [a, b].

d) Je±li f ′(x) ¬ 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to funkcja f jest malej¡ca w przedziale [a, b].

e) Je±li f ′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (a, b), to funkcja f jest silnie malej¡ca w przedziale [a, b].

Dowód: + Na wykªadzie!

Zauwa»my, »e warunki w podpunktach a), b) i d) s¡ prawdziwe tak»e jako równowa»no±¢. Natomiast warunków
w podpunktach c) i e) nie mo»na odwróci¢, jako kontrprzykªad mo»e posªu»y¢ funkcja f(x) = x3.

Nast¦pne twierdzenie podaje warunki wystarczaj¡ce istnienia ekstremum lokalnego funkcji.

Twierdzenie 5.3. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w punkcie x0 ∈ (a, b) i ró»niczkowaln¡ w jego
s¡siedztwie.

a) Je±li istnieje ε > 0 takie, »e

• f ′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (x0, x0 + ε), wtedy funkcja
f ma w punkcie x0 (wªa±ciwe) minimum lokalne.

• f ′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (x0, x0 + ε), wtedy funkcja
f ma w punkcie x0 (wªa±ciwe) maksimum lokalne.
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b) Niech dodatkowo funkcja f b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna w x0 i niech f ′(x0) = 0.

• Je±li f ′′ (x0) > 0, to funkcja f ma w punkcie x0 minimum lokalne.

• Je±li f ′′ (x0) < 0, to funkcja f ma w punkcie x0 maksimum lokalne.

• Je±li f ′′ (x0) = 0, to nie mo»na stwierdzi¢, czy funkcja f ma w punkcie x0 ekstremum.

Dowód: + Na wykªadzie!

Warunki wystarczaj¡ce na istnienie ekstremum podane w powy»szym twierdzeniu nie s¡ warunkami koniecznymi!
Funkcja mo»e mie¢ ekstremum lokalne w punkcie x0, a jednocze±nie mo»e zachodzi¢ warunek f ′′ (x0) = 0. Prosz¦
rozwa»y¢ przykªadowo funkcj¦ f(x) = x4.
Ponadto mo»na wskaza¢ funkcj¦, która ma ekstremum w pewnym punkcie, ale jej pochodna nie ma staªego
znaku w »adnym prawym i lewym s¡siedztwie tego punktu! + Na wykªadzie!

Je»eli te warunki nie pozwalaj¡ na stwierdzenie, czy w danym punkcie funkcja osi¡ga ekstremum lokalne i jakiego
rodzaju, to mo»emy posªu»y¢ si¦ testem zwi¡zanym z pochodnymi wy»szych rz¦dów. Podamy go bez dowodu
(mo»na go znale¹¢ w wi¦kszo±ci podr¦czników z analizy matematycznej). Wspomnimy tylko, »e w dowodzie
korzysta si¦ ze wzoru Taylora, którym b¦dziemy zajmowa¢ si¦ w ostatnim rozdziale tej cz¦±ci wykªadu.

Twierdzenie 5.4. Niech funkcja f : (a, b) → R ma n-t¡ pochodn¡ w pewnym otoczeniu punktu x0 ∈ (a, b),
gdzie n ­ 2, i pochodna ta jest ci¡gªa w tym punkcie.
Ponadto niech f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 i f (n)(x0) 6= 0. Wówczas

a) je±li n jest liczb¡ parzyst¡, to w punkcie x0 funkcja f osi¡ga ekstremum:

• dla f (n) (x0) > 0 jest to minimum lokalne.

• dla f (n) (x0) < 0 jest to maksimum lokalne.

b) je±li n jest liczb¡ nieparzyst¡, to w punkcie x0 funkcja f nie osi¡ga ekstremum.

Na koniec tego rozdziaªu podamy jeszcze dwa proste wnioski z omawianych twierdze«. Pierwszy z nich wyko-
rzystuje si¦ przy dowodzeniu to»samo±ci funkcyjnych. Drugi natomiast stanowi podstaw¦ alternatywnej de�nicji
funkcji eksponencjalnej.

Wniosek 5.5. Niech f, g : [a, b] → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi w przedziale [a, b] i ró»niczkowalnymi w prze-
dziale otwartym (a, b).
Je±li f ′(x) = g′(x) dla wszystkich x ∈ (a, b), to istnieje taka staªa C ∈ R, »e f(x) = g(x) + C dla wszystkich
x ∈ [a, b].

Dowód: + Na wykªadzie!

Wniosek 5.6. [Jednoznaczno±¢ funkcji eksponencjalnej]
Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale [a, b] i ró»niczkowaln¡ w przedziale otwartym (a, b).
Je±li f ′ ≡ f , to

f(x) = C · exp(x) dla x ∈ (a, b),

gdzie C ∈ R jest pewn¡ staª¡.

Dowód: + Na wykªadzie!

6 Pochodne a granice funkcji

Na wykªadzie Wst¦p do Analizy Matematycznej udowodnili±my twierdzenie, które nazwali±my twierdzeniem
o arytmetyce granic. Wynika z niego, »e przy obliczaniu granic funkcji pomocny jest mi¦dzy innymi nast¦puj¡cy
wzór o granicy ilorazu

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
.
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6 POCHODNE A GRANICE FUNKCJI

Nie mo»na jednak z niego skorzysta¢, gdy obie funkcje f i g dla x → x0 zmierzaj¡ równocze±nie do 0 lub
odpowiednio do ±∞. W tym przypadku otrzymujemy formalnie tzw. wyra»enie nieoznaczone typu

[
0
0

]
lub

odpowiednio
[∞
∞
]
. Analogicznie, nie mo»na korzysta¢ ze wzoru na granic¦ iloczynu

lim
x→x0

f(x) · g(x) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

gdy jedna funkcja zmierza do 0 a druga do ±∞. Tak»e takie granice jak lim
x→x0

f(x)g(x), gdy np. dla x→ x0 obie

funkcje f i g zmierzaj¡ do 0 lub gdy f zmierza do 1 a g do ±∞, s¡ wyra»eniami nieoznaczonymi. Jak wiemy,
mamy nast¦puj¡ce wyra»enia nieoznaczone

[
0
0

]
,

[∞
∞

]
, [0 · ∞] , [∞−∞] ,

[
00] , [1∞] ,

[
∞0].

Konsekwencj¡ twierdzenia Cauchy'ego o warto±ci ±redniej z poprzedniego rozdziaªu jest narz¦dzie, które zna-
cz¡co uªatwia obliczanie granic w dwóch pierwszych przypadkach. Natomiast kolejne przypadki da si¦ do nich
sprowadzi¢.
Nale»y jednak pami¦ta¢, »e nie zawsze mo»na stosowa¢ poni»ej sformuªowan¡ reguª¦ lub zastosowanie jej pro-
wadzi do bardzo skomplikowanych oblicze«. Z tego powodu lepiej zna¢ zarówno reguª¦ de L'Hospitala, jak i
granice specjalne.

Twierdzenie 6.1. [Reguªa de L'Hospitala]
Niech funkcje f, g : (a, b)→ R b¦d¡ ró»niczkowalne w s¡siedztwie (a, b)\{x0} punktu x0 ∈ (a, b) oraz dodatkowo
niech pochodna g′(x) 6= 0 dla wszystkich x ∈ (a, b) \ {x0}.
Ponadto niech zachodzi jeden z dwóch przypadków:

lim
x→x0

f(x) = 0 i lim
x→x0

g(x) = 0

lub
lim
x→x0

f(x) = ±∞ i lim
x→x0

g(x) = ±∞.

Je±li istnieje (sko«czona lub niesko«czona) granica lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) , to istnieje te» granica lim

x→x0

f(x)
g(x) , i zachodzi

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!

W twierdzeniu 6.1 dopuszczamy tak»e x0 = a lub x0 = b, tylko rozwa»amy wtedy odpowiednie granice jedno-
stronne. Ponadto reguªa de L'Hospitala pozostaje prawdziwa dla granic liczonych przy x→ −∞ lub odpowiednio
x→ +∞, je±li tylko przedziaª (a, b) jest nieograniczony z doªu lub odpowiednio z góry.

Zaªo»enie o istnieniu granicy ilorazu lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) jest istotne i nie mo»na go pomin¡¢. Jako przykªad prosz¦

rozwa»y¢ granice

lim
x→∞

2x+ sinx
2x− sinx

i lim
x→0

x2 · sin 1
x

sinx
.

Omówimy teraz kilka przykªadów zastosowania reguªy de L'Hospitala.

Przykªady 6.2. Rozwa»my najpierw par¦ ªatwych i znanych nam granic.

a) Obliczmy granic¦

lim
x→π

2

cosx
x− π

2
.

W tym celu rozwa»my funkcje f, g : R → R, gdzie f(x) = cosx i g(x) = x − π
2 . Obie funkcje f i g s¡

ci¡gªe, zatem

lim
x→π

2

f(x) = f
(π

2

)
= cos

(π
2

)
= 0 i lim

x→π
2

g(x) = g
(π

2

)
= 0.
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6 POCHODNE A GRANICE FUNKCJI

Funkcje f i g s¡ tak»e ró»niczkowalne, przy czym f ′(x) = − sinx i g′(x) = 1 6= 0.

Wynika st¡d, »e mo»emy zastosowa¢ reguª¦ de L'Hospital i poniewa» granica lim
x→π

2

− sin x
1 istnieje, to

lim
x→π

2

cosx
x− π

2
= lim

x→π
2

− sinx
1

= −1.

b) Obliczmy teraz granic¦

lim
x→2

2x − x2

x− 2
.

W tym celu rozwa»my funkcje f(x) = 2x − x2 i g(x) = x− 2. Wtedy zachodzi

lim
x→2

f(x) = f(2) = 22 − 22 = 0 i lim
x→2

g(x) = g(2) = 0.

Funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne, przy czym f ′(x) = ln 2 · 2x − 2x i g′(x) = 1 6= 0.

Wynika st¡d, »e

lim
x→2

2x − x2

x− 2
= lim

x→2

ln 2 · 2x − 2x
1

= 4 ln 2− 4.

c) Cz¦sto musimy najpierw zapisa¢ funkcj¦, której granic¦ liczymy jako iloraz, aby móc zastosowa¢ reguª¦
de L'Hospitala.

Obliczmy granic¦

lim
x→0+

xn ln(x) = lim
x→0+

ln(x)
x−n

dla n ∈ N. Ró»niczkuj¡c teraz osobno licznik i mianownik otrzymujemy

lim
x→0+

ln(x)
x−n

= lim
x→0

1
x

−nx−n−1 = lim
x→0
− 1
n
xn = 0.

d) Mo»e si¦ tak»e zdarzy¢, »e reguª¦ de L'Hospitala musimy zastosowa¢ par¦ razy pod rz¡d (o ile tylko
speªnione s¡ wymagane zaªo»enia):

lim
x→∞

xn

exp(x)
= lim

x→∞

nxn−1

exp(x)
= lim

x→∞

n(n− 1)xn−2

exp(x)
= . . . = lim

x→∞

n!
exp(x)

= 0.

e) Trudniejsza do policzenia jest granica

lim
x→0

(
sinx
x

) 1
x [1∞]

= lim
x→0

exp
(

1
x
· ln
(

sinx
x

))
.

Zastosujmy reguª¦ de L'Hospitala do argumentu funkcji eksponencjalnej

lim
x→0

ln
(

sin x
x

)
x

[ 0
0 ]
= lim

x→0

ln sinx− lnx
x

H= lim
x→0

cos x
sin x −

1
x

1
= lim

x→0

x · cosx− sinx
x · sinx

H=

= lim
x→0

cosx− x · sinx− cosx
sinx+ x · cosx

H= lim
x→0

− sinx− x · cosx
cosx+ cosx− x · sinx

= 0

i poniewa» funkcja eksponencjalna jest ci¡gªa, zatem

lim
x→0

exp
(

1
x
· ln
(

sinx
x

))
= exp(0) = 1.

+ Kolejne przykªady, w szczególno±ci przykªady granic, przy których nie mo»na lub nie powinno si¦ stosowa¢
reguªy de L'Hospitala, zostan¡ podane na wykªadzie.
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7 Pochodne a krzywizna wykresu funkcji

W rozdziale 5 (str. 22) stwierdzili±my, »e znak pierwszej pochodnej f ′ funkcji f : Df → R dostarcza informacji
o monotoniczno±ci tej funkcji, tzn. pozwala wyznaczy¢ przedziaªy, w których funkcja jest rosn¡ca (wykres wznosi
si¦) lub malej¡ca (wykres opada).

W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ geometryczne znaczenie drugiej pochodnej f ′′.

De�nicja 7.1. Niech b¦dzie dana ci¡gªa funkcja rzeczywista f : Df → R i przedziaª [a, b] ⊆ Df .

a) Funkcj¦ f nazywamy wypukª¡ (wypukª¡ ku doªowi) na przedziale [a, b], je±li dla wszystkich x1, x2 ∈ [a, b]
i dla wszystkich liczb λ ∈ [0, 1] speªniona jest tzw. nierówno±¢ Jensena:

f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
¬ λf (x1) + (1− λ)f (x2),

tzn. odcinek ª¡cz¡cy punkty
(
x1, f (x1)

)
i
(
x2, f (x2)

)
le»y powy»ej wykresu (lub na wykresie) funkcji f .

x

y

y = f(x)

x1 x x2

f(x)

f(x1)

f(x2)

x = λx1 + (1− λ)x2
λ ∈ [0, 1]

Je»eli dla wszystkich x1 6= x2 i dla wszystkich λ ∈ (0, 1) nierówno±¢ w powy»szym warunku jest ostra, to
funkcj¦ f nazywamy ±ci±le wypukª¡.

b) Funkcj¦ f nazywamy wkl¦sª¡ (wypukª¡ ku górze) na przedziale [a, b], je±li dla wszystkich x1, x2 ∈ [a, b] i dla
wszystkich liczb λ ∈ [0, 1] speªniony jest warunek

f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
­ λf (x1) + (1− λ)f (x2),

tzn. odcinek ª¡cz¡cy punkty
(
x1, f (x1)

)
i
(
x2, f (x2)

)
le»y poni»ej wykresu (lub na wykresie) funkcji f .

x

y

y = f(x)

x1 x x2

f(x2)

f(x1)

f(x)
x = λx1 + (1− λ)x2
λ ∈ [0, 1]

Je»eli dla wszystkich x1 6= x2 i dla wszystkich λ ∈ (0, 1) nierówno±¢ w powy»szym warunku jest ostra, to
funkcj¦ f nazywamy ±ci±le wkl¦sª¡.

c) Punkt x0 ∈ (a, b) nazywamy punktem przegi¦cia funkcji f , je±li istnieje takie ε > 0, »e speªniony jest jeden
z poni»szych warunków:

• f jest ±ci±le wypukªa na przedziale (x0 − ε, x0] i ±ci±le wkl¦sªa na przedziale [x0, x0 + ε);

• f jest ±ci±le wkl¦sªa na przedziale (x0 − ε, x0] i ±ci±le wypukªa na przedziale [x0, x0 + ε);
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7 POCHODNE A KRZYWIZNA WYKRESU FUNKCJI

x

y

y = f(x)

x0

Uwaga

• Funkcja f : [a, b] → R jest wypukªa dokªadnie wtedy, gdy funkcja −f jest wkl¦sªa. Stwierdzenie to jest
bezpo±rednim wnioskiem z de�nicji 7.1 przez pomno»enie danych nierówno±ci przez −1.

• Suma funkcji wypukªych (wkl¦sªych) jest te» wypukªa (wkl¦sªa), poniewa» nierówno±ci mo»na dodawa¢
stronami. Je»eli przynajmniej jedna z funkcji, które sumujemy, jest ±ci±le wypukªa (±ci±le wkl¦sªa), to suma
te» jest ±ci±le wypukªa (±ci±le wkl¦sªa).

• Czasami de�nicj¦ funkcji wypukªej formuªuje si¦ w ten sposób, »e jej nadwykres{
(x, y) : x ∈ [a, b], y ­ f(x)

}
ma by¢ zbiorem wypukªym. Analogiczn¡ de�nicj¦ podaje si¦ dla funkcji wkl¦sªej.

+ Zadanie domowe: Sprawdzi¢ z de�nicji, »e funkcja f(x) = x2 jest ±ci±le wypukªa, natomiast funkcja
g(x) = |x| jest wypukªa, ale nie jest ±ci±le wypukªa.

Oczywi±cie, sprawdzanie wprost z de�nicji wypukªo±ci (wkl¦sªo±ci) funkcji mo»e by¢ uci¡»liwym i »mudnym
zadaniem, podobnie jak badanie monotoniczno±ci. Z tego powodu sformuªujemy teraz warunki pozwalaj¡ce
bada¢ wypukªo±¢ za pomoc¡ pochodnych.

Twierdzenie 7.2. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:

a) Funkcja f jest (sªabo) wypukªa w przedziale (a, b).

b) Pochodna f ′ jest funkcj¡ (sªabo) rosn¡c¡ (niemalej¡c¡) w przedziale (a, b).

c) Dla dowolnych punktów x, x0 ∈ (a, b) zachodzi f(x) ­ f(x0) + f ′(x0) · (x− x0).

Dowód: + Na wykªadzie!
+ Na wykªadzie podamy te» charakteryzacj¦ funkcji ±ci±le wypukªej!

Z powy»szego twierdzenia i poprzedzaj¡cej go uwagi wynika bezpo±rednio analogiczne twierdzenie dotycz¡ce
funkcji wkl¦sªych.

Twierdzenie 7.3. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:

a) Funkcja f jest (sªabo) wkl¦sªa w przedziale (a, b).

b) Pochodna f ′ jest funkcj¡ (sªabo) malej¡c¡ (nierosn¡c¡) w przedziale (a, b).

c) Dla dowolnych punktów x, x0 ∈ (a, b) zachodzi f(x) ¬ f(x0) + f ′(x0) · (x− x0).

Dowód: + �wiczenie!
+ �wiczenie: Poda¢ charakteryzacj¦ funkcji ±ci±le wkl¦sªej!
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Twierdzenia 7.2 i 7.3, a dokªadniej ich podpunkty a) i c), umo»liwiaj¡ kolejn¡ gra�czn¡ charakteryzacj¦ ró»-
niczkowalnych funkcji wypukªych i wkl¦sªych. A mianowicie zamiast odcinków ª¡cz¡cych dowolne dwa punkty
wykresu jak w de�nicji tych funkcji, mo»na rozwa»a¢ styczne w dowolnym punkcie ich wykresu. Wykres funkcji
wypukªej b¦dzie le»aª powy»ej (na), a wykres funkcji wkl¦sªej poni»ej (na) dowolnej stycznej.

Z wniosku 5.2 dostajemy kolejny warunek równowa»ny wypukªo±ci (wkl¦sªo±ci) funkcji dwukrotnie ró»niczko-
walnej.

Twierdzenie 7.4. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡. W tym przypadku prawdziwe
s¡ nast¦puj¡ce stwierdzenia:

• Funkcja f jest (sªabo) wkl¦sªa w przedziale (a, b), je±li f ′′(x) ¬ 0 dla wszystkich x ∈ (a, b);

• Funkcja f jest ±ci±le wkl¦sªa w przedziale (a, b), je±li f ′′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (a, b);

• Funkcja f jest (sªabo) wypukªa w przedziale (a, b), je±li f ′′(x) ­ 0 dla wszystkich x ∈ (a, b);

• Funkcja f jest ±ci±le wypukªa w przedziale (a, b), je±li f ′′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (a, b).

Dowód: + �wiczenie!

Z twierdze« 7.2 i 7.3 (podpunkty a) i b)) oraz z twierdzenia 3.2 dostajemy natychmiast warunki konieczne
istnienia punktu przegi¦cia wykresu funkcji ró»niczkowalnej.

Twierdzenie 7.5. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ oraz niech x0 ∈ (a, b).

a) Je±li funkcja f ma w x0 punkt przegi¦cia, to pochodna f ′ ma w tym punkcie wªa±ciwe ekstremum lokalne.

b) Je±li funkcja f ma w x0 punkt przegi¦cia i jest w tym punkcie dwukrotnie ró»niczkowalna, to druga
pochodna f ′′(x0) = 0.

Dowód: + �wiczenie!

Nast¦pne twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczaj¡cy istnienia punktu przegi¦cia wykresu funkcji
dwukrotnie ró»niczkowalnej.

Wniosek 7.6. Niech funkcja ci¡gªa f : (a, b) → R b¦dzie dwukrotnie ró»niczkowalna w s¡siedztwie punk-
tu x0 ∈ (a, b).

Funkcja f ma w x0 ∈ (a, b) punkt przegi¦cia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ε > 0, takie »e
(x0 − ε, x0 + ε) ⊆ (a, b) i zachodzi jeden z warunków:

• f ′′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (x0, x0 + ε);

• f ′′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′′(x) < 0 dla wszystkich x ∈ (x0, x0 + ε).

Przykªady 7.7.

• Funkcje f : (0,∞)→ R, gdzie f(x) = ln(x), i g : R→ R, gdzie g(x) = −x2, s¡ wkl¦sªe.

• Funkcja f : R→ R, gdzie f(x) = exp(x), i g : R→ R, gdzie g(x) = x2, s¡ wypukªe.

• Dana jest funkcja pot¦gowa f : R→ R, gdzie f(x) = xn i n ∈ N.
Jej druga pochodna f ′′(x) = n(n− 1)xn−2 jest nieujemna dla ka»dego x ∈ R i parzystego wykªadnika n.
Wynika st¡d, »e funkcja f jest wypukªa w caªej swej dziedzinie.

Je±li natomiast wykªadnik n jest nieparzysty, to druga pochodna f ′′ jest ujemna dla x < 0 i dodatnia
dla x > 0. Zatem funkcja f jest wkl¦sªa w przedziale (−∞, 0] i wypukªa w przedziale [0,∞), a w punkcie
x0 = 0 ma punkt przegi¦cia.

+ Kolejne przykªady zostan¡ podane na wykªadzie.
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8 Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Zaªó»my, »e funkcja f dana jest pewnym wzorem, wedªug którego argumentowi x przyporz¡dkowujemy warto±¢
f(x).
Celem badania przebiegu zmienno±ci funkcji f jest okre±lenie takich wa»nych wªasno±ci funkcji, jak symetria
(parzysto±¢, nieparzysto±¢), okresowo±¢, ekstrema i punkty ich osi¡gania, monotoniczno±¢ itp., a nast¦pnie na
ich podstawie naszkicowanie wykresu funkcji.
Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji powinno przeprowadza¢ si¦ w sposób systematyczny, przykªadowo wedªug
nast¦puj¡cych punktów:

• Wyznaczenie naturalnej dziedziny Df funkcji f .

• Sprawdzenie, czy funkcja jest okresowa i parzysta/nieparzysta (zob. wykªad Wst¦p do Analizy Matema-
tycznej ).

• Okre±lenie zachowania funkcji f na brzegu dziedziny, tzn. obliczenie granicy lim
x→a

f(x) dla wszystkich

a ∈ Df \Df i/lub dla a = ±∞.

• Wyznaczenie asymptot (zob. wykªad Wst¦p do Analizy Matematycznej ).

• Wyznaczenie miejsc zerowych funkcji f i przedziaªów, w których funkcja przyjmuje warto±ci dodatnie i
ujemne.

• Obliczenie pochodnych, przewa»nie f ′ i f ′′, oraz okre±lenie ich dziedzin.

• Okre±lenie przedziaªów, w których funkcja f jest rosn¡ca i malej¡ca.

• Wyznaczenie ekstremów funkcji f i punktów, w których s¡ osi¡gane.

• Wyznaczenie przedziaªów, w których funkcja f jest wypukªa i wkl¦sªa.

• Wyznaczenie punktów przegi¦cia funkcji f .

• Okre±lenie zbioru warto±ci funkcji f .

• Naszkicowanie wykresu funkcji f .

Przykªad 8.1. Dana jest funkcja

f(x) =
|x− 1|
x2 =


−x+ 1
x2 dla x < 1,

x− 1
x2 dla x ­ 1.

• Funkcja zde�niowana jest dla wszystkich liczb rzeczywistych z wyª¡czeniem miejsc zerowych mianownika,
tzn. Df = R \ {0}.

• Obliczmy granice funkcji przy x zmierzaj¡cym do ±∞:

lim
x→−∞

|x− 1|
x2 = lim

x→−∞

−x+ 1
x2 = 0 i lim

x→∞

|x− 1|
x2 = lim

x→−∞

x− 1
x2 = 0.

Wynika st¡d, »e prosta y = 0 jest asymptot¡ poziom¡ wykresu funkcji f w ±∞.

Obliczaj¡c granice jednostronne w punkcie x = 0

lim
x→0−

|x− 1|
x2 = ∞ i lim

x→0+

|x− 1|
x2 = ∞

otrzymujemy, »e prosta x = 0 jest obustronn¡ asymptot¡ pionow¡ wykresu funkcji f .

• Punkt x = 1 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f , poza tym funkcja f przyjmuje tylko warto±ci
dodatnie.
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• Pochodna pierwszego rz¦du funkcji f równa jest

f ′(x) =


x− 2
x3 dla x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1),

−x+ 2
x3 dla x ∈ (1,∞).

�atwo sprawdzi¢, »e funkcja f nie jest ró»niczkowalna w punkcie x = 1, czyli Df ′ = R \ {0, 1}. Jedynym
miejscem zerowym pochodnej f ′ jest punkt x = 2, ponadto f ′(x) > 0 dla x ∈ (−∞, 0) ∪ (1, 2) oraz
f ′(x) < 0 dla x ∈ (0, 1) ∪ (2,∞). Wynika st¡d, »e f jest silnie rosn¡ca w przedziaªach (−∞, 0) i (1, 2),
a silnie malej¡ca w przedziaªach (0, 1) i (2,∞). Zatem funkcja f przyjmuje w punkcie x = 1 minimum
lokalne o warto±ci f(1) = 0, a w punkcie x = 2 maksimum lokalne o warto±ci f(2) = 1

4 .

• Pochodna drugiego rz¦du funkcji f równa jest

f ′′(x) =


2(−x+ 3)

x4 dla x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1),

2(x− 3)
x4 dla x ∈ (1,∞).

Jedynym miejscem zerowym drugiej pochodnej f ′′ jest punkt x = 3, ponadto f ′′(x) > 0 dla x ∈ (−∞, 0)∪
(0, 1) ∪ (3,∞) oraz f ′′(x) < 0 dla x ∈ (1, 3). Wynika st¡d, »e funkcja f jest wypukªa w przedziaªach
(−∞, 0), (0, 1) i (3,∞), a wkl¦sªa w przedziale (1, 3). Zatem punkty x = 1 i x = 3 s¡ punktami przegi¦cia
wykresu funkcji f .

• Z poprzedzaj¡cych oblicze« wynika, »e zbiorem warto±ci funkcji f jest Wf = [0,∞).

• Naszkicowanie wykresu funkcji jest ªatwiejsze, je±li zbierzemy wszystkie uzyskane informacje w przejrzystej
formie tabelki:

x (−∞, 0) 0 (0, 1) 1 (1, 2) 2 (2, 3) 3 (3,∞)

f ′(x) + × − × + 0 − −

f ′′(x) + × + × − − 0 +

f(x) 0 ∞|∞ 0
min
pp

1
4

max

2
9
pp

0

x

y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

0.5

1

1.5

2
9 ↗

1
4 ↘

min

pp

max pp

f(x) =
|x− 1|
x2
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9 WZÓR TAYLORA

9 Wzór Taylora

W paragra�e 1.2.2 zajmowali±my si¦ interpretacj¡ geometryczn¡ pochodnej rozwi¡zuj¡c tzw. problem Leibniza
polegaj¡cy na wyznaczeniu takiej funkcji liniowej La(x) = ax+b, która w otoczeniu punktu (x0, f (x0)) mo»liwie
najlepiej aproksymuje (przybli»a) ró»niczkowaln¡ w punkcie x0 funkcj¦ f . To znaczy tak, aby bª¡d aproksymacji
zmierzaª do zera przy x→ x0, ale istotnie szybciej od ró»nicy x− x0, czyli

lim
x→x0

f(x)− La(x)
x− x0

= 0.

W tym rozdziale b¦dziemy zajmowa¢ si¦ uogólnieniem problemu Leibniza, czyli problemem przybli»ania funkcji
n-krotnie ró»niczkowalnej w pewnym punkcie przy pomocy wielomianów:

Niech funkcja rzeczywista f : Df → R b¦dzie n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ Df .
Szukamy wielomianu Tn stopnia co najwy»ej n ∈ N, takiego »e

lim
x→x0

f(x)− Tn(x)
(x− x0)n

= 0.

W przypadku n = 1 rozwi¡zali±my ten problem korzystaj¡c z pochodnej f ′ (x0) i wprowadzaj¡c poj¦cie stycznej:

T1(x) := Ls(x) = f (x0) + f ′ (x0) · (x− x0) .

Brook Taylor (1685�1735) wykazaª istnienie takiego wielomianu Tn w ogólnym przypadku. Motywacj¡ byª ªatwy
do zauwa»enia zwi¡zek mi¦dzy wspóªczynnikami wielomianu i warto±ciami pochodnych wielomianu w zerze (i nie
tylko). Dokªadniej mówi¡c, wielomian jest caªkowicie okre±lony, je»eli znamy warto±ci jego pochodnych w do-
wolnie ustalonym punkcie.

Lemat 9.1. [Wzór Taylora dla wielomianów]
Niech P b¦dzie wielomianem stopnia n. Wtedy

P (x) = P (0) + P ′(0) · x +
P ′′(0)

2!
· x2 + · · ·+ P (n)(0)

n!
· xn =

n∑
k=0

P (k)(0)
k!

· xk

lub

P (x) = P (x0) + P ′(x0) · (x− x0) +
P ′′(x0)

2!
· (x− x0)2 + · · ·+ P (n)(x0)

n!
· (x− x0)n =

=
n∑
k=0

P (k)(x0)
k!

· (x− x0)k,

gdzie P (0)(0) · x0 ozn.= P (0) lub odpowiednio P (0)(x0) · (x− x0)0 ozn.= P (0).

Dowód: + Na wykªadzie!

Oczywi±cie, je±li P jest wielomianem stopnia n, to wszystkie pochodne rz¦du wi¦kszego ni» n s¡ równe to»samo-
±ciowo zeru. Mniej oczywisty jest fakt, który mo»na udowodni¢ indukcyjnie (+ Na wykªadzie!), »e warunek
ten speªniaj¡ jedynie wielomiany odpowiedniego stopnia.

Dla funkcji n-krotnie ró»niczkowalnej w pewnym punkcie rozwa»ymy teraz wielomian stopnia n ze wspóªczynni-
kami okre±lonymi za pomoc¡ pochodnych w sposób analogiczny, jak w lemacie 9.1 dla wielomianów. Naturalnie,
zgodnie z wcze±niejsz¡ uwag¡, wielomian ten nie b¦dzie równy funkcji, z której powstaª, udowodnimy jednak,
»e ró»nica nie b¦dzie du»a.

De�nicja 9.2. Niech funkcja rzeczywista f : [a, b]→ R b¦dzie przynajmniej n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie
x0 ∈ (a, b). Wtedy wielomian postaci

Tn(x) := f (x0) + f ′ (x0) · (x− x0) +
f ′′ (x0)

2
· (x− x0)2 + · · ·+ f (n) (x0)

n!
· (x− x0)n

nazywamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f o ±rodku w punkcie x0.
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9 WZÓR TAYLORA

Czasami jest korzystniej zapisa¢ wielomian Taylora u»ywaj¡c notacji z �h� (tzn. podstawiaj¡c
x = x0 + h):

Tn (x0 + h) = f (x0) + f ′ (x0) · h +
f ′′ (x0)

2
· h2 + · · · +

f (n) (x0)
n!

· hn.

U»ywaj¡c znaku sumy mo»emy zapisa¢ wielomian Taylora w nast¦puj¡cy sposób:

Tn(x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)
k!

· (x− x0)k

lub w notacji alternatywnej

Tn (x0 + h) =
n∑
k=0

f (k) (x0)
k!

· hk,

gdzie f (0) (x0) · (x− x0)0 (odpowiednio f (0) (x0) · h0) oznacza f (x0).

Przedstawmy na rysunku par¦ pierwszych wielomianów Taylora:

T0(x) = f (x0) � funkcja staªa

T1(x) = f (x0) + f ′ (x0) · (x− x0) � funkcja liniowa (styczna)

T2(x) = f (x0) + f ′ (x0) · (x− x0) + f ′′(x0)
2 · (x− x0)2 � funkcja kwadratowa

x

y

T0

T1

T2

f

Uwaga Zauwa»my, »e warto±ci pochodnych (do rz¦du n wª¡cznie) wielomianu Taylora w punkcie x0 równe s¡
warto±ciom odpowiednich pochodnych funkcji f w tym punkcie, czyli

T (k)
n (x0) = f (k) (x0) dla k = 0, 1, . . . , n.

Z tego powodu mo»emy przypuszcza¢, »e w otoczeniu punktu x0 wielomian Tn do±¢ dobrze przybli»a oryginaln¡
funkcj¦ f .

Udowodnimy teraz, »e rzeczywi±cie wielomian Taylora jest jedynym rozwi¡zaniem problemu sformuªowanego na
pocz¡tku rozdziaªu.

Twierdzenie 9.3. Niech funkcja rzeczywista f : [a, b] → R b¦dzie n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie
x0 ∈ (a, b). Wówczas

lim
x→x0

f(x)− Tn(x)
(x− x0)n

= 0,

gdzie Tn jest n-tym wielomianem Taylora funkcji f o ±rodku w punkcie x0.

Dowód: + Na wykªadzie!
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9 WZÓR TAYLORA

Je»eli bª¡d aproksymacji funkcji f wielomianem Taylora Tn oznaczymy

rn(x) := f(x) − Tn(x),

to funkcj¦ f mo»emy zapisa¢ w postaci

f(x) = f (x0) + f ′ (x0) · (x− x0) +
f ′′ (x0)

2
· (x− x0)2 + · · ·+ f (n) (x0)

n!
· (x− x0)n + rn(x)

zwanej wzorem Taylora funkcji f w punkcie x0. W przypadku x0 = 0 wzór Taylora nazywany jest wzorem
Maclaurina.

Natomiast funkcja rn(x) nazywana jest reszt¡ Peano we wzorze Taylora. Oczywi±cie reszta rn zale»y nie tylko
od x, ale tak»e od wybranego punktu x0, dlatego cz¦sto oznacza jest jako rn(x, x0).

W ±wietle poprzedniego twierdzenia wzór Taylora mo»emy tak»e zapisa¢ w postaci

f(x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)
k!

· (x− x0)k + o ((x− x0)n)

u»ywaj¡c tzw. notacji Landaua �o maªe�.

Notacja rn(x) = o ((x− x0)n) przy x→ x0 oznacza, »e lim
x→x0

rn(x)
(x−x0)n = 0.

Bardziej ogólnie:

f(x) = o(g(x)) przy x→ x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 0.

Podamy teraz wzory Maclaurina-Taylora dla paru funkcji i ich zastosowanie w liczeniu granic funkcji.

Przykªad 9.4. Wzory Maclaurina dla podstawowych funkcji:

¶ Dla x→ 0:

exp(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn)

· Dla x→ 0:

sin(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ r(x),

gdzie r(x) = o(x2n+1) = o(x2n+2).

¸ Dla x→ 0:

cos(x) = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ r(x),

gdzie r(x) = o(x2n) = o(x2n+1).

¹ Dla x→ 0:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n+1x

n

n
+ o(xn).

+ Szczegóªy i zastosowanie do obliczania granic funkcji na wykªadzie!

Wzór Taylora mo»emy wykorzysta¢ praktycznie do przybli»onego obliczania warto±ci zadanych funkcji. Odpo-
wiednie przykªady pojawi¡ si¦ na ¢wiczeniach. Z twierdzenia 9.3 wynika, »e im wi¦kszy stopie« wielomianu
Taylora, tym mniejszy jest bª¡d aproksymacji

Je±li jednak chcemy przybli»a¢ funkcj¦ wielomianami Taylora z góry zadan¡ dokªadno±ci¡, to potrzebne jest
dokªadniejsze oszacowanie reszty lub po prostu wyra»enie jej w sposób jawny.
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9 WZÓR TAYLORA

Twierdzenie 9.5. [Wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a]
Niech funkcja f : [a, b] → R b¦dzie (n + 1)-krotnie ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy w przedziale (a, b) i niech
x0 ∈ (a, b) b¦dzie ustalonym punktem. Wtedy dla ka»dego x ∈ (a, b) istnieje punkt po±redni ξ = x0 +θ (x− x0),
gdzie θ ∈ (0, 1), taki »e

f (x) = Tn (x) +
f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

· (x− x0)n+1
.

Dowód: + Na wykªadzie!

Je±li we wzorze Taylora podstawimy n = 0, to otrzymamy �zerow¡� aproksymacj¦, która jest równowa»na
twierdzeniu Lagrange'a 4.2

f ′ (ξ) =
f (x)− f (x0)

x− x0
⇐⇒ f (x) = f (x0) + f ′ (ξ) · (x− x0) .

Twierdzenie 9.5 jest zatem uogólnieniem twierdzenia Lagrange'a zawieraj¡cym nie tylko pierwsz¡, ale wszystkie
pochodne funkcji f do rz¦du n+ 1 wª¡cznie.

Prawa strona wzoru Taylora z reszt¡ Lagrange'a wygl¡da prawie jak (n + 1)-wszy wielomian Taylora. War-
to±¢ pochodnej f (n+1) nie jest jednak obliczana w punkcie rozwini¦cia x0, ale w pewnym punkcie po±rednim
ξ. Twierdzenie nie podaje sposobu, jak wyznaczy¢ ten punkt. Je±li jednak jeste±my w stanie oszacowa¢ po-
chodn¡

∣∣f (n+1) (ξ)
∣∣, to powy»szy wzór mo»na wykorzysta¢ w podobny sposób, jak twierdzenie Lagrange'a 4.2,

do przybli»onych oblicze« i oszacowania bª¦du otrzymanego przybli»enia.

Przykªad 9.6. + Na ¢wiczeniach!

Wzór Taylora mo»na te» wykorzysta¢ do dowodzenia nierówno±ci.

Przykªad 9.7. [Uogólniona nierówno±¢ Bernoulliego]
Niech x > −1 i α ∈ R. Wtedy

(1 + x)α ­ 1 + αx dla α ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞)

(1 + x)α ¬ 1 + αx dla α ∈ [0, 1].

W zale»no±ci od przyj¦tych zaªo»e« lub oczekiwa« mo»emy rozpatrywa¢ reszt¦ we wzorze Taylora w innych
postaciach. Najbardziej znane przedstawienia to np. reszta w postaci Cauchy'ego lub Schlömilcha-Roche'a
+ Podr¦cznik.

Ten rozdziaª zako«czymy bardzo specy�cznym przykªadem.

Przykªad 9.8. Wyznaczy¢ wzór Taylora dla funkcji

f(x) =

{
exp

(
− 1
x2

)
dla x 6= 0,

0 dla x = 0.
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10 FUNKCJA PIERWOTNA

Cz¦±¢ II

Rachunek caªkowy funkcji jednej zmiennej

Caªka, obok granicy i pochodnej, nale»y do grupy najwa»niejszych poj¦¢ analizy matematycznej. Jest to tak»e
poj¦cie bardzo szerokie. Nasze rozwa»ania na temat caªki rozpoczniemy od wyznaczania funkcji pierwotnej danej
funkcji, co mo»emy potraktowa¢ jako operacj¦ odwrotn¡ do ró»niczkowania. B¦dzie to widoczne przy okre±laniu
wªasno±ci caªki, w dowodach twierdze« i wyprowadzaniu reguª caªkowania.
Jednak obliczanie pochodnych funkcji elementarnych jest czynno±ci¡ do±¢ techniczn¡, wystarczy zna¢ odpowied-
ni¡ liczb¦ wzorów. Natomiast caªkowanie wymaga, co Pa«stwo niedªugo zobacz¡, wi¦kszych umiej¦tno±ci oraz
du»ej wprawy.

10 Funkcja pierwotna

De�nicja 10.1. Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ w przedziale otwartym I.
Mówimy, »e funkcja F : I → R jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f w przedziale I, je±li F jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡
w I oraz F ′(x) = f(x) dla ka»dego x ∈ I.
Przykªady 10.2. + Na wykªadzie!

Funkcja pierwotna, o ile istnieje, nie jest wyznaczona w sposób jednoznaczny!

Zauwa»my bowiem, »e je»eli F0 jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f w przedziale I, to dla dowolnej staªej c ∈ R
funkcja F0 + c jest tak»e funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f w tym przedziale.
Na odwrót: Je»eli F0 i F s¡ funkcjami pierwotnymi funkcji f w przedziale I, to istnieje staªa c ∈ R, taka »e
F = F0 +c. Istotnie, niech G := F−F0, wtedy G′(x) = F ′(x)−F ′0(x) = f(x)−f(x) = 0 dla x ∈ I. Z wniosku 5.2
z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej wynika, »e G jest funkcj¡ staª¡ w przedziale I.

Zapiszmy nasze rozwa»ania w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 10.3. Niech I b¦dzie dowolonym przedziaªem otwartym i niech F0 : I → R b¦dzie funkcj¡
pierwotn¡ funkcji f : I → R w przedziale otwartym I. Wówczas funkcja F : I → R jest funkcj¡ pierwotn¡
funkcji f w przedziale I wtedy i tylko wtedy, gdy F − F0 jest funkcj¡ staª¡ w I.

Zaªo»enie, »e funkcja f okre±lona jest na przedziale jest istotne! Gdyby±my bowiem rozwa»ali funkcj¦ f nie na
przedziale, tylko na sumie dwóch (kilku) rozªacznych przedziaªów, to wtedy ró»nica dwóch funkcji pierwotnych
funkcji f nie musi by¢ staªa.

Przykªad 10.4. + Na wykªadzie!

Naturalne wydaje si¦ pytanie, czy wszystkie funkcje maj¡ funkcje pierwotne. W odpowiedzi na to pytanie cz¦sto
pomaga nam nast¦puj¡ce twierdzenie b¦d¡ce wnioskiem z wªasno±ci Darboux dla pochodnej (zob. Twierdze-
nie 3.3).

Twierdzenie 10.5. [Warunek konieczny istnienia funkcji pierwotnej]
Niech I b¦dzie dowolonym przedziaªem otwartym. Je±li funkcja f : I → R ma funkcj¦ pierwotn¡, to f ma
wªasno±¢ Darboux w tym przedziale.

Z powy»szego twierdzenia wynika przykªadowo, »e funkcja

f(x) = sgn (x) =


−1 dla x < 0,

0 dla x = 0,
1 dla x > 0

nie ma funkcji pierwotnej na zbiorze R.
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Natomiast mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10.6. [Warunek konieczny istnienia funkcji pierwotnej]
Ka»da funkcja ci¡gªa f : I → R, gdzie I jest przedziaªem otwartym, ma funkcj¦ pierwotn¡.
Dowód: + Pojawi si¦ pó¹niej (zob. twierdzenie 13.2), poniewa» na razie brakuje nam narz¦dzi do jego prze-
prowadzenia.

UwagaW rachunku ró»niczkowym, je±li tylko znamy odpowiednie wzory i reguªy ró»niczkowania, mo»na poda¢
pochodn¡ ka»dej funkcji ró»niczkowalnej.
Natomiast nie wszystkie funkcje elementarne maj¡ funkcje pierwotne b¦d¡ce tak»e funkcjami elementarny-
mi, tzn. takimi funkcjami, które powstaj¡ przez sko«czon¡ liczb¦ operacji algebraicznych i skªadania funkcji
wielomianowych, funkcji wykªadniczych, funkcji trygonometrycznych i funkcji odwrotnych do nich.
Dotyczy to przykªadowo funkcji okre±lonych wzorami

f(x) =
√

1 + x3, x ­ −1; g(x) = sin x
x , x > 0;

h(x) = 1
ln x , x > 1; k(x) = e−x

2
, x ∈ R.

Fakt ten byª, mi¦dzy innymi, impulsem do zde�niowania nowych funkcji, które nazywamy cz¦sto funkcjami
specjalnymi.

Z liniowo±ci operacji ró»niczkowania dostajemy poni»sze wªasno±ci funkcji pierwotnej.

Wªasno±¢ 10.7. Niech F,G : I → R b¦d¡ funkcjami pierwotnymi odpowiednio funkcji f i g w przedziale
otwartym I oraz niech λ ∈ R.
Wtedy λ ·F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji λ · f oraz F +G jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f + g w przedziale I.
Dowód: + Na wykªadzie!

Odpowiednik powy»szego twierdzenia dla iloczynu funkcji nie zachodzi. Mianowicie, mo»na wskaza¢ funkcje
posiadaj¡ce funkcje pierwotne w przedziale, których iloczyn nie ma funkcji pierwotnej.

Funkcje pierwotne wa»niejszych funkcji:

f(x) F (x)

x 7→ a, a ∈ R x 7→ a · x+ C w R

xα, α ∈ R \ {−1} xα+1

α+1 + C w odpowiednich przedziaªach

1
x ln |x|+ C w (−∞, 0) i w (0,∞)

ex, ex + C w R

ax, a > 0, a 6= 1 1
ln a · a

x + C w R

sinx, − cosx+ C w R

cosx, sinx+ C w R

1
cos2 x , tg x+ C w

(
−π2 + kπ, π2 + kπ

)
, k ∈ Z

1
sin2 x

, − ctg x+ C w (kπ, π + kπ) , k ∈ Z

1√
1−x2 , arc sinx+ C = − arc cosx+ C w (−1, 1)

1
1+x2 , x ∈ R arc tg x+ C = − arc ctg x+ C w R

sinhx, coshx+ C w R

coshx, sinhx+ C w R

przy czym C ∈ R jest dowoln¡ staª¡.
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Trzeba jednak zdawa¢ sobie spraw¦, »e litera C na ka»dym z przedziaªów, których suma jest naturaln¡ dziedzin¡
caªkowanej funkcji mo»e oznacza¢ inn¡ staª¡ (zgodnie z uwag¡ i przykªadem po twierdzeniu 10.3).

W powy»szej tabelce brakuje wzorów na pierwotne niektórych funkcji elementarnych, przykªadowo nie ma
na niej wzoru na pierwotn¡ z tangensa czy z logarytmu. Wynika to z faktu, »e funkcje te nie pojawiªy si¦ jako
pochodne w tabeli z pochodnymi funkcji elementarnych. Wyznaczenie tych pierwotnych wi¡»e si¦ z konieczno±ci¡
nauczenia si¦ dodatkowych reguª i wzorów. Ale, jak ju» wspomnieli±my, mo»e si¦ zda»y¢, »e w ogóle nie da si¦
wyrazi¢ pierwotnej funkcji elementarnej za pomoc¡ funkcji elementarnych.
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11 Caªka nieoznaczona

Aby upro±ci¢ zapis wprowadzimy teraz poj¦cie caªki nieoznaczonej.

De�nicja 11.1. Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ w przedziale otwartym I.
Je±li funkcja f ma funkcj¦ pierwotn¡ w przedziale I, to rodzin¦ wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f w tym
przedziale nazywamy caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f w przedziale I i oznaczamy

∫
f(x) dx :=

{
F : I → R : ∀x∈I F ′(x) = f(x)

}
.

Je±li funkcja f nie ma funkcji pierwotnej w przedziale I, to mówimy, »e funkcja ta nie ma caªki nieoznaczonej
w tym przedziale.

Twierdzenie 10.3 uzasadnia nast¦puj¡cy, u»ywany powszechnie zapis∫
f(x)dx ozn.

= F (x) + C,

gdzie F jest dowolnie wybran¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na danym przedziale, a C ∈ R jest dowoln¡ staª¡.

Do wyznaczenia caªki nieoznaczonej funkcji w przedziale wystarczy wi¦c obliczenie jednej z jej funkcji pier-
wotnych w tym przedziale. W literaturze wyznaczanie funkcji pierwotnej oraz caªki nieoznaczonej nazywa si¦
caªkowaniem.

Oznaczenie
∫
f(x) dx, caªki nieoznaczonej funkcji f w przedziale I, pochodzi od Leibniza, a symbol dx w nim

wyst¦puj¡cy jest zwi¡zany z de�nicj¡ caªki oznaczonej lub jej geometryczn¡ interpretacj¡ (w zale»no±ci od
sposobu podej±cia).
W oznaczeniu tym nie wystepuje symbol przedziaªu I. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e proces wyznaczania caªki
nieoznaczonej jest ±ci±le zwi¡zany z przedziaªem.

Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotycz¡ce caªki nieoznaczonej, m.in. twierdzenie o liniowo±ci, w którym
b¦dziemy dodawa¢ rodziny funkcji i mno»y¢ rodzin¦ funkcji przez skalar.
W tym celu wprowad¹my najpierw nast¦puj¡ce oznaczenia.

De�nicja 11.2. Dla zbiorów A,B ⊆ RI funkcji rzeczywistych okre±lonych na zbiorze I przyjmujemy

A+B =
{
f + g : f ∈ A i g ∈ B

}
,

αA =
{
αf : f ∈ A

}
, gdzie α ∈ R,

g +A =
{
g + f : f ∈ A

}
, gdzie g : I → R,

A ◦ ϕ =
{
f ◦ ϕ : f ∈ A

}
, gdzie ϕ : Y → R, ϕ(Y ) ⊆ X.

Poni»sze twierdzenie jest bezpo±rednim wnioskiem z wªasno±ci 10.7.

Twierdzenie 11.3. [o liniowo±ci caªki nieoznaczonej]
Je±li istniej¡ caªki nieoznaczone funkcji f, g : I → R w przedziale I, to istniej¡ równie» caªki nieoznaczone funkcji
f + g i αf w tym przedziale oraz speªnione s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x)dx i

∫
αf(x) dx = α

∫
f(x) dx.

11.1 Podstawowe metody caªkowania

Podane poni»ej metody wyznaczania funkcji pierwotnej wynikaj¡ bezpo±rednio z reguª dotycz¡cych ró»niczko-
wania.

Z twierdzenia 1.8 o arytmetyce pochodnych, a dokªadniej ze wzoru na pochodn¡ iloczynu
(f · g)′ = f ′ · g + f · g′ wynika nast¦puj¡ce twierdzenie:
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Twierdzenie 11.4. [o caªkowaniu przez cz¦±ci]
Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi w przedziale otwartym I.
Je±li istnieje caªka nieoznaczona funkcji f ′ · g w przedziale I, to istnieje równie» caªka nieoznaczona funkcji f · g′
w tym przedziale oraz

∫
f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x) −

∫
f ′(x) · g(x) dx.

Dowód: + Na wykªadzie!

Caªkowanie przez cz¦±ci wymaga wªa±ciwej intuicji i/lub pewnego do±wiadczenia. Obliczaj¡c caªk¦ nieozna-
czon¡ ∫

x · exp(x) dx

mamy przykªadowo dwie mo»liwo±ci.

¶ Niech
f(x) = x =⇒ f ′(x) = 1,

g′(x) = exp(x) =⇒ g(x) = exp(x).

Wynika st¡d, »e∫
x︸︷︷︸
f

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
g′

dx = x︸︷︷︸
f

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
g

−
∫

1︸︷︷︸
f ′

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
g

dx =

= x · exp(x) − exp(x) + C = (x− 1) · exp(x) + C.

· Niech teraz
f(x) = exp(x) =⇒ f ′(x) = exp(x),

g′(x) = x =⇒ g(x) = 1
2 x

2.

Zatem ∫
x︸︷︷︸
g′

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
f

dx =
1
2
x2︸︷︷︸
g

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
f

−
∫

1
2
x2︸︷︷︸
g

· exp(x)︸ ︷︷ ︸
f ′

dx.

Ten wybór funkcji f i g′ byª maªo pomocny, poniewa» po zastosowaniu wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci
dostali±my do policzenia bardziej skomplikowan¡ caªk¦.

Przykªad 11.5. Obliczmy caªk¦ nieoznaczon¡ ∫
ln(x) dx.

Niech
f(x) = ln(x) =⇒ f ′(x) = 1

x

g′(x) = 1 =⇒ g(x) = x.

Ze wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci otrzymujemy∫
ln(x) dx =

∫
ln(x) · 1 dx = x · ln(x) −

∫
x · 1

x
dx =

= x · ln(x) − x + C = x ·
(
ln(x)− 1

)
+ C.

W szczególno±ci funkcja x ·
(
ln(x)− 1

)
jest funkcj¡ pierwotn¡ logarytmu naturalnego w przedziale (0,∞).

+ Kolejne przykªady zostan¡ podane na wykªadzie.
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Uwaga Metoda caªkowania przez cz¦±ci jest szczególnie odpowiednia do obliczania caªek postaci∫
p(x) · eαx dx,

∫
p(x) · lnx dx,

∫
p(x) · sin(αx) dx,

∫
p(x) · cos(αx) dx,

gdzie α ∈ R, a p jest funkcj¡ wielomianow¡.

Z twierdzenia 1.10 o pochodnej funkcji zªo»onej (F ◦ ϕ)′ = (F ′ ◦ ϕ) · ϕ′ wynika kolejne twierdzenie wa»ne dla
efektywnego wyznaczania caªek:

Twierdzenie 11.6. [o caªkowaniu przez podstawienie]
Niech I i J b¦d¡ otwartymi przedziaªami oraz niech funkcja ϕ : J → R b¦dzie ró»niczkowalna, przy czym
ϕ(J) ⊆ I.
Je±li istnieje caªka nieoznaczona funkcji f : I → R w przedziale I, to istnieje caªka nieoznaczona funkcji (f ◦ ϕ)·ϕ′
w przedziale J oraz

∫
f (ϕ(x)) · ϕ′(x) dx =

(∫
f(y) dy

)
◦ ϕ(x) =

∫
f(y) dy

∣∣∣∣
y=ϕ(x)

.

Dowód: + Na wykªadzie!

Je»eli funkcja ϕ jest odwracalna, to powy»szy wzór mo»na przeksztaªci¢ do postaci

∫
f(y) dy =

∫
f (ϕ(x)) · ϕ′(x) dx

∣∣∣∣
x=ϕ−1(y)

zwany wzorem na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych.

W pierwszej wersji próbujemy przedstawi¢ funkcj¦ podcaªkow¡ w postaci f (ϕ(x)) ·ϕ′(x). Je±li, przy tym przed-
stawieniu, znamy funkcj¦ pierwotn¡ funkcji f , to zako«czyli±my obliczanie caªki nieoznaczonej. Musimy jedynie
pami¦ta¢ o powrocie do oryginalnej zmiennej podstawiaj¡c y = ϕ(x).
W drugiej wersji rozpoczynamy obliczenia od caªki nieoznaczonej

∫
f(y)dy i wprowadzamy now¡ zmienn¡

y = ϕ(x), a nast¦pnie korzystamy z zale»no±ci dy = ϕ′(x) dx (zob. paragraf 1.2.3). Oczywi±cie funkcj¦ ϕ
nale»y tak wybra¢, aby nowa caªka byªa ªatwiejsza do obliczenia. Po zako«czeniu oblicze« powracamy do ory-
ginalnej zmiennej.
W nast¦pnym przykªadzie rozwa»ymy oba podej±cia.

Przykªady 11.7.

¶ Obliczamy caªk¦ nieoznaczon¡ ∫
x4

(x5 + 1)3 dx.

Zauwa»my najpierw, »e funkcja x 7→ 5x4 jest pochodn¡ funkcji x 7→ x5 + 1. Z tego powodu zapiszmy
powy»sz¡ caªk¦ w nieco innej postaci:∫

x4

(x5 + 1)3 dx =
1
5

∫
5x4

(x5 + 1)3 dx.

U»ywaj¡c oznacze« z twierdzenia 11.6 mamy

y = ϕ(x) := x5 + 1 =⇒ dy = 5x4 dx i f(y) =
1
y3 = y−3,

sk¡d ∫
x4

(x5 + 1)3 dx =
1
5

∫
1

(x5 + 1)3︸ ︷︷ ︸
1
y3

· 5x4 dx︸ ︷︷ ︸
dy

=
1
5

∫
y−3 dy =

=
1
5
· y
−3+1

−3 + 1
+ C =

1
5
· −1

2
· 1
y2 + C = − 1

10
· 1

(x5 + 1)2 + C,

gdzie C jest staª¡ caªkowania.
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· Obliczamy caªk¦ nieoznaczon¡ ∫
dx

3
√
x2 +

√
x
.

Niech x = t6, gdzie t ∈ (0,∞). Wtedy
dx = 6t5 dt,

a wyra»enie w mianowniku funkcji podcaªkowej przyjmuje posta¢

3
√
x2 +

√
x = 3

√
t12 +

√
t6 = t4 + t3.

Z twierdzenia o caªkowaniu przez zamian¦ zmiennych otrzymujemy∫
dx

3
√
x2 +

√
x

=
∫

6t5

t4 + t3
dt = 6

∫
t2

t+ 1
dt = 6

∫
t2 − 1 + 1
t+ 1

dt =

= 6
∫ (

t2 − 1
t+ 1

+
1

t+ 1

)
dt = 6

∫
(t− 1) dt+ 6

∫
1

t+ 1
dt =

= 6
(

1
2
t2 − t

)
+ 6 ln |t+ 1|+ C =

= 6
(

1
2

3
√
x− 6
√
x+ ln

∣∣ 6
√
x+ 1

∣∣)+ C,

gdzie C jest staª¡ caªkowania.

¸ + Kolejne przykªady zostan¡ podane na wykªadzie.

Z twierdzenia 11.6, stosuj¡c podstawienie y = f(x), wynikaj¡ dwa u»yteczne wzory:

Uwaga 11.8.

∫
f ′(x)
f(x)

dx = ln |f(x)|+ c i
∫ (

f(x)
)p · f ′(x) dx =

(
f(x)

)p+1

p+ 1
, p 6= −1.

11.2 Wzory rekurencyjne

Caªki nieoznaczone ∫
dx

(1 + x2)n
,

∫
sinn xdx,

∫
cosn xdx

zale»ne od parametru n ∈ N mo»emy oblicza¢ stosuj¡c dla n > 1 tzw. wzory rekurencyjne

∫
dx

(1 + x2)n
=

1
2n− 2

· x

(1 + x2)n−1 +
2n− 3
2n− 2

∫
dx

(1 + x2)n−1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
sinn x dx = − 1

n
cosx · sinn−1 x +

n− 1
n

∫
sinn−2 x dx,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
cosn x dx =

1
n

sinx · cosn−1 x +
n− 1
n

∫
cosn−2 xdx,

które pozwalaj¡ sprowadzi¢ je do odpowiednich caªek o parametrze n = 0 lub n = 1.

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!
W dowodzie istotn¡ rol¦ odgrywa twierdzenie 11.4 o caªkowaniu przez cz¦±ci.

Szczególnie u»yteczny b¦dzie dla nas pierwszy z tych wzorów.
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11.3 Caªkowanie funkcji wymiernych

Naszym celem b¦dzie teraz podanie metod efektywnego obliczania funkcji pierwotnych pewnych funkcji. Roz-
poczniemy od obliczania funkcji pierwotnych funkcji wymiernych, a nast¦pnie poka»emy, jak sprowadzi¢ pewne
inne rodziny funkcji do tego przypadku. Prosz¦ zwróci¢ uwag¦, »e w przykªadach 11.7 wyznaczali±my ju» caªki
nieoznaczone z funkcji wymiernych. Po zapoznaniu si¦ z ni»ej opisan¡ metod¡ warto jeszcze raz na nie spojrze¢,
szczególnie na drugi z nich.

Przedstawione poni»ej fakty i twierdzenia s¡ czysto algebraiczne, dlatego pozwolimy sobie omin¡¢ ich dowody.
Zainteresowanych odsyªamy do literatury.

Niech zatem f = P
Q , gdzie P i Q s¡ pewnymi wielomianami. Chcemy wyznaczy¢ caªk¦

∫
f(x) dx.

¶ Je»eli stopie« wielomianu P jest równy lub wi¦kszy od stopnia wielomianu Q, to dzielimy wielomian P
przez Q i przedstawiamy go w postaci

P = W ·Q + R,

gdzie W i R s¡ wielomianami i stopie« wielomianu R jest mniejszy od stopnia wielomianu Q.
Wynika st¡d, »e

f =
P

Q
= W +

R

Q
.

Twierdzenie 11.3 o liniowo±ci caªki pozwala sprowadzi¢ obliczanie caªki funkcji f do obliczania caªki wie-
lomianu W i caªki funkcji wymiernej RQ .

Do obliczenia caªki nieoznaczonej wielomianu stosujemy znane nam ju» wzory podane w tabelce funkcji
pierwotnych podstawowych funkcji.

· Zaªó»my zatem teraz, »e w funkcji wymiernej f = P
Q stopie« wielomianu P jest mniejszy od stopnia

wielomianu Q oraz »e s¡ one wielomianami nie posiadaj¡cymi wspólnych dzielników, tzn. P i Q nie dziel¡
si¦ przez ten sam wielomian dodatniego stopnia.

Nast¦pnie do wielomianu Q stosujemy podstawowe twierdzenie algebry mówi¡ce, »e ka»dy wielomian do-
datniego stopnia (o wspóªczynnikach rzeczywistych) jest iloczynem sko«czonej liczby wielomianów stopnia
pierwszego oraz wielomianów stopnia 2, które nie maj¡ pierwiastków.
Istniej¡ zatem parami ró»ne wielomiany stopnia pierwszego Li(x) = x−ai, liczby ki ∈ N, i = 1, . . . , r, oraz
parami ró»ne wielomiany stopnia drugiego Ki(x) = x2 + pjx+ qj nie maj¡ce pierwiastków rzeczywistych
(tj. p2

j − 4qj < 0) i liczby lj ∈ N, j = 1, . . . , s, oraz liczba α ∈ R \ {0}, takie »e

Q(x) = α (x− a1)k1 · . . . · (x− ar)kr ·
(
x2 + p1x+ q1

)l1 · . . . · (x2 + psx+ qs
)ls

.

Mo»e si¦ zdarzy¢, »e Q jest iloczynem tylko dwumianów lub iloczynem tylko trójmianów.

Pewn¡ trudno±ci¡ w tym podpunkcie jest fakt, »e nie mamy efektywnych metod uzyskiwania powy»szego
rozkªadu.

¸ Nast¦pnie rozkªadamy funkcj¦ f = P
Q na tzw. uªamki proste:

f(x) =
r∑
i=1

ki∑
k=1

Ai,k

(x− ai)k
+

s∑
j=1

li∑
l=1

Bj,l · x+ Cj,l

(x2 + pjx+ qj)
lj
,

gdzie Ai,k, i = 1, . . . , r, k = 1, . . . , ki, oraz Bj,l i Cj,l, j = 1, . . . , s, l = 1, . . . , lj , s¡ pewnymi staªymi
zale»nymi od funkcji f .

Metod¦ rozkªadu funkcji wymiernej na uªamki proste przedstawimy na przykªadzie podanym na wykªadzie
i zadaniach z listy zada« przerabianych na ¢wiczeniach.

¹ Kolejnym krokiem zatem jest caªkowanie uªamków prostych postaci

A

(x− a)n
i

Bx+ C

(x2 + px+ q)n
,

przy czym zakªadamy, »e trójmian kwadratowy x2 + px + q nie ma pierwiastków rzeczywistych, czyli
p2 − 4q < 0.
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Bezpo±rednio z de�nicji caªki nieoznaczonej otrzymujemy, »e

∫
A

(x− a)n
dx =


A ln |x− a|+ c dla n = 1,

A

(1− n) · (x− a)n−1 + c dla n > 1,

w przedziaªach (−∞, a) i (a,+∞), gdzie c jest dowoln¡ staª¡.

Caªk¦ z drugiego uªamka prostego przedstawiamy w postaci∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx =

B

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)n
dx +

(
C − Bp

2

)∫
dx

(x2 + px+ q)n
.

Pierwsza z wyst¦puj¡cych w powy»szej sumie caªek jest szczególnej postaci podanej w uwadze 11.8 na
stronie 41, sk¡d

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)n
dx =


ln |x2 + px+ q|+ c dla n = 1,

1
(1− n) · (x2 + px+ q)n−1 + c dla n > 1,

w zbiorze R, gdzie c jest dowoln¡ staª¡.

Pozostaje nam zatem rozwa»y¢ caªk¦
∫

dx
(x2+px+q)n . Trójmian kwadratowy w mianowniku przeksztaªcamy

do postaci kanonicznej

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2
− ∆

4
,

a nast¦pnie stosujemy podstawienie

x+
p

2
=

√
−∆

4
t

w którym dx =
√
−∆

4 dt. Stosuj¡c twierdzenie 11.6 o caªkowaniu przez podstawienie otrzymujemy

∫
dx

(x2 + px+ q)n
=
(
−∆

4

) 1
2−n ∫ dt

(t2 + 1)n
.

Na koniec, stosuj¡c pierwszy ze wzorów rekurencyjnych podanych w podrozdziale 11.2 obliczamy ostatni¡
z caªek.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

11.4 Caªkowanie funkcji trygonometrycznych

W poprzednim rozdziale zapoznali±my si¦ z metod¡ obliczania caªek z funkcji wymiernych. Okazuje si¦, »e caªki
z wielu innych typów funkcji mo»na sprowadzi¢ przez odpowiednie podstawienia do caªek z funkcji wymiernych.

Funkcj¦ f : R × R → R dan¡ wzorem f(u, v) = aukvl, gdzie (u, v) ∈ R × R i k, l ∈ N, nazywamy jednomianem
dwóch zmiennych. Natomiast funkcje W : R × R → R b¦d¡ce sumami sko«czonej liczby jednomianów dwóch
zmiennych b¦dziemy nazywa¢ wielomianami dwóch zmiennych. Je±li P,Q s¡ wielomianami dwóch zmiennych
takimi, »e Q nie znika to»samo±ciowo, to funkcj¦

R(u, v) =
P (u, v)
Q(u, v)

okre±lon¡ w zbiorze
{

(u, v) ∈ R× R : Q(u, v) 6= 0
}
nazywamy funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych.

Je±li funkcje ψ1, ψ2 : I → R s¡ funkcjami wymiernymi jednej zmiennej okre±lonymi w ka»dym punkcie x prze-

dziaªu I, a punkty
(
ψ1(x), ψ2(x)

)
nale»¡ do dziedziny funkcji wymiernej dwóch zmiennych R, to funkcja

f(x) = R (ψ1(x), ψ2(x)), gdzie x ∈ I, jest obci¦ciem funkcji wymiernej.
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Rozwa»my teraz caªk¦ nieoznaczon¡ postaci

∫
R (sinx, cosx) dx,

gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych.
Mo»na pokaza¢, »e funkcja podcaªkowa f(x) = R (sinx, cosx) ma funkcj¦ pierwotn¡ b¦d¡c¡ funkcj¡ elementarn¡
w ka»dym przedziale, w którym jest okre±lona.

11.4.1 Podstawienie uniwersalne

W przedziaªach I ⊆ (−π, π) mo»emy zastosowa¢ (zob. tw. 11.6) podstawienie uniwersalne:

t = tg
x

2
, x ∈ (−π, π).

Inaczej mówi¡c
x = ϕ(t) = 2 arc tg t,

sk¡d

dx = ϕ′(t) dt =
2

1 + t2
dt.

Ponadto ze wzorów na sinus i cosinus k¡ta podwojonego otrzymujemy

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

i cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

,

zatem

sinx
∣∣∣∣
x=ϕ(t)

=
2t

1 + t2
i cosx

∣∣∣∣
x=ϕ(t)

=
1− t2

1 + t2
.

Korzystaj¡c ze wzoru na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych (str. 40) mamy∫
R (sinx, cosx)dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
· 2

1 + t2
dt

∣∣∣∣
t=tg x

2

.

Zgodnie z uwag¡ powy»ej ostatnia caªka jest caªk¡ z funkcji wymiernej.

Je±li natomiast szukamy funkcji pierwotnej w przedziaªach I ⊆ (0, 2π), to stosujemy podstawienie

t = ctg
x

2
, x ∈ (0, 2π),

i post¦pujemy jak wy»ej.

Korzystaj¡c z okresowo±ci funkcji postaci f(x) = R (sinx, cosx), gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmien-
nych, wystarczy umie¢ oblicza¢ caªki nieoznaczone takich funkcji w podprzedziaªach przedziaªu (−π, π) lub
odpowiednio (0, 2π).

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

11.4.2 Szczególne przypadki

W szczególnych przypadkach, je±li funkcja wymierna R ma pewne dodatkowe wªasno±ci, to korzystniej jest
stosowa¢ inne podstawienia:

¶ Funkcja R jest parzysta wzgl¦dem obu zmiennych, tzn. gdy R(−u,−v) = R(u, v), to stosujemy podsta-
wienie

t = tg x.
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· Funkcja R jest nieparzysta wzgl¦dem zmiennej u, tzn. gdy R(−u, v) = −R(u, v), to stosujemy podstawienie

t = cosx.

¸ Funkcja R jest nieparzysta wzgl¦dem zmiennej v, tzn. gdy R(u,−v) = −R(u, v), to stosujemy podstawienie

t = sinx.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

11.5 Caªkowanie funkcji niewymiernych

Ponownie niech R b¦dzie funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych, niech a, b, c i d b¦d¡ ustalonymi liczbami
rzeczywistymi i niech I b¦dzie przedziaªem.

Rozwa»my teraz funkcj¦

f(x) = R

(
x, n
√
ax+ b

cx+ d

)
,

gdzie x ∈ I oraz ad− bc 6= 0.

Wyznaczaj¡c funkcj¦ pierwotn¡ (caªk¦ nieoznaczon¡) funkcji f w przedziale I stosujemy podstawienie

t = n

√
ax+ b

cx+ d
,

sk¡d otrzymujemy

x =
d · tn − b
a− c · tn

i dx =
n(ad− bc)tn−1

(a− c · tn)2 dt.

Nast¦pnie stosujemy wzór na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych (str. 40) i otrzymujemy caªk¦ z funkcji
wymiernej, poniewa» R i x = x(t) s¡ funkcjami wymiernymi odpowiednio dwóch i jednej zmiennej.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

11.5.1 Pierwsze podstawienie Eulera

Rozwa»my caªk¦ nieoznaczon¡

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

gdzie x ∈ I oraz a > 0 i ∆ 6= 0.

Stosujemy podstawienie

√
ax2 + bx+ c = (t− x) ·

√
a,

sk¡d otrzymujemy

x =
at2 − c
2at+ b

i dx =
2a
(
at2 + bt+ c

)
(2at+ b)2 dt

oraz √
ax2 + bx+ c = (t− x) ·

√
a =

√
a
at2 + bt+ c

2at+ b
.

Ponownie stosujemy wzór na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych (str. 40) i otrzymujemy caªk¦ z funkcji
wymiernej.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!
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11.5.2 Drugie podstawienie Eulera

Rozwa»my caªk¦ nieoznaczon¡

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

gdzie x ∈ I oraz a < 0. Wtedy musi by¢ prawdziwa nierówno±¢ ∆ > 0, bowiem w przeciwnym przypadku
funkcja podcaªkowa okre±lona jest co najwy»ej w jednym punkcie, wi¦c nie mo»na mówi¢ o jej funkcji pierwotnej.
Trójmian kwadratowy ax2 + bx + c ma zatem dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste x1 i x2 i mo»na go zapisa¢ w
postaci iloczynowej

ax2 + bx + c = a (x− x1) · (x− x2) .

Stosujemy teraz podstawienie

√
ax2 + bx+ c = t (x− x1) ,

sk¡d otrzymujemy

x =
ax2 − t2x1

a− t2
i dx =

2ta (x2 − x1)

(a− t2)2 dt

oraz √
ax2 + bx+ c =

at (x2 − x1)
a− t2

.

Ponownie stosujemy wzór na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych (str. 40) i otrzymujemy caªk¦ z funkcji
wymiernej zmiennej t.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

11.5.3 Szczególne przypadki

Rozwa»my caªk¦ nieoznaczon¡ ∫
dx√
x2 + d

,

gdzie x ∈ I. Do oblicze« wykorzystujemy pierwsze podstawienie Eulera√
x2 + d = t− x,

sk¡d otrzymujemy

x =
t2 − d

2t
i dx =

t2 + d

2t2
dt

oraz √
x2 + d = t− x =

t2 + d

2t
.

Ze wzoru na caªkowanie przez zamian¦ zmiennych wynika, »e∫
dx√
x2 + d

=
∫

2t
t2 + d

· t
2 + d

2t2
dt =

∫
1
t
dt = ln |t|

∣∣∣
t=x+

√
x2+d

+ C = ln
∣∣∣x+

√
x2 + d

∣∣∣+ C.

Zapisuj¡c teraz nowy wzór

∫
dx√
x2 + d

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + d

∣∣∣+ C, gdzie d ∈ R,
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w tabeli funkcji pierwotnych (i w naszej gªowie) mo»emy ªatwo obliczy¢ wszystkie caªki postaci∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

gdzie x ∈ I i a > 0.

W tym celu zapiszmy rozpatrywany trójmian kwadratowy w postaci kanonicznej

ax2 + bx + c = a

((
x+

b

2a

)2

− ∆
4a2

)
i zastosujmy podstawienie

x +
b

2a
=

√
|∆|

2a
t.

Otrzymujemy wtedy

√
ax2 + bx+ c =

√
a ·

√√√√(√|∆|
2a

t

)2

− ∆
4a2 i dx =

√
|∆|

2a
dt

a obliczana caªka sprowadza si¦ do caªki∫
dx√

ax2 + bx+ c
=

1√
a

∫
dt√
t2 ± 1

=
1√
a

ln
∣∣∣t+

√
t2 ± 1

∣∣∣ ∣∣∣∣
t= 2a√

|∆|
(x+ b

2a )
+ C,

zale»nej od znaku wyró»nika trójmianu kwadratowego.

W przypadku, gdy wspóªczynnik a < 0 (wtedy ∆ > 0), korzystamy równie» z postaci kanonicznej trójmianu
kwadratowego i stosujemy analogiczne podstawienie. Otrzymujemy wtedy

√
ax2 + bx+ c =

√
−a ·

√√√√ ∆
4a2 −

(√
∆

2a
t

)2

i dx =

√
∆

2a
dt

a obliczana caªka sprowadza si¦ do caªki∫
dx√

ax2 + bx+ c
=
−1√
−a

∫
dt√

1− t2
=

−1√
−a

arc sin t
∣∣∣∣
t= 2a√

∆
(x+ b

2a )
+ C.

Ale zdecydowanie lepiej b¦dzie jak zilustrujemy t¡ metod¦ na przykªadach.
Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

Metoda wspóªczynników nieoznaczonych

Umiej¦tno±¢ obliczania caªek
∫

dx√
ax2+bx+c

mo»emy wykorzysta¢ do obliczania caªek postaci∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx,

gdzie Pn jest wielomianem stopnia n, wspóªczynnik a 6= 0 i wyró»nik ∆ 6= 0.

Korzystamy przy tym z jednoznacznego przedstawienia powy»szej caªki w postaci

∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Pn−1(x) ·

√
ax2 + bx+ c + K

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

gdzie Pn−1 jest wielomianem stopnia n−1. Ró»niczkuj¡c obustronnie powy»sz¡ równo±¢, a nast¦pnie mno»¡c j¡
obustronnie przez

√
ax2 + bx+ c, otrzymujemy równo±¢ wielomianów stopnia n. Porównuj¡c ich wspóªczynniki

wyznaczamy staª¡ K i wielomian Pn−1.

Przykªad: + Tylko na wykªadzie!
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Podstawienia trygonometryczne

W przypadku caªek, w których wyst¦puj¡ wyra»enia postaci
√
a2 − x2, warto czasami korzysta¢ przykªadowo z

podstawienia x = a sin t, gdzie t ∈
(
−π2 ,

π
2

)
.

Podstawienia hiperboliczne

W przypadku caªek, w których wyst¦puj¡ wyra»enia postaci
√
x2 ± a2, warto czasami korzysta¢ z tzw. podsta-

wie« hiperbolicznych i znanej nam zale»no±ci zwanej jedynk¡ hiperboliczn¡

cosh2 t− sinh2 t = 1.

Gdy mamy do czynienia z wyra»eniem

¶
√
x2 − a2, stosujemy podstawienie x = a cosh t, gdzie t > 0;

·
√
x2 + a2, stosujemy podstawienie x = a sinh t, gdzie t ∈ R.

Uwaga Prosz¦ pami¦ta¢, »e nie przedstawili±my tutaj wszystkich metod caªkowania!
Zainteresowanych i ucz¡cych si¦ do egzaminu odsyªamy do listy zada« przerabianej na ¢wiczeniach, zbiorów
zada« (np. W. Krysicki, L. Wªodarski �Analiza matematyczna w zadaniach�) b¡d¹ podr¦czników (np. G.M.
Fichtenholz �Rachunek ró»niczkowy i caªkowy�).
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12 Caªka oznaczona Riemanna

W tym rozdziale omówimy poj¦cie caªki oznaczonej z ograniczonej funkcji rzeczywistej f okre±lonej na przedziale
[a, b]. Mimo, »e poj¦cie to samo w sobie jest intuicyjnie proste mo»na je sformalizowa¢ na wiele sposobów. Jednak
je±li jaka± funkcja jest caªkowalna wedªug dwóch ró»nych de�nicji, to wynik caªkowania powinien by¢ taki sam!

Najªatwiejsz¡ caªk¦ oznaczon¡ jest tzw. caªka Newtona-Leibniza zde�niowana jako przyrost warto±ci funkcji
pierwotnej na przedziale [a, b]. Z tego powodu cz¦sto rozpoczyna si¦ przygod¦ z caªkowaniem od obliczania
caªek nieoznaczonych.

De�nicja 12.1. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.
Caªk¡ oznaczon¡ Newtona-Leibniza funkcji f na przedziale [a, b] nazywamy liczb¦

∫ b

a

f(x) dx := F (b)− F (a),

gdzie F jest dowoln¡ pierwotn¡ funkcji f .

Nietrudno zauwa»y¢, »e de�nicja jest poprawna, to znaczy nie zale»y od wyboru funkcji pierwotnej. Wynika to
z twierdzenia 10.3, w którym wykazali±my, »e dwie pierwotne funkcji ci¡gªej na przedziale ró»ni¡ si¦ o staª¡.

Mimo prostoty nie b¦dziemy dalej rozwija¢ tego poj¦cia. Natomiast dalsz¡ cz¦±¢ wykªadu po±wi¦cimy tzw.
caªce oznaczonej Riemanna. Nawi¡zuj¡c do korzeni mo»na powiedzie¢, »e caªka oznaczona Riemanna z funkcji
ograniczonej f : [a, b]→ R, któr¡ równie» oznaczamy symbolem∫ b

a

f(x)dx,

odpowiada polu obszaru ograniczonego wykresem funkcji f , osi¡ odci¦tych oraz prostymi o równaniach x = a
i x = b, przy czym pole cz¦±ci le»¡cych powy»ej osi Ox wzi¦te s¡ ze znakiem plus, a pole cz¦±ci le»¡cych poni»ej
osi Ox ze znakiem minus (tzw. pole zorientowane).

Caªka Riemanna ma przewag¦ nad caªk¡ Newtona. Dla funkcji ci¡gªej oba poj¦cia pokrywaj¡ si¦, ale de�nicja
caªki Riemanna ma sens tak»e dla pewnych funkcji nie maj¡cych funkcji pierwotnej np. dla wspomnianej po
twierdzeniu 10.5 funkcji signum. Mówimy, »e klasa funkcji caªkowalnych w sensie Riemanna jest wi¦ksza ni»
klasa funkcji caªkowalnych w sensie Newtona-Leibniza.
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12.1 Suma dolna i górna Darboux, suma caªkowa Riemanna

Formalna de�nicja caªki oznaczonej Riemanna wymaga pewnych przygotowa«.

W tym rozdziale b¦dziemy zakªada¢, »e f ∈ B ([a, b],R), tzn. f jest funkcj¡ ograniczon¡. Istniej¡ zatem takie
liczby m,M ∈ R, »e

m = inf
{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
oraz M = sup

{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
.

De�nicja 12.2. Podziaªem przedziaªu [a, b], gdzie a < b, na n cz¦±ci nazywamy dowolny silnie rosn¡cy ci¡g
punktów

P = (x0, x1, . . . , xn) ⊆ [a, b]

taki, »e
a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Liczb¦

δ = δ(P) := max {∆xi : i = 1, . . . , n} ,

gdzie ∆xi := xi − xi−1, nazywamy ±rednic¡ podziaªu P.

Zauwa»my, »e nazwa podziaª w powy»szej de�nicji jest jak najbardziej uzasadniona. Ka»dy wybór punktów
P = (x0, x1, . . . , xn) speªniaj¡cych warunek a = x0 < x1 < . . . < xn = b oznacza bowiem podziaª przedziaªu

[a, b] na n podprzedziaªów, tzn. [a, b] =
n⋃
i=1

[xi−1, xi].

De�nicja 12.3. Ukªadem punktów po±rednich dla ustalonego podziaªu P = (x0, x1, . . . , xn) odcinka [a, b]
nazywamy ci¡g punktów

X = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ⊆ [a, b]

speªniaj¡cy warunek
ξi ∈ [xi−1, xi] dla i = 1, . . . , n.

De�nicja 12.4. Niech P = (x0, x1, . . . , xn) b¦dzie ustalonym podziaªem odcinka [a, b] oraz niech

mi := inf
{
f(x) : x ∈ [xi−1, xi]

}
oraz Mi := sup

{
f(x) : x ∈ [xi−1, xi]

}
.

Wówczas

¶ sum¦

s = s(f,P) :=
n∑
i=1

mi ·∆xi

nazywamy sum¡ doln¡ (Darboux) funkcji f wzgl¦dem podziaªu P.

· sum¦

σ = σ(f,P,X ) :=
n∑
i=1

f (ξi) ·∆xi

nazywamy sum¡ caªkow¡ (Riemanna) funkcji f wzgl¦dem podziaªu P i punktów po±rednich X .
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¸ sum¦

S = S(f,P) :=
n∑
i=1

Mi ·∆xi

nazywamy sum¡ górn¡ (Darboux) funkcji f wzgl¦dem podziaªu P.

Niech P = (x0, x1, . . . , xn) b¦dzie przykªadowo tzw. równomiernym podziaªem odcinka [a, b] na n podprzedzia-
ªów dªugo±ci ∆xi = b−a

n dla i = 1, . . . , n, czyli

x0 = a, x1 = a+
b− a
n

, x2 = a+
2 · (b− a)

n
, . . . , xn = a+

n · (b− a)
n

= b.

Wybieramy, dla i = 1, . . . , n, dowolne punkty po±rednie ξi ∈ [xi−1, xi] i utwórzmy sum¦ caªkow¡

σ(f,P,X ) =
b− a
n
·
n∑
i=1

f (ξi)

funkcji f wzgl¦dem podziaªu P i punktów po±rednich (ξi)i=1,...,n.

Rozwa»my teraz funkcj¦ f(x) = x2 na przedziale [0, 1], wtedy przykªadowo

Natomiast dla funkcji f(x) = exp(−x2) na przedziale [−2, 2] otrzymamy przykªadowo
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Dla obu funkcji punkty po±rednie zostaªy wybrane kolejno w nast¦puj¡cy sposób:

¶ ξi = xi−1 = a+ (i− 1) · (b−a)
n � pocz¡tek przedziaªu [xi−1, xi],

· ξi = xi−1+xi
2 = a+

(
i− 1

2

)
· (b−a)

n � ±rodek przedziaªu [xi−1, xi],

¸ ξi = xi = a+ i · (b−a)
n � koniec przedziaªu [xi−1, xi]

dla i = 1, . . . , n.

�atwo zauwa»y¢, »e

m(b− a) ¬ s(f,P) ¬ σ(f,P,X ) ¬ S(f,P) ¬ M(b− a)

dla ustalonego podziaªu P, poniewa» z de�nicji kresów

m ¬ mi ¬ f (ξi) ¬ Mi ¬ M dla i = 1, . . . , n,

gdzie m = inf
{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
i M = sup

{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
.

Mo»emy tak»e udowodni¢ nast¦puj¡cy lemat

Lemat 12.5. Niech P b¦dzie podziaªem przedziaªu [a, b]. Wtedy prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce stwierdzenia
¶ Dla ka»dego ε > 0 istnieje taki ukªad punktów po±rednich X , »e

σ(f,P,X ) < s(f,P) + ε.

· Dla ka»dego ε > 0 istnieje taki ukªad punktów po±rednich X , »e

σ(f,P,X ) > S(f,P) − ε.

Dowód: + Na wykªadzie!

12.2 Caªka dolna i górna Darboux, caªka Riemanna

Niech teraz (Pn)n>0 =
(
x

(n)
0 , x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
kn

)
n>0

b¦dzie ci¡giem podziaªów przedziaªu [a, b], tzn.

P1 : a = x
(1)
0 < x

(1)
1 < x

(1)
2 < . . . < x

(1)
k1

= b,

P2 : a = x
(2)
0 < x

(2)
1 < x

(2)
2 < . . . < x

(2)
k2

= b,

P3 : a = x
(3)
0 < x

(3)
1 < x

(3)
2 < . . . < x

(3)
k3

= b,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn : a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < x

(n)
2 < . . . < x

(n)
kn

= b,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

o ±rednicach
δn := δ (Pn) , n = 1, 2, 3, . . . .

De�nicja 12.6. Ci¡g (Pn)n>0 nazywamy normalnym ci¡giem podziaªów odcinka [a, b], je±li

lim
n→∞

δn = 0.

Mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 12.7. Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ oraz niech (Pn)n>0 b¦dzie dowolnym
normalnym ci¡giem podziaªów odcinka [a, b]. Ponadto przez

sn := s (f,Pn) =
kn∑
i=1

m
(n)
i ·∆x(n)

i i Sn := S (f,Pn) =
kn∑
i=1

M
(n)
i ·∆x(n)

i

oznaczmy sum¦ doln¡ i odpowiednio sum¦ górn¡ funkcji f wzgl¦dem podziaªu Pn.
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Wtedy ci¡gi (sn)n>0 i (Sn)n>0 maj¡ granice wªa±ciwe, tzn. istniej¡ takie liczby s, S ∈ R, »e

s = lim
n→∞

sn i S = lim
n→∞

Sn,

i granice te nie zale»¡ od wyboru normalnego ci¡gu podziaªów (Pn)n>0.

Dowód: + R. Rudnicki, �Wykªady z analizy matematycznej�

De�nicja 12.8. [Caªka dolna i górna Darboux]
Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ oraz niech (Pn)n>0 b¦dzie dowolnym normalnym ci¡giem po-
dziaªów odcinka [a, b].

• Caªk¡ doln¡ Darboux funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy granic¦ ci¡gu sum dolnych:∫ b

a

f(x)dx := lim
n→∞

sn = lim
n→∞

kn∑
i=1

m
(n)
i ·∆x(n)

i .

• Caªk¡ górn¡ Darboux funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy granic¦ ci¡gu sum górnych:∫ b

a

f(x) dx := lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

kn∑
i=1

M
(n)
i ·∆x(n)

i .

Wprost z de�nicji sumy górnej i dolnej funkcji oraz z montoniczno±ci granicy wynika∫ b

a

f(x) dx ¬
∫ b

a

f(x) dx.

Podobnie, je±li ograniczone funkcje f i g speªniaj¡ na przedziale [a, b] nierówno±¢ f ¬ g, to zachowuje si¦ ona
dla ich caªek Darboux.

De�nicja 12.9. [Caªka Riemanna]
Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ oraz niech (Pn)n>0 b¦dzie dowolnym normalnym ci¡giem po-
dziaªów odcinka [a, b]. Ponadto przez

σn := σ (f,Pn,Xn)

oznaczmy sum¦ caªkow¡ funkcji f wzgl¦dem podziaªu Pn i odpowiadaj¡cemu mu ukªadowi punktów po±red-
nich Xn.
Funkcj¦ f nazywamy caªkowaln¡ w sensie Riemanna, je»eli dla ka»dego normalnego ci¡gu podziaªów (Pn)n>0
odcinka [a, b] i niezale»nie od wyboru ci¡gu (Xn)n>0 ukªadów punktów po±rednich ci¡g (σn)n>0 jest zbie»ny
i zawsze do tej samej granicy.

W tym przypadku caªk¡ oznaczon¡ Riemanna funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy jednoznacznie okre±lon¡
granic¦ ci¡gu sum caªkowych:∫ b

a

f(x) dx := lim
n→∞

σn = lim
n→∞

kn∑
i=1

f
(
ξ

(n)
i

)
·∆x(n)

i .

Wska»emy teraz funkcj¦, która ma caªk¦ oznaczon¡ i funkcj¦, która nie jest caªkowalna.
Przykªad: + Tylko na wykªadzie!

Mo»na si¦ domy±la¢, »e sprawdzenie caªkowalno±ci dowolnej funkcji rzeczywistej wprost z de�nicji nie jest ªatwe.
Z tego powodu naturalne jest pytanie o w miar¦ ªatwe w zastosowaniu kryteria, które pozwol¡ nam stwierdzi¢,
czy dla danej funkcji istnieje caªka oznaczona.

Twierdzenie 12.10. Funkcja ograniczona f : [a, b] → R jest caªkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko
wtedy, gdy jej caªka dolna Darboux jest równa caªce górnej.

Wtedy

m(b− a) ¬
∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

f(x)dx =
∫ b

a

f(x) dx ¬ M(b− a),

gdzie m = inf
{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
i M = sup

{
f(x) : x ∈ [a, b]

}
.

Dowód: + Na wykªadzie!
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Teraz udowodnimy lemat, który pomo»e nam w dokªadniejszym okre±leniu funkcji caªkowalnych i wªasno±ci
caªek oznaczonych.

Lemat 12.11. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

¶ f jest caªkowalna w sensie Riemanna.

·
b∫
a

f(x) dx =
b∫
a

f(x) dx.

¸ Dla ka»dego normalnego ci¡gu (Pn)n>0 podziaªów przedziaªu [a, b] zachodzi

lim
n→∞

(
S(f,Pn)− s(f,Pn)

)
= 0.

¹ Dla ka»dego ε > 0 istnieje podziaª P przedziaªu [a, b], »e

S(f,P)− s(f,P) < ε.

Dowód: + Na wykªadzie!

12.3 Wªasno±ci caªki oznaczonej Riemanna

Okre±lmy teraz podstawowe wªasno±ci caªki oznaczonej. Dla uªatwienia zapisu wprowad¹my nast¦puj¡ce ozna-
czenie:

R[a, b] :=
{
f : [a, b]→ R : f caªkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a, b]

}
.

Przede wszystkim poka»emy, »e caªkowanie jest operacj¡ liniow¡, a zbiór R[a, b] z naturalnymi dziaªaniami
dodawania funkcji i mno»enia przez skalar jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem R.

Twierdzenie 12.12. [Liniowo±¢ caªki Riemanna]

Niech f, g ∈ R[a, b] i niech λ ∈ R. Wtedy

¶ funkcja f + g ∈ R[a, b] oraz ∫ b

a

(f + g) (x) dx =
∫ b

a

f(x) dx +
∫ b

a

g(x) dx.

· funkcja λ · f ∈ R[a, b] oraz ∫ b

a

(λ · f) (x) dx = λ ·
∫ b

a

f(x) dx.

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!

Kolejne twierdzenie mo»emy opisa¢ jako addytywno±¢ caªki wzgl¦dem przedziaªu caªkowania.

Twierdzenie 12.13. [Addytywno±¢ caªki wzgl¦dem przedziaªu caªkowania]

Funkcja f ∈ R[a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy jej zacie±nienia f
∣∣
[a,c] ∈ R[a, c] i f

∣∣
[c,b] ∈ R[c, b] dla dowolnego

c ∈ (a, b). Zachodzi przy tym warunek∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx +
∫ b

c

f(x)dx.

Dowód: + Literatura, np. R. Rudnicki, �Wykªady z analizy matematycznej�!

Caªkowanie jest tak»e operacj¡ monotoniczn¡.

Twierdzenie 12.14. [Monotoniczno±¢ caªki Riemanna]

Niech f, g ∈ R[a, b] i niech f(x) ¬ g(x) dla x ∈ [a, b]. Wtedy∫ b

a

f(x) dx ¬
∫ b

a

g(x) dx.

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!
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Ponadto mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 12.15. Niech funkcja f ∈ R[a, b] speªnia warunek

m ¬ f(x) ¬ M dla x ∈ [a, b],

gdzie m < M s¡ pewnymi liczbami rzeczywistymi.
Zde�niujmy teraz funkcj¦ g = ϕ ◦ f : [a, b]→ R, gdzie ϕ ∈ C[m,M ]. Wówczas tak»e g ∈ R[a, b].

Z powy»szego twierdzenia dostajemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 12.16. Je±li funkcje f, g ∈ R[a, b], to tak»e

¶ funkcja f · g ∈ R[a, b].

· funkcja |f | ∈ R[a, b] oraz ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ¬
∫ b

a

|f(x)| dx.

12.4 Klasa funkcji caªkowalnych

Spróbujmy teraz konkretnie okre±li¢, które funkcje s¡ z caª¡ pewno±ci¡ caªkowalne w sensie Riemanna.

Twierdzenie 12.17. Ka»da funkcja ci¡gªa w przedziale domkni¦tym jest caªkowalna w sensie Riemanna w tym
przedziale, tzn.

C[a, b] ⊆ R[a, b],

gdzie a < b.

Dowód: + Na wykªadzie!

Z powy»szego twierdzenia wynika, »e funkcja identyczno±ciowa f : [a, b] 3 x 7→ x ∈ R jest caªkowalna w sensie
Riemanna w dowolnym przedziale [a, b]. Policzmy zatem jej caªk¦ oznaczon¡ w tym przedziale. Jak wiemy, je»eli
funkcja jest caªkowalna, to granica ci¡gu sum caªkowych nie zale»y od wyboru normalnego ci¡gu podziaªów
odcinka [a, b] i ci¡gu ukªadów punktów po±rednich. Wybierzmy zatem równomierne podziaªy Pn odcinka [a,b]
punktami

x
(n)
i = a + i · b− a

n
, gdzie i = 0, 1, . . . , n,

dla n ∈ N \ {0}. Taki ci¡g podziaªów (Pn) jest ci¡giem normalnym, poniewa» ±rednica podziaªów

δn = δ(Pn) =
b− a
n

−→ 0 przy n→∞.

Jako ukªad punktów po±rednich dla podziaªu Pn wybierzmy prawe ko«ce przedziaªów
[
x

(n)
i−1, x

(n)
i

]
, tzn. (Xn)n =(

ξ
(n)
i

)
n
, gdzie ξ(n)

i := x
(n)
i dla i = 1, 2, . . . , n, i utwórzmy ci¡g sum caªkowych

σn = σ(f,Pn,Xn) =
n∑
i=1

f
(
ξ

(n)
i

)
·∆x(n)

i =
n∑
i=1

ξ
(n)
i · b− a

n
=

b− a
n
·
n∑
i=1

(
a + i · b− a

n

)
=

=
b− a
n
· na +

(
b− a
n

)2

·
n∑
i=1

i = ab− a2 +
(b− a)2

n2 · n(n+ 1)
2

.

Wynika st¡d, »e

lim
n→∞

σn = ab− a2 + (b− a)2 · 1
2

=
b2 − a2

2
.

Ostatecznie otrzymujemy, »e funkcja f(x) = x jest caªkowalna na przedziale [a, b] i jej caªka oznaczona w tym
przedziale równa jest ∫ b

a

x dx =
b2 − a2

2
.
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Zauwa»my, »e jest to pole obszaru (trapezu ABCD) ograniczonego wykresem funkcji f , osi¡ odci¦tych oraz
prostymi x = a i x = b:

f(x) = x

D = (a, a)

A = (a, 0) B = (b, 0)

C = (b, b)

Dla funkcji ci¡gªych mo»emy udowodni¢ kolejne twierdzenie o warto±ci ±redniej, w pewnym sensie odpowiadaj¡ce
twierdzeniu Lagrange'a.

Twierdzenie 12.18. [Twierdzenie o warto±ci ±redniej]
Niech f ∈ C[a, b]. Wtedy istnieje punkt ξ ∈ [a, b], taki »e

∫ b

a

f(x)dx = f(ξ) · (b− a).

Dowód: + Na wykªadzie!

Powy»sze twierdzenie oznacza, »e pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji ci¡gªej i przyjmuj¡cej tylko
warto±ci nieujemne oraz osi¡ odci¦tych, prostymi x = a i x = b jest równe polu pewnego prostok¡ta o bokach
dªugo±ci b− a i f(ξ).

Okazuje si¦, »e inkluzja z twierdzenia 12.17 jest wªa±ciwa i nie tylko funkcje ci¡gªe s¡ caªkowalne.

Twierdzenie 12.19. Je±li ograniczona funkcja f : [a, b] → R jest ci¡gªa w przedziale [a, b] z wyj¡tkiem co
najwy»ej sko«czonej liczby punktów, to f jest caªkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale.

Wniosek 12.20. Niech funkcja f : [a, b]→ R b¦dzie taka, »e f(x) = 0 dla wszystkich x ∈ [a, b] z wyj¡tkiem co
najwy»ej sko«czonej ilo±ci punktów. Wówczas f ∈ R[a, b] oraz∫ b

a

f(x) dx = 0.

Wniosek 12.21. Niech f ∈ R[a, b]. Je±li funkcja g : [a, b] → R speªnia warunek f(x) = g(x) dla wszystkich
x ∈ [a, b] z wyj¡tkiem co najwy»ej sko«czonej ilo±ci punktów, to g ∈ R[a, b] oraz∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

g(x)dx.
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Powy»szy wniosek pozwala nam rozszerzy¢ poj¦cie funkcji caªkowalnej w sensie Riemanna w przedziale [a, b] na
przypadek funkcji okre±lonej w przedziale [a, b] z wyj¡tkiem sko«czonej liczby punktów, przykªadowo okre±lonej
w przedziale otwartym (a, b).
Mówimy, »e funkcja f : [a, b] \ N → R, gdzie #N < ∞, jest caªkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a, b],
gdy istnieje funkcja g ∈ R[a, b] taka, »e f

∣∣
[a,b]\N = g

∣∣
[a,b]\N . Wtedy caªk¡ Riemanna funkcji f w przedziale

[a, b] nazywamy liczb¦
b∫
a

f(x) dx :=
b∫
a

g(x) dx.

Ponadto prawdziwe jest tak»e nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 12.22. Je±li ograniczona funkcja f : [a, b] → R jest monotoniczna w przedziale [a, b], to f jest
caªkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale.

13 Zwi¡zek mi¦dzy caªk¡ oznaczon¡ a nieoznaczon¡

Jak ju» wspominali±my, obliczanie caªki oznaczonej wprost z de�nicji jest bardzo trudne i pracochªonne. W tym
rozdziale naszym celem b¦dzie podanie twierdzenia, które stosujemy w praktyce i które bardzo uªatwia to
zadanie.
Rozpoczniemy od nast¦puj¡cej de�nicji.

De�nicja 13.1. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Riemanna. Wtedy przyjmujemy, »e

∫ a

a

f(x) dx := 0

oraz

∫ a

b

f(x) dx := −
∫ b

a

f(x) dx.

Przedstawimy teraz podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego. Tak naprawd¦ bardziej adekwatna byªaby
nazwa �podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego�, poniewa» opisuje ono zwi¡zek mi¦dzy
tymi dwoma dziaªami analizy matematycznej.
Jak pami¦tamy, rachunek ró»niczkowy miaª swój pocz¡tek w rozwa»aniach dotycz¡cych problemu opisania
stycznych do krzywych (zob. str. 8), natomiast rachunek caªkowy wywodzi si¦ z prób opisu pól �gur ograniczo-
nych wykresami funkcji. Zwi¡zek mi¦dzy tymi dwoma zagadnieniami zostaª zauwa»ony w XVII w., a szczegóªowo
opisany przez Newtona i Leibniza.

Twierdzenie 13.2. [Podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego]
Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Riemanna w przedziale [a, b]. De�nujemy funkcj¦

F :


[a, b] −→ R

x 7−→
∫ x

a

f(t) dt.

a) Wtedy funkcja F jest ci¡gªa w przedziale [a, b].

b) Je±li funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x ∈ (a, b), to F jest ró»niczkowalna w x oraz F ′(x) = f(x).

Dowód: + Na wykªadzie!

Funkcj¦ F zde�niowan¡ w powy»szym twierdzeniu nazywamy funkcj¡ górnej granicy caªkowania.
Je±li funkcja f : [a, b] → R jest ci¡gªa w przedziale [a, b], to górna granica caªkowania F jest funkcj¡ pierwotn¡
funkcji f w przedziale (a, b).
Oznacza to, »e wreszcie pojawiªo si¦ uzasadnienie twierdzenia 10.6, w którym utrzymywali±my, »e ka»da funkcja
ci¡gªa ma pierwotn¡, czyli jest pochodn¡ pewnej funkcji!
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Uwaga Niech f ∈ R[a, b]. Wówczas funkcja dolnej granicy caªkowania

F :


[a, b] −→ R

x 7−→
∫ b

x

f(t)dt

jest ci¡gªa. Ponadto, je±li funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x ∈ (a, b), to funkcja F ma pochodn¡ w tym punkcie
oraz F ′(x) = −f(x).

Wynika to z faktu, »e F (x) =
b∫
a

f(t) dt−
x∫
a

f(t) dt (zob. twierdzenie 12.13).

Z podstawowego twierdzenia rachunku caªkowego wynika nast¦puj¡cy fakt.

Wniosek 13.3. Niech f ∈ R[a, b]. Je±li f(x) ­ 0 dla x ∈ [a, b] oraz istnieje x0 ∈ [a, b] takie, »e funkcja f jest
ci¡gªa w punkcie x0 i f(x0) > 0, to ∫ b

a

f(t) dt > 0.

Dowód: + Zadanie domowe!

Wa»nym i bezpo±rednim wnioskiem z podstawowego twierdzenia rachunku caªkowego, a wªa±ciwie jego drug¡
cz¦±ci¡, jest tzw. wzór Newtona-Leibniza, który umo»liwi nam stosunkowo ªatwe obliczanie caªek oznaczonych.

Wniosek 13.4. [Wzór Newtona-Leibniza]

• Ka»da funkcja ci¡gªa f : [a, b]→ R ma pierwotn¡.

• Je±li G jest pierwotn¡ funkcji ci¡gªej f : [a, b]→ R, to

∫ b

a

f(x)dx = G(b) − G(a) =: G(x)
∣∣∣∣x=b

x=a
.

Dowód: + Na wykªadzie!

Przykªady 13.5.

¶ Obliczamy caªk¦ ∫ 2

0
x2 dx.

Pierwotn¡ x2 jest 1
3 · x

3. Zgodnie z wzorem Newtona-Leibniza mamy∫ 2

0
x2 dx =

1
3
· x3

∣∣∣∣x=2

x=0
=

1
3
· 23 − 1

3
· 03 =

8
3
.

· Obliczamy caªk¦ ∫ 2

1

(
x4 − 3x2 + 4x− 2

)
dx.

Pierwotn¡ funkcji podcaªkowej jest

F (x) =
1
5
x5 − 3 · 1

3
x3 + 4 · 1

2
x2 − 2x.

Sk¡d ∫ 2

1

(
x4 − 3x2 + 4x− 2

)
dx =

[
1
5
x5 − x3 + 2x2 − 2x

]∣∣∣∣x=2

x=1
=

=
(

1
5
· 32− 8 + 8− 4

)
−
(

1
5
− 1 + 2− 2

)
=

=
12
5
−
(
−4

5

)
=

16
5
.

¸ + Kolejne przykªady zostan¡ podane na wykªadzie.
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Z wniosku 13.4 oraz z twierdze« o caªkowaniu przez cz¦±ci (zob. tw. 11.4) i przez podstawienie (zob. tw. 11.6)
wynikaj¡ nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 13.6. [o caªkowaniu przez cz¦±ci]
Niech I b¦dzie przedziaªem otwartym oraz niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami klasy C1. Wtedy

∫ b

a

f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f ′(x) · g(x)dx

dla dowolnych a, b ∈ I.

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!

Twierdzenie 13.7. [o caªkowaniu przez podstawienie]
Niech I i J b¦d¡ przedziaªami otwartymi oraz niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, a ϕ : J → R funkcj¡
ró»niczkowaln¡ w sposób ci¡gªy i speªniaj¡c¡ warunek ϕ(J) ⊂ I. Wtedy

∫ b

a

f (ϕ(x)) · ϕ′(x) dx =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(y) dy

dla dowolnych a, b ∈ J .

Uzasadnienie: + Na wykªadzie!

Zaªo»enia w powy»szych twierdzeniach mog¡ by¢ osªabione!

Przykªady 13.8. + Na wykªadzie!

14 Caªki niewªa±ciwe

Jak pami¦tamy caªk¦ Riemanna de�niowali±my dla funkcji ograniczonych i okre±lonych w przedziaªach domkni¦-
tych.
Teraz rozszerzymy t¦ de�nicj¦ na przypadki, w których albo funkcja albo obszar caªkowania b¦dzie nieogra-
niczony i takie caªki okre±limy wspólnym mianem caªek niewªa±ciwych. Caªki niewªa±ciwe b¦dziemy oznacza¢
takim samym symbolem, jak caªki wªa±ciwe Riemanna.

14.1 Nieograniczony przedziaª caªkowania

Nieograniczony obszar caªkowania oznacza, »e przynajmniej jedna z granic caªkowania jest niesko«czono±ci¡.

De�nicja 14.1. [Caªka niewªa±ciwa po przedziale nieograniczonym]

a) Niech f : [a,∞) → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Riemanna na ka»dym przedziale postaci [a, b],
gdzie b ∈ (a,∞). Je±li istnieje granica wªa±ciwa

lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx,

to t¦ granic¦ nazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w przedziale [a,∞) i oznaczamy symbolem

∫ ∞
a

f(x)dx := lim
b→∞

∫ b

a

f(x) dx.

Mówimy wówczas, »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na. W przeciwnym przypadku mówimy, »e caªka niewªa-

±ciwa
∞∫
a

f(x) dx jest rozbie»na i nie przyporz¡dkowujemy jej »adnej warto±ci.
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b) Niech f : (−∞, b] → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ na ka»dym przedziale postaci [a, b], gdzie a ∈ (−∞, b).
Je±li istnieje granica wªa±ciwa

lim
a→−∞

∫ b

a

f(x) dx

to t¦ granic¦ nazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w przedziale (−∞, b] i oznaczamy symbolem∫ b

−∞
f(x) dx := lim

a→−∞

∫ b

a

f(x) dx.

Mówimy wówczas, »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na. W przeciwnym przypadku mówimy, »e caªka niewªa-
±ciwa

∫ b
−∞ f(x) dx jest rozbie»na i nie przyporz¡dkowujemy jej »adnej warto±ci.

Z liniowo±ci caªki Riemanna i z liniowo±ci granicy dostajemy natychmiast liniowo±¢ caªek niewªa±ciwych, oczy-
wi±cie przy zaªo»eniu ich zbie»no±ci.
+ Zadanie domowe: Sformuªowa¢ odpowiednie twierdzenie!

Zauwa»my ponadto, »e je±li zbie»na jest caªka
∞∫
a

f(x) dx, to dla ka»dej liczby c > a zbie»na jest tak»e caªka

∞∫
c

f(x) dx i prawdziwa jest równo±¢∫ ∞
a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx +
∫ ∞
c

f(x)dx.

Jest to prosty wniosek z de�nicji caªki niewªa±ciwej i addytywno±ci caªki oznaczonej wzgl¦dem przedziaªu caª-
kowania.

Analogiczna uwaga obowi¡zuje dla caªek postaci
b∫
−∞

f(x) dx.

Przykªady 14.2. Niech b > 1.

¶ Wtedy ∫ b

1

1
x2 dx =

1
−2 + 1

· x−2+1

∣∣∣∣b
1

= − 1
x

∣∣∣∣b
1

= −1
b

+ 1 = 1− 1
b
.

Granica lim
b→∞

1
b = 0, zatem caªka niewªa±ciwa

∞∫
1

1
x2 dx jest zbie»na, przy czym

∞∫
1

1
x2 dx := lim

b→∞

(
1− 1

b

)
= 1.

· Natomiast
b∫

1

1
x
dx = lnx

∣∣∣b
1

= ln b − ln 1 = ln b.

Caªka niewªa±ciwa
∞∫
1

1
x dx jest zatem rozbie»na, poniewa» lim

b→∞
ln b =∞.

Uogólnienie i kolejne przykªady: + Na wykªadzie!

De�nicja 14.3. Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ w zbiorze liczb rzeczywistych. Je±li istnieje c ∈ R takie, »e

caªki
c∫
−∞

f(x) dx i
∞∫
c

f(x) dx s¡ zbie»ne, to okre±lamy caªk¦ niewªa±ciw¡ Riemanna funkcji f w R jako sum¦

∞∫
−∞

f(x) dx =

c∫
−∞

f(x) dx +

∞∫
c

f(x) dx

i mówimy, »e caªka ta jest zbie»na.

Je±li caªka
c∫
−∞

f(x) dx lub
∞∫
c

f(x) dx jest rozbie»na, to caªk¦
∞∫
−∞

f(x) dx nazywamy rozbie»n¡.
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14.1 Nieograniczony przedziaª caªkowania 14 CA�KI NIEW�A�CIWE

Twierdzenie 14.4. Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ w zbiorze liczb rzeczywistych. Wówczas caªka
∞∫
−∞

f(x)dx

jest zbie»na wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego c ∈ R zbie»ne s¡ caªki
c∫
−∞

f(x)dx i
∞∫
c

f(x)dx.

Dowód: + Zadanie domowe!

Dla caªek niewªa±ciwych, podobnie jak dla szeregów liczbowych, mo»emy wprowadzi¢ poj¦cie zbie»no±ci bez-

wzgl¦dnej i warunkowej. Przykªadowo, je±li zbie»na jest caªka
∞∫
a

|f(x)| dx, to mówimy, »e caªka
∞∫
a

f(x)dx jest

bezwzgl¦dnie zbie»na, a funkcja f jest bezwzgl¦dnie caªkowalna na [a,+∞).

Je±li caªka
∞∫
a

f(x) dx jest zbie»na lecz nie jest zbie»na bezwzgl¦dnie, to mówimy, »e caªka ta jest warunkowo

zbie»na, a funkcja f jest warunkowo caªkowalna na [a,+∞).

Standardowym przykªadem caªki warunkowo zbie»nej, tzn. zbie»nej, ale nie bezwzgl¦dnie zbie»nej, jest tak
zwana caªka Dirichleta ∫ +∞

0

sinx
x

dx,

gdzie funkcja podcaªkowa

f(x) :=
{ sin x

x dla x 6= 0,
1 dla x = 0

jest ci¡gªa na przedziale [0,+∞), a zatem jest te» caªkowalna w sensie Riemanna na ka»dym przedziale postaci
[0, b].
Mo»na tak»e pokaza¢, »e warto±¢ caªki Dirichleta to π

2 .

Kolejn¡ analogi¦ do teorii szeregów liczbowych stanowi nast¦puj¡ce twierdzenie b¦d¡ce w szczególno±ci odpo-
wiednikiem kryteriów porównawczych.

Twierdzenie 14.5. Niech f, g : [a,∞) → R b¦d¡ funkcjami caªkowalnymi w sensie Riemanna na ka»dym
przedziale postaci [a, b], gdzie b ∈ (a,∞).

¶ Je±li caªka
∞∫
a

f(x) dx jest bezwzgl¦dnie zbie»na, to jest zbie»na oraz

∣∣∣∣∣∣
∞∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ¬
∞∫
a

|f(x)| dx.

· Je±li |f(x)| ¬ g(x) dla x ∈ [a,∞) oraz caªka
∞∫
a

g(x) dx jest zbie»na, to caªka
∞∫
a

f(x)dx jest bezwzgl¦dnie

zbie»na i
∞∫
a

|f(x)| dx ¬
∞∫
a

g(x) dx.

¸ Je±li 0 ¬ f(x) ¬ g(x) dla x ∈ [a,∞) oraz caªka
∞∫
a

f(x) dx jest rozbie»na, to caªka
∞∫
a

g(x) dx te» jest

rozbie»na.

¹ Je±li f i g s¡ dodatnie na [a,∞) i

lim
x→+∞

f(x)
g(x)

= k ∈ (0,+∞),

to caªka
∞∫
a

f(x) dx jest zbie»na wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»na jest caªka
∞∫
a

g(x)dx.

Okazuje si¦, »e dla caªek niewªa±ciwych mo»na tak»e udowodni¢ odpowiedniki kryteriów Dirichleta i Abela
(+ Podr¦cznik!).

Analogiczne twierdzenia, z odpowiednimi mody�kacjami, zachodz¡ równie» dla funkcji
f, g : (−∞, b]→ R caªkowalnych w sensie Riemanna na ka»dym przedziale postaci [a, b], gdzie a ∈ (−∞, b).
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Okazuje si¦, »e zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych z funkcji nieujemnych mo»na powi¡za¢ ze zbie»no±ci¡ odpo-
wiednich szeregów liczbowych. Kolejne twierdzenie zwane caªkowym kryterium zbie»no±ci szeregów liczbowych
mo»na traktowa¢ tak»e jako kryterium zbie»no±ci dla caªek niewªa±ciwych.

Twierdzenie 14.6. [Kryterium caªkowe zbie»no±ci szeregów]
Niech f : [a,∞)→ R, gdzie a ­ 0, b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡ i nierosn¡c¡.

Wówczas szereg
∞∑

n=[a+1]
f(n) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»na jest caªka

∞∫
a

f(x) dx.

14.2 Nieograniczona funkcja podcaªkowa

O caªkach niewªa±ciwych mówimy tak»e w przypadku, gdy funkcja f : [a, b) → R jest ci¡gªa (lub odpowiednio
ograniczona i caªkowalna w sensie Riemanna) na ka»dym przedziale [a, b − ε], gdzie 0 < ε < b − a, ale nie
mo»na jej przedªu»y¢ do funkcji ciagªej (odpowiednio: ograniczonej i caªkowalnej w sensie Riemanna) na [a, b].
Z sytuacj¡ tak¡ mamy do czynienia, gdy np. funkcja f ma w punkcie b granic¦ niewªa±ciw¡ lub w ogóle nie ma
granicy w punkcie b, ani nie jest ograniczona w »adnym lewostronnym s¡siedztwie tego punktu.
Analogicznie mo»emy rozpatrywa¢ przypadek funkcji f : (a, b]→ R.

De�nicja takich caªek niewªa±ciwych powinna zachowywa¢ wªasno±¢ addytywno±ci ze wzgl¦du na przedziaª
caªkowania, co pozwoli rozpatrywa¢ funkcje okre±lone na przedziale [a, b] poza sko«czon¡ liczb¡ punktów, w s¡-
siedztwie których funkcja ta jest nieograniczona.

De�nicja 14.7. [Caªka niewªa±ciwa z funkcji nieograniczonej]

a) Niech funkcja f : [a, b)→ R b¦dzie nieograniczona w ka»dym s¡siedztwie punktu b i caªkowalna w ka»dym
przedziale [a, b− ε], gdzie 0 < ε < b− a. Je±li istnieje granica wªa±ciwa

lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx

to nazywamy j¡ caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w przedziale [a, b) oraz

∫ b

a

f(x) dx := lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx

Mówimy wówczas, »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na. W przeciwnym przypadku nazywamy caªk¦ niewªa-

±ciw¡
b∫
a

f(x) dx rozbie»n¡ i nie przyporz¡dkowujemy jej »adnej warto±ci.

b) Niech funkcja f : (a, b]→ R b¦dzie nieograniczona w ka»dym s¡siedztwie punktu a i caªkowalna w ka»dym
przedziale [a+ ε, b], gdzie 0 < ε < b− a. Je±li istnieje granica wªa±ciwa

lim
ε→0+

∫ b

a+ε
f(x) dx

to nazywamy j¡ caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w przedziale (a, b] oraz

∫ b

a

f(x) dx := lim
ε→0+

∫ b

a+ε
f(x) dx

Mówimy wówczas, »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na. W przeciwnym przypadku nazywamy caªk¦ niewªa-

±ciw¡
b∫
a

f(x) dx rozbie»n¡ i nie przyporz¡dkowujemy jej »adnej warto±ci.

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, z liniowo±ci caªki Riemanna i z liniowo±ci granicy dostajemy natych-
miast liniowo±¢ caªek niewªa±ciwych, oczywi±cie przy zaªo»eniu ich zbie»no±ci.
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Zauwa»my ponadto, »e je±li dla funkcji f : [a, b) → R zbie»na jest caªka niewªa±ciwa
b∫
a

f(x) dx, to dla ka»dej

liczby c ∈ (a, b) zbie»na jest tak»e caªka
b∫
c

f(x)dx i prawdziwa jest równo±¢

∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx +
∫ b

c

f(x)dx.

Jest to prosty wniosek z de�nicji caªki niewªa±ciwej i addytywno±ci caªki oznaczonej wzgl¦dem zbioru caªkowania.
Analogiczna uwaga obowi¡zuje dla caªek niewªa±ciwych z funkcji f : (a, b]→ R.

Przykªady 14.8. Niech ε > 0.

¶ Rozwa»my funkcj¦ f : (0, 1] 3 x 7→ 1√
x
∈ R. Wtedy∫ 1

ε

1√
x
dx = 2

√
x
∣∣∣1
ε

= 2
√

1 − 2
√
ε = 2 − 2

√
ε

oraz
lim
ε→0+

(
2− 2

√
ε
)

= 2.

Wynika st¡d zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej
1∫
0

1√
x
dx, przy czym

1∫
0

1√
x
dx := 2.

· Rozwa»my teraz funkcj¦ f : (0, 1] 3 x 7→ 1
x ∈ R. Wtedy∫ 1

ε

1
x
dx = lnx

∣∣∣1
ε

= ln 1 − ln ε = − ln ε.

Ale lim
ε→0+

(− ln ε) =∞, zatem caªka niewªa±ciwa
1∫
0

1
x dx jest rozbie»na.

Uogólnienie: + Na wykªadzie!

De�nicja 14.9. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ nieograniczon¡ w ka»dym s¡siedztwie punktu b i w ka»dym

s¡siedztwie punktu a. Je±li istnieje c ∈ (a, b) takie, »e caªki
c∫
a

f(x) dx i
b∫
c

f(x) dx s¡ zbie»ne odpowiednio

w przedziaªach (a, c] i [c, b), to okre±lamy caªk¦ niewªa±ciw¡ Riemanna funkcji f w (a, b) jako

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x)dx +

b∫
c

f(x) dx

i mówimy, »e caªka ta jest zbie»na.

Je±li caªka
c∫
a

f(x) dx lub
b∫
c

f(x) dx jest rozbie»na, to caªk¦
b∫
a

f(x) dx nazywamy rozbie»n¡.

Twierdzenie 14.10. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ nieograniczon¡ w ka»dym s¡siedztwie punktu b i w ka»-

dym s¡siedztwie punktu a. Wówczas caªka
b∫
a

f(x) dx jest zbie»na wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego c ∈ R

zbie»ne s¡ caªki
c∫
a

f(x) dx i
b∫
c

f(x) dx.

Dowód: + Zadanie domowe!
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De�nicja 14.11. Niech funkcja f : [a, c) ∪ (c, b] → R b¦dzie nieograniczona w ka»dym s¡siedztwie (prawo-

i lewostronnym) punktu c. Je±li caªki
c∫
a

f(x) dx i
b∫
c

f(x) dx s¡ zbie»ne odpowiednio w przedziaªach [a, c) i (c, b],

to okre±lamy caªk¦ niewªa±ciw¡ Riemanna funkcji f w [a, b] jako sum¦

b∫
a

f(x)dx :=

c∫
a

f(x) dx +

b∫
c

f(x) dx

i mówimy, »e caªka ta jest zbie»na.

Je±li caªka
c∫
a

f(x) dx lub
b∫
c

f(x) dx jest rozbie»na, to caªk¦
b∫
a

f(x) dx nazywamy rozbie»n¡.

Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na uogólni¢ na przypadek funkcji okre±lonej i ograniczonej na przedziale domkni¦tym za
wyj¡tkiem sko«czonej liczby punktów.

Analogicznie jak w pierwszym przypadku dla caªek niewªa±ciwych z funkcji nieograniczonych równie» mo»emy
wprowadzi¢ poj¦cie zbie»no±ci bezwzgl¦dnej i warunkowej. Ponadto mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce kryteria
zbie»no±ci, dzi¦ki którym mo»emy stwierdzi¢ zbie»no±¢ caªki w przypadku, gdy skorzystanie z de�nicji nie jest
ªatwe lub wr¦cz nie jest mo»liwe.

Twierdzenie 14.12. Niech f, g : [a, b)→ R b¦d¡ funkcjami nieograniczonymi w ka»dym s¡siedztwie punktu b
i caªkowalnymi w ka»dym przedziale [a, b− ε], gdzie 0 < ε < b− a.

¶ Je±li caªka
b∫
a

f(x)dx jest bezwzgl¦dnie zbie»na, to jest zbie»na oraz

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ¬
b∫
a

|f(x)| dx.

· Je±li |f(x)| ¬ g(x) dla x ∈ [a, b) oraz caªka
b∫
a

g(x) dx jest zbie»na, to caªka
b∫
a

f(x) dx jest bezwzgl¦dnie

zbie»na i
b∫
a

|f(x)| dx ¬
b∫
a

g(x) dx.

¸ Je±li 0 ¬ f(x) ¬ g(x) dla x ∈ [a, b) oraz caªka
b∫
a

f(x) dx jest rozbie»na, to caªka
b∫
a

g(x)dx te» jest rozbie»na.

¹ Je±li f i g s¡ dodatnie na [a, b) i

lim
x→b−

f(x)
g(x)

= k ∈ (0,+∞),

to caªka
b∫
a

f(x) dx jest zbie»na wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»na jest caªka
b∫
a

g(x) dx.

Analogiczne twierdzenie zachodzi oczywi±cie dla funkcji f, g : (a, b]→ R nieograniczonych w ka»dym s¡siedztwie
punktu a.

Caªki mog¡ by¢ niewªa±ciwe nie tylko z jednego powodu. Wyja±nimy to na przykªadzie. Funkcja podcaªkowa

w caªce
∞∫
0

1
x2 dx jest nieograniczona w otoczeniu zera oraz zbiór caªkowania jest przedziaªem nieograniczonym.

W tym przypadku mówimy, »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na, je±li dla pewnej liczby c > 0 obie caªki
c∫
0

1
x2 dx

i
∞∫
c

1
x2 dx s¡ zbie»ne. Mo»na udowodni¢, »e je±li dla pewnego c ∈ (0,+∞) obie caªki s¡ zbie»ne, to s¡ zbie»ne

dla wszystkich liczb c ∈ (0,+∞). Aby pokaza¢ rozbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej
∞∫
0

1
x2 dx wystarczy zatem wskaza¢

takie c, dla którego przynajmniej jedna z caªek:
c∫
0

1
x2 dx lub

∞∫
c

1
x2 dx jest rozbie»na.
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Przykªad 14.13. Poka»emy, »e caªka niewªa±ciwa

∞∫
0

1
x2 dx

jest rozbie»na.

Niech c = 1 i niech ε > 0. Wtedy

1∫
ε

1
x2 dx = − 1

x

∣∣∣∣1
ε

=
1
ε
− 1 ε→0+

−→ ∞,

wynika st¡d, »e caªka
1∫
0

1
x2 dx jest rozbie»na, a zatem rozbie»na jest tak»e caªka

∞∫
0

1
x2 dx.

Uogólnienie: + Na wykªadzie!
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15 Zastosowania geometryczne caªek oznaczonych

Caªka oznaczona ma wiele zastosowa«. Z naszego punktu widzenia najwa»niejsze b¦d¡ zastosowania geome-
tryczne. W tym rozdziale opiszemy mi¦dzy mi¦dzy, jak u»ywamy caªki do obliczania pól �gur pªaskich, obj¦to±ci
�gur przestrzennych i dªugo±ci krzywych. B¦dziemy raczej polega¢ na naszej intuicji, je±li chodzi o de�nicj¦ przy-
kªadowo pola �gury pªaskiej lub obj¦to±ci bryªy przestrzennej, ni» wprowadza¢ precyzyjne de�nicje, a nast¦pnie
szczegóªowe dowody zaprezentowanych twierdze«. Bardziej natomiast b¦dzie nam zale»aªo na poprawnym za-
stosowaniu podanych wzorów.
Jednak do tematu powrócimy na wykªadzie z Analizy Matematycznej 2 i 3. Ponadto b¦dzie on poruszany na
wykªadzie z Rachunku Prawdopodobie«stwa i na wykªadzie z Analizy Matematycznej na II stopniu studiów.
Osoby zainteresowane zach¦cam tak»e do udziaªu w wykªadzie Teoria Miary.

15.1 Pole �gury pªaskiej

Nasze rozwa»ania rozpoczniemy od poj¦cia miary Jordana, która jest formalizacj¡ poj¦cia rozmiaru, czyli np.
dªugo±ci, pola �gury pªaskiej, obj¦to±ci bryªy, znanego z geometrii elementarnej.

Niech D ⊆ R2 b¦dzie zbiorem ograniczonym. Z de�nicji oznacza to, »e istnieje kwadrat Q zawieraj¡cy zbiór D.
Podzielmy teraz kwadrat Q na sko«czon¡ liczb¦ prostok¡tów domkni¦tych P = (Pi)i=1,...,n o rozª¡cznych wn¦-
trzach, tzn.

intPi ∩ intPj = Ø dla i 6= j.

Oznaczmy teraz przez PS sum¦ tych wszystkich prostok¡tów z rodziny P, które maj¡ cz¦±¢ wspóln¡ z D:

PS :=
zk⋃
i=z1

Pi ⊇ D,

gdzie D ∩ Pi 6= Ø dla i = z1, . . . , zk.

Miar¡ Jordana zbioru PS nazywamy sum¦ |PS | :=
zk∑
i=z1
|Pi|, gdzie przez miar¦ prostok¡ta Pi = [ai, bi] × [ci, di]

rozumiemy jego pole, czyli |Pi| := (bi − ai) · (di − ci).

Miar¡ zewnetrzn¡ Jordana zbioru D nazywamy liczb¦

mz(D) := inf
PS⊇D

|PS |.

Natomiast przez Ps oznaczmy sum¦ tych wszystkich prostok¡tów, które zawieraj¡ si¦ w D:

Ps :=
wk⋃
i=w1

Pi ⊆ D ,

gdzie Pi ⊆ D dla i = w1, . . . , wk. Jak wy»ej |Ps| :=
wk∑
i=w1

|Pi|.

Miar¡ wewnetrzn¡ Jordana zbioru D nazywamy liczb¦

mw(D) := sup
Ps⊆D

|Ps|.

Je»eli mz(D) = mw(D), to zbiór D nazywamy mierzalnym w sensie Jordana, a liczb¦ |D| := mz(D) = mw(D)
nazywamy miar¡ Jordana zbioru D lub polem zbioru D.

Podobnie de�niujemy miar¦ Jordana bryªy przestrzennej, czyli jej obj¦to±¢, zast¦puj¡c prostok¡ty prostopadªo-
±cianami.

Wprost z twierdzenia 12.10 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 15.1. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ caªkowaln¡. Wówczas zbiór

D :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ¬ x ¬ b i 0 ¬ y ¬ f(x)
}

jest mierzalny w sensie Jordana oraz

|D| =
∫ b

a

f(x) dx.
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Je±li natomiast f(x) ¬ 0 dla x ∈ [a, b], to zbiór

D̃ :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ¬ x ¬ b i f(x) ¬ y ¬ 0
}

jest równie» mierzalny w sensie Jordana oraz

|D̃| = −
∫ b

a

f(x) dx.

Ogólnie, je±li f jest dowoln¡ funkcj¡ caªkowaln¡ (czyli przymuje zarówno warto±ci dodatnie, jak i ujemne, to
zbiór

D̂ :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ¬ x ¬ b i 0 ¬ y ¬ |f(x)|
}

jest mierzalny w sensie Jordana oraz

|D̂| =
∫ b

a

|f(x)| dx.

Powy»szy wniosek mo»na ªatwo uogólni¢.

Wniosek 15.2. Niech f, g : [a, b] → R b¦d¡ funkcj¡ caªkowalnymi i takimi, »e g(x) ¬ f(x) dla x ∈ [a, b].
Wówczas zbiór

D :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ¬ x ¬ b i g(x) ¬ y ¬ f(x)
}

jest mierzalny w sensie Jordana oraz

|D| =
∫ b

a

(
f(x)− g(x)

)
dx.

Zauwa»my, »e analogiczne wzory na pole mo»emy sformuªowa¢ tak»e dla zbiorów D ograniczonych wykresami
funkcji zmiennej y oraz prostymi y = c i y = d.

Przykªad 15.3. + Na wykªadzie!

15.2 Dªugo±¢ krzywej

Krzywa jest jednym z najwa»niejszych poj¦¢ matematyki, w szczególno±ci takich jej dziaªów jak geometria,
geometria ró»niczkowa czy geometria algebraiczna. Jest te» jednym z niewielu poj¦¢ matematycznych, które
weszªy do j¦zyka potocznego. Intuicyjnie przez krzyw¡ rozumiemy jednowymiarowy podzbiór pewnej przestrzeni.
Jednak mimo pozornej prostoty trudno jest poda¢ uniwersaln¡ de�nicj¦ krzywej. W zale»no±ci od dziedziny
i interesuj¡cych nas wªasno±ci stosujemy ró»ne de�nicje i opisy krzywych. Krzyw¡ bardzo cz¦sto b¦dziemy
interpretowa¢ jako trajektori¦ ruchu punktu materialnego, czyli krzyw¡ jak¡ zakre±la w pewnej przestrzeni
poruszaj¡cy si¦ punkt. Wyznacza ona zale»no±¢ mi¦dzy czasem t a poªo»eniem punktu.
Dokªadniej poj¦cie krzywej b¦dziemy omawia¢ na wykªadzie Analiza Matematyczna 3. Teraz zadowolimy si¦
intuicyjnym rozumieniem krzywej, paroma prostymi de�nicjami i umiej¦tno±ci¡ obliczania dªugo±ci ªuku krzywej
przy pomocy caªki oznaczonej. Jednak osoby zainteresowane zach¦cam do dokªadniejszego zapoznania si¦ z tym
podrozdziaªem, poniewa» dysponuj¡ ju» Pa«stwo warsztatem pozwalaj¡cym na zrozumienie tego materiaªu.

15.2.1 De�nicja krzywej

De�nicja 15.4. Niech I ⊆ R b¦dzie dowolnym przedziaªem. Funkcj¦ r : I → Rn nazywamy funkcj¡ wektorow¡
jednej zmiennej.

Warto±ci funkcji wektorowej mo»na interpretowa¢ jako ko«ce wektora zaczepionego w pocz¡tku ukªadu wspóª-
rz¦dnych, tzw. wektora wodz¡cego.

Uwaga
Funkcj¦ wektorow¡ r : I → R2 b¦dziemy zapisywali w postaci

r(t) = [x(t), y(t)] lub r(t) = x(t)i+ y(t)j, gdzie t ∈ I.

a i, j s¡ wektorami bazowymi w R2.
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Funkcj¦ wektorow¡ r : I → R3 b¦dziemy zapisywali w postaci

r(t) = [x(t), y(t), z(t)] lub r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k, gdzie t ∈ I.

a i, j, k s¡ wektorami bazowymi w R3.

Funkcj¦ wektorow¡ r : I → Rn nazywamy ró»nowarto±ciow¡ na przedziale I, je±li zachodzi warunek

t1 6= t2 =⇒ r(t1) 6= r(t2)

dla wszystkich t1, t2 ∈ I.

Je»eli ka»dy punkt t ∈ I ma otoczenie, w którym r jest ró»nowarto±ciowa, to mówimy, »e funkcja wektorowa r
jest lokalnie ró»nowarto±ciowa.

Funkcja wektorowa r : I → Rn jest ci¡gªa (ró»niczkowalna) na przedziale I0 ⊆ I wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da
z jej wspóªrz¦dnych jest ci¡gªa (ró»niczkowalna) na tym przedziale.
W przypadku n = 2 lub odpowiednio n = 3 pochodna funkcji wektorowej r dana jest wzorem

r′(t) = [x′(t), y′(t)] lub odpowiednio r′(t) = [x′(t), y′(t), z′(t)]

dla t ∈ I0.

De�nicja 15.5. Funkcja wektorowa r : I → Rn jest klasy Ck na przedziale I0 ⊆ I, je»eli posiada ci¡gªe pochodne
do rz¦du k wª¡cznie w ka»dym punkcie zbioru I0.

Twierdzenie 15.6. Funkcja wektorowa r : I → Rn jest klasy Ck na przedziale I0 ⊆ I wtedy i tylko wtedy, gdy
jej wszystkie wspóªrz¦dne s¡ klasy Ck na przedziale I0.

De�nicja 15.7. Krzyw¡ γ w przestrzeni Rn, gdzie n > 1, nazywamy obraz przedziaªu I (otwartego lub do-
mkni¦tego, ograniczonego lub nie), tzn. γ = r(I), gdzie r : I → Rn jest ci¡gª¡ i lokalnie ró»nowarto±ciow¡
funkcj¡ wektorow¡.
Je»eli funkcja r jest ró»nowarto±ciowa na caªym przedziale I, to krzyw¡ nazywamy ªukiem.

Funkcj¦ wektorow¡ r, której obrazem jest krzywa, nazywamy parametryzacj¡ (opisem parametrycznym) krzywej.

W przypadku n = 2 lub odpowiednio n = 3 cz¦sto stosujemy zapis:

γ :
{
x = x(t),
y = y(t)

t ∈ I, odpowiednio γ :


x = x(t),
y = y(t),
z = z(t)

t ∈ I,

Powy»sze równania nazywamy równaniami parametrycznymi krzywej w R2, odpowiednio w R3, a t nazywamy
parametrem.

Uwaga. W dalszej cz¦±ci, o ile nie b¦dzie to prowadziªo do nieporozumie«, b¦dziemy uto»samia¢ krzyw¡ γ i jej
parametryzacj¦ r, okre±laj¡c je wspólnym terminem krzywa i oznaczaj¡c wspólnym symbolem γ, tzn. γ

ozn.= γ(I).

Parametryzacja krzywej nie jest okre±lona w sposób jednoznaczny! Przykªadowo, opisem parametrycznym gór-
nego póªokr¦gu jednostkowego s¡ funkcje wektorowe γ1(t) = [cos t, sin t], gdzie t ∈ [0, π], i γ2(t) = [sin 2t, cos 2t],
gdzie t ∈

[
−π4 ,

π
4

]
. Je±li b¦dziemy interpretowa¢ ten póªokr¡g jako trajektori¦ ruchu punktu materialnego, to

w pierwszym przypadku punkt porusza si¦ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (x′1(t) < 0), a w drugim
przypadku zgodnie z ruchem wskaówek (x′2(t) > 0) i na dodatek dwa razy szybciej.

De�nicja 15.8. Je±li krzywa γ jest obrazem przedziaªu domkni¦tego, czyli γ = γ([a, b]), gdzie a < b, to krzyw¡
nazywamy krzyw¡ Jordana, a punkty γ(a) i γ(b) nazywamy odpowiednio pocz¡tkiem i ko«cem krzywej γ.

De�nicja 15.9. �uk zwykªy to krzywa Jordana bez punktów wielokrotnych, czyli jej parametryzacja jest funkcj¡
ró»nowarto±ciow¡.

De�nicja 15.10. Krzywa zamkni¦ta to krzywa Jordana, której pocz¡tek pokrywa si¦ z ko«cem, czyli γ(a) =
γ(b).

De�nicja 15.11. �uk zwykªy klasy C1, którego parametryzacja speªnia warunek

γ′(t) 6= 0 dla t ∈ (a, b),

nazywamy ªukiem gªadkim.
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�uk gªadki nie ma zatem punktów wielokrotnych i w ka»dym jego punkcie istnieje styczna, która zmienia si¦
w sposób ci¡gªy przy zmianie punktu styczno±ci. Zwrot wektora stycznego γ′(t) jest zgodny z kierunkiem wzrostu
parametru t.

De�nicja 15.12. Punkt, w którym pochodna

γ′(t) = 0

lub nie istnieje, nazywamy punktem osobliwym krzywej o parametryzacji γ.

De�nicja 15.13. O krzywej, któr¡ mo»na podzieli¢ na sko«czon¡ liczb¦ ªuków gªadkich, mówimy, »e jest
kawaªkami gªadka (regularna).
Punkty zª¡czenia ªuków gªadkich nazywamy wierzchoªkami krzywej regularnej.

15.2.2 Krzywe na pªaszczy¹nie

De�nicja 15.14. Krzyw¡ pªask¡ nazywamy krzyw¡, której wszystkie punkty nale»¡ do pewnej pªaszczyzny.

Ka»da krzywa pªaska jest szczególnym przypadkiem krzywej przestrzennej. Krzywe pªaskie opisuje si¦ w prze-
strzeni dwuwymiarowej, któr¡ jest zawieraj¡ca je pªaszczyzna. Dzi¦ki czemu wzory obliczeniowe zostaj¡ istotnie
uproszczone.
My b¦dziemy najcz¦±ciej zakªada¢, »e zawieraj¡ca krzyw¡ pªaszczyzna jest pªaszczyzn¡ Oxy.

Je»eli mo»liwe jest przeksztaªcenie równa« parametrycznych krzywej do postaci

y = f(x) lub x = g(y),

to b¦dziemy j¡ nazywa¢ postaci¡ jawn¡ krzywej.

Je»eli krzyw¡ mo»na opisa¢ równaniem
F (x, y) = 0,

to posta¢ t¦ nazywamy postaci¡ uwikªan¡ krzywej.

Przykªad 15.15. Krzywa o parametryzacji γ : (0,+∞)→ R, gdzie

γ(t) = [t,
√
t ], t ∈ (0,+∞),

ma te» inny, równowa»ny, opis parametryczny γ̃ : (0,+∞)→ R, gdzie

γ̃(t) =
[
t2, t

]
, t ∈ (0,+∞).

Krzywa ta (jedna gaª¡¹ paraboli) jest wykresem funkcji y = f(x) =
√
x, x ∈ (0,+∞), lub funkcji x = g(y) = y2,

y ∈ (0,+∞).

x

y

1

1

Wzory de�niuj¡ce funkcje f i g s¡ postaci¡ jawn¡ krzywej b¦d¡cej ich wykresem.
Natomiast jej postaci¡ uwikªan¡ jest równanie

√
x − y = 0 lub x − y2 = 0.
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Krzywe sto»kowe

Sto»kowymi nazywamy krzywe, jakie mo»na otrzyma¢ przecinaj¡c sto»ek pªaszczyznami nieprzechodz¡cymi
przez wierzchoªek sto»ka. W zale»no±ci od k¡ta jaki tworzy o± sto»ka z pªaszczyzn¡ tn¡c¡ uzyskamy okr¡g,
elips¦, hiperbol¦ lub parabol¦. Krzywe sto»kowe s¡ przykªadami tzw. krzywych algebraicznych drugiego stopnia,
poniewa» mo»na je w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych opisa¢ równaniem algebraicznym drugiego stopnia
wzgl¦dem obu zmiennych x i y.

Sto»kowe s¡ krzywymi pªaskimi, zawieraj¡ si¦ bowiem w pªaszczyznach tn¡cych. Podamy teraz inne de�nicje
tych krzywych, zakªadaj¡c, »e s¡ one podzbiorami pªaszczyzny Oxy.

De�nicja 15.16. Okr¦giem o ±rodku w punkcie O i promieniu r ∈ (0,+∞) nazywamy zbiór punktów P
speªniaj¡cych warunek

|OP | = r,

czyli odlegªych od ±rodka o r.

Je±li O = (a, b) i P = (x, y), to

S(O, r) :=
{

(x, y) ∈ R2 : (x− a)2 + (y − b)2 = r2
}
.

Równanie (x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0 jest zatem postaci¡ uwikªan¡ okr¦gu.

Na poni»szym rysunku przedstawiono wyprowadzenie równa« parametrycznych dla okr¦gu o ±rodku w punkcie
(0, 0) i promieniu dªugo±ci 1, czyli danego równaniem x2 + y2 = 1:

(x, y)

t

y(t) = sin t

x(t) = cos t

γ(t) = [cos t, sin t]
t ∈ [0, 2π]

−1 − 12 1

−1

− 12

1
2

1

Ró»nica nie jest du»a, je±li promie« rozpatrywanego okr¦gu ma dªugo±¢ r, czyli x2 + y2 = r2:

−r r

−r

r

r

(x, y)

t

y(t) = r · sin t

x(t) = r · cos t

γ(t) = [r cos t, r sin t]
t ∈ [0, 2π]
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A teraz rozwa»my okr¡g o równaniu uwikªanym (x− a)2 + (y − b)2 = r2:

a− r a+ r

b− r

b+ r

(a, b)

r

(x, y)

y − b

x− a
t

y − b = r sin t

x− a = r cos t

γ(t) = [a+ r cos t, b+ r sin t]
t ∈ [0, 2π]

De�nicja 15.17. Elips¡ nazywamy zbiór wszystkich punktów P speªniaj¡cych warunek

|PF1| + |PF2| = 2a,

gdzie a > 0 jest pewn¡ staª¡, a F1 i F2 s¡ ustalonymi punktami zwanymi ogniskami elipsy.

Je±li F1 = (−c, 0) i F2 = (c, 0) oraz b2 = a2 − c2, to

E :=
{

(x, y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2 = 1
}
.

Mo»na powiedziedzie¢, »e elipsa powstaje przez odpowiednie przeskalowania (spªaszczenie lub rozci¡gni¦cie)
okr¦gu jednostkowego wzdªu» osi ukªadu wspóªrz¦dnych.

t

(x, y)

−a a

−b

b γ(t) = [a cos t, b sin t], t ∈ [0, 2π]
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De�nicja 15.18. Hiperbol¡ nazywamy zbiór wszystkich punktów P speªniaj¡cych warunek∣∣∣|PF1| − |PF2|
∣∣∣ = 2a,

gdzie a > 0 jest pewn¡ staª¡, a F1 i F2 s¡ ustalonymi punktami zwanymi ogniskami hiperboli.

Je±li F1 = (−c, 0) i F2 = (c, 0) oraz b2 = a2 − c2, to

H :=
{

(x, y) ∈ R2 : x2

a2 − y2

b2 = 1
}
.

Opis parametryczny hiperboli to
γ(t) =

[
±a cosh t, b sinh t

]
,

gdzie t ∈ R.

De�nicja 15.19. Parabol¡ nazywamy zbiór wszystkich punktów P speªniaj¡cych warunek

|PF | = d(P, l),

gdzie l jest ustalon¡ prost¡, tzw. kierownic¡ paraboli, a F jest ustalonym punktem zwanym ogniskiem paraboli.

Je±li F =
(
0, p2

)
, a l jest prost¡ o równaniu y = −p2 , to

P :=
{

(x, y) ∈ R2 : x2 = 2py
}
.

Opis parametryczny paraboli to przykªadowo parametryzacja naturalna:

γ(t) =
[
t,

1
2p
· t2
]
,

gdzie t ∈ R.

Kolejne przykªady krzywych pªaskich

Spiral¡ Archimedesa nazywamy krzyw¡ o parametryzacji

γ : [0,+∞) 3 t 7→ [t cos t, t sin t] ∈ R2.

Spirala Archimedesa jest trajektori¡ punktu, który przemieszcza si¦ jednostajnie po póªprostej, która z kolei
obraca si¦ jednostajnie wokóª swojego pocz¡tku.
Zach¦cam Pa«stwa do zapoznania si¦ z innymi rodzajami spirali, przykªadowo ze spiral¡ hiperboliczn¡ lub
logarytmiczn¡.

Bardzo ciekawymi krzywymi, a jednocze±nie ªatwymi do zde�niowania, s¡ krzywe Lissajous (zob. Ples M.,
Krzywe Lissajous - pi¦kno drga«, Mªody Technik, 6 (2015), Wydawnictwo AVT, str. 76-77) opisuj¡ce drgania
harmoniczne w dwóch prostopadªych kierunkach. Krzywe Lissajous maj¡ nast¦puj¡c¡ parametryzacj¦

γ(t) =
[
A sin(at+ ϕ), B sin(bt)

]
.

W szczególnych przypadkach, przy odpowiednio dobranych wspóªczynnikach A, B, a, b i ϕ, krzywa Lissajous
mo»e by¢ elips¡ (a nawet okr¦giem), lini¡ prost¡ lub parabol¡. Krzywe Lissajous s¡ zamkni¦te wtedy i tylko
wtedy, gdy a

b ∈ Q.

Ciekaw¡ rodzin¦ krzywych pªaskich tworz¡ rulety, czyli krzywe, jakie zakre¡la ustalony punkt krzywej tocz¡cej
si¦ bez po±lizgu po drugiej krzywej, przy czym obie te krzywe le»¡ w jednej pªaszczy¹nie. Przykªadem rulety
jest cysoida Dioklesa, cykloida, epicyklioda czy hipocykloida.
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15.2.3 Krzywe przestrzenne

Krzywe w przestrzeni, które mo»na przedstawi¢ jako przeci¦cie powierzchni opisanych wielomianami, nazywamy
krzywymi algebraicznymi.

Przykªadem krzywej algebraicznej jest prosta, poniewa» mo»na j¡ zde�niowa¢ jako miejsce przeci¦cia dwóch
nierównolegªych pªaszczyzn (tzw. równanie kraw¦dziowe prostej). Wygodniej jednak pracuje si¦ maj¡c do dys-
pozycji jej równania parametryczne

γ :

 x(t) = x0 + v1 · t,
y(t) = y0 + v2 · t,
z(t) = z0 + v3 · t,

gdzie t ∈ R. Prosta opisana powy»sz¡ parametryzacj¡ przechodzi przez punkt (x0, y0, z0) i jest równolegªa do
wektora v = [v1, v2, v3] zwanego wektorem kierunkowym tej prostej.

Jedn¡ z najbardziej znanych krzywych przestrzennych jest krzywa Vivianiego b¦d¡c¡ cz¦±ci¡ wspóln¡ przecina-
j¡cych si¦ sfery i powierzchni bocznej walca.

{
x2 + y2 + z2 = r2,

x2 + y2 = rx

Krzyw¡ Vivianiego mo»na tak»e otrzyma¢ jako trajektori¦ punktu poruszaj¡cego si¦ w charakterystyczny sposób
po sferze. To podej±cie pozwala nam wyprowadzi¢ równania parametryczne tej krzywej.

γ :


[0, 2π] −→ R3

t 7−→

 r cos2 t
r cos t sin t
r sin t



Przykªadem krzywej, która nie jest algebraiczna, jest tzw. linia ±rubowa lub inaczej helisa walcowa. Linia ±rubowa
jest trajektori¡ punktu poruszaj¡cego si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ po tworz¡cej walca, który obraca si¦ jednocze±nie
ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ wokóª swej osi.

Helisa walcowa ma nast¦puj¡c¡ parametryzacj¦:

γ :


R −→ R3

t 7−→

a cos t
a sin t
bt


gdzie a, b > 0. Krzywa o tej parametryzacji jest poªo»ona na powierzchni walca, którego osi¡ jest trzecia o±
ukªadu wspóªrz¦dnych, a promie« ma dªugo±¢ a. Liczb¦ b nazywa si¦ skokiem linii ±rubowej.
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15.2.4 Dªugo±¢ krzywej

De�nicja 15.20. Niech γ : [a, b] → Rn b¦dzie opisem parametrycznym krzywej Jordana. Dªugo±ci¡ krzywej γ
nazywamy

|γ| := sup

{
m−1∑
i=0

d
(
γ (ti) , γ (ti+1)

)
: a = t0 < t1 < . . . < tm = b, m ∈ N \ {0}

}
,

gdzie d jest metryk¡ w Rn, a punkty Pi := γ (ti), i = 0, . . . ,m, s¡ punktami krzywej.

Je±li |γ| <∞, to krzyw¡ nazywamy prostowaln¡.

Suma
m−1∑
i=0

d
(
γ (ti) , γ (ti+1)

)
jest dªugo±ci¡ ªamanej wpisanej w krzyw¡ o wierzchoªkach Pi := γ (ti), czyli wyznaczonej przez podziaª odcinka
[a, b] punktami (ti)i=0,...,m.

Twierdzenie 15.21.
Niech krzywa pªaska opisana równaniami parametrycznymi γ(t) =

(
x(t), y(t)

)
, gdzie t ∈ [a, b], b¦dzie regularna.

Wówczas krzywa ta jest prostowalna i jej dªugo±¢ dana jest wzorem

|γ| =
∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.

Twierdzenie 15.22.
Niech krzywa przestrzenna o parametryzacji γ(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
, gdzie t ∈ [a, b], b¦dzie regularna. Wówczas

krzywa ta jest prostowalna i jej dªugo±¢ dana jest wzorem

|γ| =
∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt.

Wniosek 15.23.
Rozwa»my pªask¡ krzyw¡ regularn¡ w postaci jawnej, czyli b¦d¡c¡ wykresem funkcji f : [a, b] → R klasy C1.
Wówczas dªugo±¢ cz¦±ci jej wykresu dla x ∈ [a, b] dana jest wzorem

l =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Je±li regularna krzywa pªaska dana jest równaniem jawnym postaci x = g(y), gdzie y ∈ [c, d], to jej dªugo±¢
obliczamy wedªug analogicznego wzoru

l =
∫ d

c

√
1 + (g′(y))2

dy.

Znaj¡c poj¦cie krzywej mo»emy teraz wprowadzi¢ wzór na pole zbioru ograniczonego pewn¡ krzyw¡.

Twierdzenie 15.24. Rozwa»my krzyw¡ dan¡ równaniami parametrycznymi γ(t) = [x(t), y(t)] dla t ∈ (α, β),
gdzie funkcja y = y(t) jest nieujemna, funkcja x = x(t) jest monotoniczna oraz funkcje y i x′ s¡ ci¡gªe.
Wtedy pole zbioru D ⊆ R2 ograniczonego krzyw¡ γ, osi¡ Ox oraz prostymi x = x(α) i x = x(β) dane jest
wzorem

|D| =
∫ β

α

y(t) · |x′(t)| dt.
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15.3 Obj¦to±¢ bryªy obrotowej

Zajmiemy si¦ teraz zastosowaniem caªek oznaczonych do obliczania obj¦to±ci bryª obrotowych, tzn. takich, które
powstaj¡ przez obrót zbioru

D :=
{

(x, y) ∈ R2 : a ¬ x ¬ b i 0 ¬ y ¬ f(x)
}

wokóª osi Ox.
Zaªo»enie, »e funkcja f jest nieujemna nie zmniejsza ogólno±ci rozwa»a«, poniewa» bryªy b¦d¡ takie same, je±li
f zast¡pimy przez |f |.

Twierdzenie 15.25. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡. Wówczas obj¦to±¢ bryªy

Bx :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : a ¬ x ¬ b i y2 + z2 ¬ f2(x)
}

dana jest wzorem

|Bx| = π

∫ b

a

f2(x) dx.

Za pomoc¡ caªki oznaczonej mo»emy policzy¢ tak»e obj¦to±¢ bryªy obrotowej powstaªej przez obrót powy»ej
zde�niowanego zbioru D wokóª osi Oy.

Twierdzenie 15.26. Niech f : [a, b] → R b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ caªkowaln¡. Wówczas obj¦to±¢ bryªy By
powstaªej przez obrót powy»ej zde�niowanego zbioru D wokóª osi Oy dana jest wzorem

|By| = 2π
∫ b

a

xf(x) dx,

o ile a ­ 0.

Kolejne uogólnienia: + Na wykªadzie!

Przykªad 15.27. + Na wykªadzie!

15.4 Pole powierzchni obrotowej

Poka»emy teraz, »e za pomoc¡ caªek oznaczonych mo»emy oblicza¢ nie tylko obj¦to±ci bryª obrotowych, ale
tak»e pola powierzchni, które powstaj¡ przy obrocie wykresu pewnej funkcji wokóª osi Ox.

Twierdzenie 15.28. Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡ klasy C1. Wówczas pole powierzchni

Sx :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : a ¬ x ¬ b i y2 + z2 = f2(x)
}
,

tzn. powierzchni powstaªej przez obrót wykresu funkcji f wokóª osi Ox, dana jest wzorem

|Sx| = 2π
∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Za pomoc¡ caªki oznaczonej mo»emy policzy¢ tak»e pole powierzchni obrotowej powstaªej przez obrót wykresu
funkcji f wokóª osi Oy.

Twierdzenie 15.29. Niech f : [a, b] → R b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ klasy C1. Wówczas pole powierzchni Sy
powstaªej przez obrót wykresu funkcji f wokóª osi Oy dane jest wzorem

|Sy| = 2π
∫ b

a

x

√
1 + (f ′(x))2 dx,

o ile a ­ 0.

Kolejne uogólnienia: + Na wykªadzie!

Przykªad 15.30. + Na wykªadzie!
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Cz¦±¢ III

Ci¡gi i szeregi funkcyjne

16 Ci¡gi funkcyjne

Niech X 6= Ø b¦dzie dowolnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych. Zaªó»my, »e dla (prawie) ka»dego n ∈ N
dana jest funkcja fn : X → R. Mówimy wtedy, »e okre±lony jest ci¡g funkcyjny (fn)n∈N, czyli ci¡g, którego
wyrazami s¡ funkcje o wspólnej dziedzinie i przeciwdziedzinie.

Dla ciagów funkcyjnych de�niujemy podobne poj¦cia, jak dla ci¡gów liczbowych. A mianowicie ograniczono±¢,
monotoniczno±¢ czy zbie»no±¢.
Nie jest to dla nas temat zupeªnie nowy. Na wykªadzie ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej rozpatrywali±my
ci¡g liczbowy (an)n∈N o wyrazach

an :=
(

1 +
x

n

)n
zale»nych od parametru x ∈ R. Wyznaczyli±my nawet jego granic¦, która oczywi±cie równie» byªa zale»na od tego
parametru. W ±wietle powy»szej de�nicji mo»na patrze¢ na ten ci¡g jako na ci¡g funkcyjny (fn)n∈N o wyrazach

fn(x) :=
(

1 +
x

n

)n
,

którego granic¡ b¦dzie funkcja f(x) = ex.

Oczywi±cie po wprowadzeniu granicy ci¡gu funkcyjnego pojawia si¦ naturalne pytanie, czy funkcja graniczna
�dziedziczy� wªasno±ci wyrazów ci¡gu. Przykªadowo, je±li funkcje fn s¡ ci¡gªe (ró»niczkowalne), to czy ci¡gªa
(ró»niczkowalna) b¦dzie tak»e funkcja b¦d¡ca granic¡ ci¡gu funkcyjnego. Przy próbie odpowiedzi na to pytanie
okazuje si¦, »e powy»sze podej±cie do granicy jako granicy ciagu liczbowego zale»nego od parametru nie jest
wystarczaj¡ce.

Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcyjnym o wyrazach fn :
{
X → R
x 7→ fn(x),

dla n ∈ N.

De�nicja 16.1. Mówimy, »e ci¡g (fn)n∈N jest zbie»ny punktowo do funkcji f na zbiorze X lub »e f jest granic¡
punktow¡ ci¡gu (fn)n∈N, je»eli dla ka»dego x ∈ X ci¡g liczbowy (fn(x))n∈N ⊆ R jest zbie»ny do liczby f(x) ∈ R,
czyli

∀x∈X f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Notacja: fn −→ f przy n→∞.

Zbie»no±¢ ci¡gu (fn(x))n∈N dla ustalonego x ∈ R oznacza, »e dla ka»dego x ∈ R speªniony jest warunek

lim
n→∞

|fn(x)− f(x)| = 0.

Przykªady 16.2.

a) Rozwa»my ci¡g funkcyjny (fn)n∈N ⊆ B([0, 1],R), którego elementy okre±lone s¡ wzorem

fn(x) = xn dla n = 1, 2, . . . .

Wówczas funkcja

f(x) =
{

0 dla x ∈ [0, 1),
1 dla x = 1

jest granic¡ punktow¡ ci¡gu (fn)n∈N.
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b) Rozwa»my teraz ci¡g funkcyjny (fn)n∈N ⊆ B([0, 1],R), którego elementy okre±lone s¡ wzorem

fn(x) = xn(1− x) dla x ∈ [0, 1] i n = 1, 2, . . . .

Wówczas rozpatruj¡c osobno x ∈ [0, 1) oraz x = 1 ªatwo mo»na wykaza¢, »e funkcja

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0

jest granic¡ punktow¡ tego ci¡gu.

Jak ju» mówili±my, przy ci¡gach funkcyjnych mo»na postawi¢ sobie pytanie, czy wªasno±ci funkcji fn zostaj¡
zachowane przy przej±ciach granicznych. Z podanych powy»ej przykªadów wida¢, »e ci¡gªo±¢ elementów ci¡gu
funkcyjnego nie musi oznacza¢ ci¡gªo±ci funkcji granicznej. Oznacza to, »e zbie»no±¢ ci¡gu funkcyjnego nie jest
zadowalaj¡ca i potrzebujemy mocniejszej zbie»no±ci, tzw. zbie»no±ci jednostajnej.

De�nicja 16.3. Mówimy, »e ci¡g (fn)n∈N jest zbie»ny jednostajnie do funkcji f na zbiorze X, je±li do dowolnego
ε > 0 mo»na dobra¢ tak¡ liczb¦ naturaln¡ n0 ∈ N, »e nierówno±¢

|fn(x)− f(x)| < ε

jest speªniona dla ka»dego n > n0 i dla wszystkich x ∈ X.
Krótko:

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n>n0 ∀x∈X |fn(x)− f(x)| < ε.

Fakt ten zapisujemy nast¦puj¡co:

fn
X

⇒ f przy n→∞

lub
lim
n→∞

fn = f jednostajnie na X.

Jest raczej oczywiste, »e ka»dy ci¡g funkcyjny zbie»ny jednostajnie jest tak»e zbie»ny punktowo. Badaj¡c zatem
zbie»no±¢ ci¡gu funkcyjnego (fn)n rozpoczynamy od obliczenia jego granicy punktowej. W tym celu dla ka»-
dego x obliczamy granic¦ ci¡gu liczbowego (fn(x))n. Liczby x, dla których ta granica istnieje i jest wªa±ciwa
tworz¡ zbiórX, na którym ci¡g funkcyjny jest zbie»ny punktowo. Funkcj¦ graniczn¡ f de�niujemy w nast¦puj¡cy
sposób: f(x) := lim

n→∞
fn(x). Tylko ta funkcja mo»e by¢ granic¡ w sensie jednostajnym!

Zbie»no±¢ jednostajna ci¡gu funkcji rzeczywistych (fn) do funkcji f na przedziale [a,b] ma prost¡ interpretacj¦
geometryczn¡. W tym przypadku nierówno±¢ w de�ncji zbie»no±ci jednostajnej mo»emy zapisa¢ jako równowa»n¡
nierówno±¢ podwójn¡

f(x) − ε < fn(x) < f(x) + ε.

Rysuj¡c krzywe o równaniach y = f(x)− ε i y = f(x) + ε dostajemy tzw. pas epsilonowy wokóª wykresu funk-
cji f . Zbie»no±¢ jednostajna ci¡gu (fn) do funkcji f oznacza, »e w pasie epsilonowym le»¡ wszystkie wykresy
funkcji fn dla odpowiednio du»ych wska¹ników n.
W przykªadzie 16.2 pierwszy ci¡g funkcyjny nie jest zatem zbie»ny jednostajnie! Zatem zbie»no±¢ punktowa nie
implikuje zbie»no±ci jednostajnej.
Szczegóªy: + Na wykªadzie.

Twierdzenie 16.4. Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcyjnym i f : X → R b¦dzie dan¡ funkcj¡. Wtedy nast¦-
puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) fn
X
⇒ f przy n→∞;

(2) dn → 0 przy n→∞, gdzie

dn := sup {|fn(x)− f(x)| : x ∈ X}

dla n ∈ N.

Dowód: + Na wykªadzie
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16.1 Kryteria zbie»no±ci jednostajnej 16 CI�GI FUNKCYJNE

Zauwa»my, »e dn = d (fn, f), gdzie

d(f, g) := sup {|f(x)− g(x)| : x ∈ X}

jest metryk¡ w zbiorze funkcji ograniczonych (zob. wykªad Wst¦p do Topologii). Zatem liczb¦ dn mo»emy
traktowa¢ jako odlegªo±¢ funkcji fn i f .

Przykªady 16.5. Przykªady zastosowania twierdzenia 16.4 zostan¡ podane na wykªadzie.

Okazuje si¦, »e zbie»no±¢ jednostajna zachowuje wªasno±¢ ograniczono±ci.

Twierdzenie 16.6. Granica jednostajnie zbie»nego ci¡gu funkcji ograniczonych jest funkcj¡ ograniczon¡.

Dowód: + Na wykªadzie

Ponadto zbie»no±¢ jednostajna zachowuje wªasno±¢ ci¡gªo±ci.

Twierdzenie 16.7. Granica jednostajnie zbie»nego ci¡gu funkcji ci¡gªych jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Dowód: + Na wykªadzie

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. ci¡g funkcji ci¡gªych mo»e by¢ zbie»ny niejednostajnie do funkcji
ci¡gªej.

Przykªad 16.8. + Na wykªadzie!

Jednostajna ograniczono±¢ czy te» jednostajna zbie»no±¢ ci¡gu funkcyjnego jest zwi¡zana ze zbiorem X, na
którym zde�niowane s¡ funkcje b¦d¡ce wyrazami tego ci¡gu. Podobnie byªo z de�nicj¡ jednostajnej ci¡gªo±ci
funkcji (zob. wykªad ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej ).
Z tego powodu wprowadzamy te» poj¦cie niemal jednostajnej zbie»no±ci i mówimy, »e ci¡g (fn)n∈N jest zbie»ny
niemal jednostajnie do funkcji f , je±li fn ⇒ f na dowolnym zwartym (domkni¦tym i ograniczonym) podzbiorze
zbioru X.
Bezpo±rednio z de�nicji wynika natomiast, »e je±li ci¡g funkcyjny jest zbie»ny punktowo (lub jednostajnie) na
zbiorze X, to jest zbie»ny punktowo (lub jednostajnie) na ka»dym zbiorze A ⊆ X.

16.1 Kryteria zbie»no±ci jednostajnej

Podamy teraz warunek równowa»ny zbie»no±ci jednostajnej ci¡gu funkcyjnego zwany jednostajnym warunkiem
Cauchy'ego (zob. Warunek Cauchy'ego dla ci¡gów liczbowych, wykªad ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej ).

Twierdzenie 16.9. Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcyjnym, gdzie fn : X → R dla n ∈ N. Wtedy nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(1) Ci¡g (fn)n∈N jest zbie»ny jednostajnie do pewnej funkcji;

(2) Dla ka»dego ε > 0 istnieje takie n0 ∈ N, »e nierówno±¢

|fn(x)− fm(x)| < ε

jest speªniona dla wszystkich n,m > n0 i dla wszystkich x ∈ X.
Krótko:

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n,m>n0 ∀x∈X |fn(x)− fm(x)| < ε

Dowód: + Na wykªadzie
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16.2 Twierdzenia o przej±ciach granicznych 16 CI�GI FUNKCYJNE

Dla ciagów funkcyjnych mo»emy oprócz zbie»no±ci rozpatrywa¢ tak»e inne poj¦cia znane z teorii ci¡gów liczbo-
wych.

De�nicja 16.10. Mówimy, »e ci¡g (fn)n∈N jest (jednostajnie) ograniczony, je±li istnieje staªa M ­ 0 taka, »e
nierówno±¢

|fn(x)| ¬ M

jest speªniona dla ka»dego n ∈ N i dla wszystkich x ∈ X.
Krótko:

∃M­0 ∀n∈N ∀x∈X |fn(x)| ¬ M.

De�nicja 16.11. Mówimy, »e ci¡g (fn)n∈N jest rosn¡cy, je±li nierówno±¢

fn(x) ¬ fn+1(x)

jest speªniona dla ka»dego n ∈ N i dla wszystkich x ∈ X.

Analogicznie de�niujemy inne rodzaje ci¡gów monotonicznych (ci¡gi silnie rosn¡ce, malej¡ce i silnie malej¡ce).

Okazuje si¦, »e istnieje zwi¡zek mi¦dzy monotoniczno±ci¡ ci¡gów a zbie»no±ci¡ jednostajn¡.

Twierdzenie 16.12. [Diniego]
Niech funkcje f, fn : [a, b]→ R dla n ∈ N b¦d¡ ci¡gªe. Je±li ci¡g (fn)n∈N jest monotoniczny i zbie»ny punktowo
do f : [a, b]→ R, to fn ⇒ f na [a, b] przy n→∞.

Dowód: + Na wykªadzie

Przedziaª [a, b] mo»emy zast¡pi¢ dowolonym podzbiorem zwartym (domkni¦tym i ograniczonym) zbioru liczb
rzeczywistych. Warto równie» wiedzie¢, »e znane s¡ inne sformuªowania twierdzenia Diniego.

16.2 Twierdzenia o przej±ciach granicznych

W tym rozdziale zajmiemy si¦ wªasno±ciami granic ci¡gów funkcyjnych zbie»nych jednostajnie. Nasze rozwa»ania
rozpoczniemy od nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie.
Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcyjnym, gdzie fn : X → R dla n ∈ N, oraz niech x0 b¦dzie punktem skupienia
zbioru X.
Wtedy je±li

• fn ⇒
X
f przy n→∞ oraz

• dla prawie wszystkich n ∈ N istnieje granica wªa±ciwa an := lim
x→x0

fn(x),

to istnieje granica wªa±ciwa a = lim
n→∞

an oraz lim
x→x0

f(x) = a.

Twierdzenie to mo»na skrótowo (sic!) podsumowa¢ nast¦puj¡c¡ równo±ci¡

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

Analogiczne twierdzenie mo»na wykaza¢, je±li granice lim
x→x0

fn(x) = ±∞ dla niesko«czenie wielu n ∈ N.

Mówili±my ju», »e zbie»no±¢ jednostajna zachowuje wªasno±¢ ci¡gªo±ci. Teraz zastanowimy si¦, czy przy przej-
±ciach granicznych zachowuje si¦ caªkowalno±¢ wyrazów ci¡gu funkcyjnego i je±li tak, to co mo»na powiedzie¢
o caªce z granicy takiego ci¡gu.
Inaczej mówi¡c, pytanie brzmi, kiedy funkcja zde�niowana jako granica ci¡gu funkcyjnego jest caªkowalna i jak
policzy¢ caªk¦ z takiej funkcji.

Podobnie jak poprzednio okazuje si¦, »e zaªo»enie tylko zbie»no±ci punktowej mo»e nie by¢ wystarczaj¡ce.

Przykªad 16.13. + Na wykªadzie!
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16.3 Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa 16 CI�GI FUNKCYJNE

Sytuacja poprawia si¦ przy zaªo»eniu zbie»no±ci jednostajnej ci¡gu funkcyjnego.

Twierdzenie 16.14. [o caªkowaniu ciagów jednostajnie zbie»nych]
Niech fn ∈ R[a, b] dla n ∈ N. Je±li fn ⇒ f na [a, b] przy n→∞, to f ∈ R[a, b] oraz∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

Dowód: + Na wykªadzie

Powy»sze twierdzenie nazywane jest tak»e twierdzeniem o jednostajnym przej±ciu do granicy pod znakiem caªki.

Warto zna¢ tak»e inne twierdzenie tego typu, które podamy bez dowodu i w którym zaªo»enie zbie»no±ci
jednostajnej zostaªo zast¡pione zaªo»eniem o monotoniczno±ci funkcji.

Twierdzenie 16.15.
Niech f, fn : [a, b] → R, gdzie n ∈ N, b¦d¡ funkcjami rosn¡cymi (lub malej¡cymi). Je±li fn −→

n→∞
f punktowo

na [a, b], to ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

Zauwa»my, »e nie musimy zakªada¢ caªkowalno±ci wyst¦puj¡cych w twierdzeniu funkcji, poniewa» zapewnia to
ich monotoniczno±¢ (zob. twierdzenie 12.22).

A teraz przejdziemy do odpowiedzi na pytanie, kiedy funkcja zde�niowana jako granica pewnego ciagu funk-
cyjnego jest ró»niczkowalna. Jak wcze±niej okazuje si¦, »e kluczowe jest tutaj zaªo»enie zbie»no±ci jednostajnej.

Przykªad 16.16. + Na wykªadzie!

Twierdzenie 16.17. [o ró»niczkowaniu ciagów funkcyjnych]
Niech funkcje fn : (a, b) → R, gdzie n ∈ N, b¦d¡ ró»niczkowalne. Je±li istnieje taki punkt x0 ∈ (a, b), »e ci¡g
liczbowy (fn(x0))n∈N jest zbie»ny oraz je±li f ′n ⇒ g na (a, b), to wtedy

¶ ci¡g (fn) jest zbie»ny jednostajnie do pewnej funkcji f : (a, b)→ R;

· funkcja f jest ró»niczkowalna na (a, b) oraz f ′ = g.

Dowód: + Na wykªadzie (?)

Twierdzenie jest tak»e prawdziwe dla przedziaªów domkni¦tych, przy czym ró»niczkowalno±¢ na ko«cach prze-
dziaªu oznacza istnienie odpowiednich pochodnych jednostronnych.

W praktyce bardzo cz¦sto mamy do czynienia z sytuacj¡, »e ci¡g (fn) funkcji ró»niczkowalnych jest punktowo
zbie»ny na (a, b) do funkcji f , ci¡g pochodnych (f ′n) jest jednostajnie zbie»ny na (a, b) do pewnej funkcji g.
Wtedy z powy»szego twierdzenia wynika, »e fn ⇒ f , funkcja f jest ró»niczkowalna i jej pochodna f ′ = g.

16.3 Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa

Okazuje si¦, »e cz¦sto wa»na jest mo»liwo±¢ jednostajnej aproksymacji (przybli»ania) pewnej funkcji innymi
funkcjami. Podamy teraz (bez dowodu) jedno z fundamentalych twierdze« dotycz¡cych tego tematu.

Twierdzenie 16.18. [Weierstrassa o aproksymacji]
Niech f ∈ C[a, b]. Wówczas istnieje ci¡g wielomianów (Pn)n∈N o wspóªczynnikach rzeczywistych taki, »e Pn ⇒ f
na [a, b] przy n→∞.

Zauwa»my, »e skªadaj¡c dane funkcje z odpowiednimi funkcjami liniowymi, wystarczy udowodni¢ powy»sze
twierdzenie na odcinku [0, 1]. Z tego powodu bardzo cz¦sto dowód twierdzenia Weierstrassa ogranicza si¦ do
udowodnienia tzw. twierdzenia Bernsteina.
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Twierdzenie 16.19. [Bernsteina]
Niech f ∈ C[0, 1] i niech wielomiany Bn dla n ∈ N b¦d¡ zde�niowane nast¦puj¡co

Bn(x) :=
n∑
k=0

f

(
k

n

)
·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k dla x ∈ [0, 1].

Wówczas Bn ⇒ f na [0, 1] przy n→∞.

Wielomiany Bn nazywane s¡ wielomianami Bernsteina i s¡ tzw. wielomianami interpolacyjnymi, tzn. do ich
zde�niowana potrzebna jest znajomo±¢ warto±ci funkcji f w n+ 1 punktach przedziaªu [0, 1]. Uwzgl¦dniaj¡c ich
zale»no±¢ od funkcji f cz¦sto u»ywa si¦ te» oznaczenia Bn(f).
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17 Szeregi funkcyjne

Naszym tematem b¦d¡ teraz szeregi funkcyjne, a wi¦c szeregi, których wyrazami s¡ funkcje, oraz ich zbie»no±¢.
W tym miejscu zalecamy Czytelnikowi powtórk¦ wiadomo±ci dotycz¡cych szeregów liczbowych z wykªaduWst¦p
do Analizy Matematycznej.

Na tym wªa±nie wykªadzie zde�niowali±my funkcj¦ eksponencjaln¡ jako sum¦ pewnego szeregu

exp(x) =
∞∑
k=0

xk

k!
,

który teraz b¦dziemy nazywa¢ szeregiem funkcyjnym. W zeszªym semestrze korzystaj¡c z kryterium d'Alamberta
sprawdzili±my, »e szereg ten jest zbie»ny dla ka»dego x ∈ R, czyli stwierdzili±my jego zbie»no±¢ punktow¡. W tym
rozdziale, podobnie jak to byªo dla ci¡gów funkcyjnych, oka»e si¦, »e bardziej korzystna jest dla nas zbie»no±¢
jednostajna.

Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcyjnym o wyrazach fn :
{
X → R
x 7→ fn(x),

dla n ∈ N.

De�nicja 17.1. Ci¡g funkcyjny (Sn)n∈N, gdzie funkcje Sn s¡ zde�niowane nast¦puj¡co

Sn : X 3 x 7−→
n∑
k=1

fk(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) + · · · + fn(x) ∈ R,

nazywamy szeregiem funkcyjnym o wyrazach fn, n ∈ N.
Notacja:

∞∑
n=1

fn,
∑
n­1

fn,
∑
n∈N

fn,
∑

fn

Ci¡g (Sn)n∈N nazywamy tak»e ci¡giem sum cz¦±ciowych szeregu
∞∑
n=1

fn, a jego n-ty wyraz Sn � n-t¡ sum¡

cz¦±ciow¡.

Szeregi funkcyjne s¡ zatem pewnymi ci¡gami funkcyjnymi (ci¡gami sum cz¦±ciowych), dlatego rozdziaª ten
b¦dzie wªa±ciwie powtórk¡ poprzedniego rozdziaªu i zapisaniem jego wyników w j¦zyku szeregów.

De�nicja 17.2. Mówimy, »e szereg funkcyjny
∞∑
n=1

fn jest

¶ zbie»ny punktowo w zbiorze X, je»eli dla ka»dego x ∈ X szereg liczbowy
∞∑
n=1

fn(x) jest zbie»ny.

· bezwzgl¦dnie zbie»ny w zbiorze X, je»eli dla ka»dego x ∈ X szereg liczbowy
∞∑
n=1
|fn(x)| jest zbie»ny.

¸ zbie»ny jednostajnie w zbiorze X, je»eli ci¡g funkcyjny (Sn)n∈N jest jednostajnie zbie»ny w X.

Je»eli szereg nie jest zbie»ny, to mówimy, »e jest rozbie»ny.

Je»eli szereg funkcyjny
∞∑
n=1

fn jest zbie»ny, czyli je»eli zbie»ny jest jego ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n∈N, to mo»emy

zde�niowa¢ funkcj¦ S : X → R jako

S(x) := lim
n→∞

Sn(x) dla x ∈ X.

Funkcj¦ S nazywamy sum¡ szeregu i piszemy

S =
∞∑
n=1

fn.

Rodzaj zbie»no±ci nale»y okre±li¢ lub wynika on z kontekstu.
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17 SZEREGI FUNKCYJNE

Przykªad 17.3. Rozwa»my szereg funkcyjny
∞∑
n=0

fn o wyrazach danych wzorem

fn(x) =
x2

(1 + x2)n

dla n ∈ N i x ∈ R.

Okre±lmy zatem zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=0

x2

(1+x2)n .

Je±li x = 0, to fn(0) = 0 dla wszystkich n ∈ N. Je±li natomiast x 6= 0, to mamy do czynienia ze zbie»nym

szeregiem geometrycznym o ilorazie q = 1
1+x2 . Wynika st¡d, »e szereg funkcyjny

∞∑
n=0

fn jest zbie»ny punktowo

w R oraz jego suma dana jest wzorem

S(x) =
{

1 + x2 dla x 6= 0
0 dla x = 0.

Szereg funkcyjny jest te» zbie»ny bezwzgl¦dnie w R, poniewa» jego wyrazy przyjmuj¡ tylko warto±ci nieujemne.
Nie jest natomiast zbie»ny jednostajnie w R, poniewa» jego ci¡g sum cz¦±ciowych (Sn)n∈N skªada si¦ z funkcji
ci¡gªych zbie»nych do funkcji nieci¡gªej (zob. twierdzenie 16.7).

Z twierdzenia 16.7 wynika zatem, »e jednostajna zbie»no±¢ szeregu funkcyjnego o wyrazach ci¡gªych jest warun-
kiem wystarczaj¡cym ci¡gªo±ci sumy tego szeregu. Ale nie jest to warunek konieczny, odpowiednie przykªady
pojawi¡ si¦ na ¢wiczeniach.

Stwierdzenie jednostajnej zbie»no±ci szeregu jest wa»ne ze wzgl¦dów obliczeniowych. Zbie»no±¢ jednostajna
zwi¡zana jest bowiem z warunkami pozwalaj¡cymi ró»niczkowa¢ lub odpowiednio caªkowa¢ szeregi funkcyjne
wyraz za wyrazem. Powstaje zatem pytanie, jak sprawdzi¢ czy dany szereg funkcyjny jest zbie»ny jednostajnie.

W rozwa»aniach teoretycznych du»¡ rol¦ odgrywa tzw. warunek Cauchy'ego jednostajnej zbie»no±ci szeregów
funkcyjnych.

Twierdzenie 17.4. [Warunek Cauchy'ego dla szeregów funkcyjnych]
Niech (fn)n∈N b¦dzie ci¡giem funkcji fn : X → R, gdzie n ∈ N i X ⊆ R.

Szereg funkcyjny
∞∑
n=1

fn jest zbie»ny jednostajnie w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnie wybranej

liczby ε > 0 istnieje taka naturalna liczba nε, »e∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

fi(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fm(x)

∣∣∣ < ε

dla wszystkich m > n > nε i dla wszystkich x ∈ X.

Czyli:

∞∑
n=1

fn jest jednostajnie zbie»ny ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃nε ∈ N ∀m > n > nε ∀x ∈ X :

∣∣∣∣∣
m∑

i=n+1

fi(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
Dowód: + Na wykªadzie

Natomiast w zadaniach praktycznych bardziej u»yteczne jest nast¦puj¡ce kryterium.

Twierdzenie 17.5. [Kryterium Weierstrassa dla szeregów funkcyjnych]
Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji fn : X → R, gdzie n ∈ N i X ⊆ R. Ponadto niech istnieje taki ci¡g liczb
rzeczywistych (an), »e

sup
{
|fn(x)| : x ∈ X

}
¬ an

dla prawie wszystkich n ∈ N.
Wówczas, je»eli szereg liczbowy

∑
an jest zbie»ny, to szereg funkcyjny

∑
fn jest zbie»ny jednostajnie (i bez-

wzgl¦dnie) w zbiorze X.

Dowód: + Na wykªadzie
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17 SZEREGI FUNKCYJNE

Przykªad 17.6. + Na wykªadzie!

Przykªad 17.7. Rozwa»my szereg funkcyjny
∞∑
n=1

1
nx
.

Z teorii szeregów liczbowych przedstawionej na wykªadzie zeWst¦pu do Analizy Matematycznej wiemy, »e szereg
takiej postaci, tzw. szereg Dirichleta, jest zbie»ny dla ka»dego ustalonego x > 1.

Wynika st¡d, »e powy»szy szereg funkcyjny jest zbie»ny punktowo w przedziale (1,∞). Jego sum¦

ζ : (1,∞) 3 x 7−→ ζ(x) :=
∞∑
n=1

1
nx

nazywamy funkcj¡ ζ (dzeta) Riemanna.

Zauwa»my teraz, »e dla x ­ a prawdziwa jest nierówno±¢

1
nx
¬ 1

na
.

Z kryterium Weierstrassa otrzymujemy zatem zbie»no±¢ jednostajn¡ szeregu funkcyjnego
∞∑
n=1

1
nx w ka»dym

przedziale postaci Ia = [a,∞) dla ustalonego a > 1.

Z twierdzenia o ci¡gªo±ci sumy szeregu funkcyjnego wynika zatem, »e funkcja ζ jest ci¡gªa w dowolnym punkcie
x0 > a. Niech teraz x0 > 1 b¦dzie dowolnym, ale ustalonym punktem. Wtedy istnieje liczba rzeczywista a
speªniaj¡ca warunek

x0 > a > 1,

czyli funkcja ζ musi by¢ ci¡gªa w tym punkcie. Wobec dowolno±ci wyboru punktu x0 oznacza to, »e funkcja ζ
Riemanna jest ci¡gªa w caªym przedziale (1,∞).

Podamy teraz kolejne kryteria zbie»no±ci jednostajnej szeregów funkcyjnych. Warto w tym miejscu przypomnie¢
sobie analogiczne kryteria dla szeregów liczbowych i ich dowody.

Twierdzenie 17.8. [Kryterium Abela dla szeregów funkcyjnych]
Niech funkcje fn, gn : X → R, gdzie n ∈ N, speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

A1) Dla dowolnie ustalonego x ∈ X ci¡g liczbowy
(
fn(x)

)
n∈N jest monotoniczny;

A2) Ci¡g
(
fn
)
n∈N jest jednostajnie ograniczony, tzn. istnieje staªa M taka, »e

|fn(x)| ¬ M

dla wszystkich x ∈ X i wszystkich n ∈ N;

A3) Szereg funkcyjny ∑
n∈N

gn

jest jednostajnie zbie»ny w zbiorze X.

Wówczas szereg funkcyjny
∑
n∈N

fn · gn jest zbie»ny jednostajnie w zbiorze X.

Przykªad 17.9. Zbie»no±¢ jednostajna szeregu funkcyjnego

∞∑
n=1

cos xπ
nx+π

w przedziale I =
[
−π2 ,

π
2

]
wynika z kryterium Abela zastosowanego do ci¡gów funkcji fn(x) = cos xπ i funkcji

gn(x) = 1
nx+π .
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17.1 Caªkowanie i ró»niczkowanie szeregów funkcyjnych 17 SZEREGI FUNKCYJNE

Twierdzenie 17.10. [Kryterium Dirichleta dla szeregów funkcyjnych]
Niech funkcje fn, gn : X → R, gdzie n ∈ N, speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

D1) Dla dowolnie ustalonego x ∈ X ci¡g liczbowy
(
fn(x)

)
n∈N jest monotoniczny;

D2) Ci¡g funkcyjny (fn)n∈N jest zbie»ny jednostajnie na przedziale X do funkcji równej to»samo±ciowo zeru;

D3) Ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu
∑
n∈N

gn jest jednostajnie ograniczony w zbiorze X, tzn. istnieje staªaM taka,

»e
|Sn(x)| ¬ M

dla wszystkich x ∈ X i wszystkich n ∈ N, gdzie Sn(x) =
∑
k¬n

gk(x).

Wówczas szereg funkcyjny
∑
n∈N

fn · gn jest zbie»ny jednostajnie w zbiorze X.

Przykªad 17.11. Zbie»no±¢ jednostajna szeregu funkcyjnego

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
nx

w przedziale I = [a,∞), gdzie a > 0, wynika z kryterium Dirichleta zastosowanego do funkcji fn(x) = 1
nx−

a
2

i funkcji gn(x) = (−1)n+1 1
n
a
2
.

Zadanie domowe. Udowodni¢ nast¦puj¡ce kryterium zbie»no±ci jednostajnej:

Niech funkcje fn : X → R+, gdzie n ∈ N, speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

L1) Dla dowolnie ustalonego x ∈ X ci¡g liczbowy
(
fn(x)

)
n∈N jest malej¡cy;

L2) Ci¡g funkcyjny (fn)n∈N jest zbie»ny jednostajnie na przedziale X do funkcji równej to»samo±ciowo zeru.

Wówczas szereg funkcyjny
∑
n∈N

(−1)n+1fn jest zbie»ny jednostajnie w zbiorze X.

17.1 Caªkowanie i ró»niczkowanie szeregów funkcyjnych

Prostym wnioskiem (+ Zadanie domowe!) z twierdze« o caªkowaniu i ró»niczkowaniu ci¡gów funkcyjnych
(zob. twierdzenie 16.14 i twierdzenie 16.17) s¡ analogiczne twierdzenia dla szeregów funkcyjnych.

Twierdzenie 17.12. [o caªkowaniu szeregów funkcyjnych]
Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji caªkowalnych na przedziale [a, b] ⊆ R oraz niech funkcja f : [a, b]→ R b¦dzie

sum¡ szeregu
∞∑
n=1

fn zbie»nego jednostajnie na przedziale [a, b].

Wtedy funkcja f jest caªkowalna na tym przedziale oraz zachodzi równo±¢∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x) dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx.

Twierdzenie 17.13. [o ró»niczkowaniu szeregów funkcyjnych]

Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji ró»niczkowalnych na przedziale (a, b) ⊆ R i niech szereg liczbowy
∞∑
n=1

fn(x0)

b¦dzie zbie»ny w pewnym punkcie x0 ∈ (a, b).

Je±li szereg
∞∑
n=1

f ′n jest zbie»ny jednostajnie na przedziale (a, b), to tak»e szereg
∞∑
n=1

fn jest zbie»ny jednostajnie

na tym przedziale do funkcji ró»niczkowalnej f oraz zachodzi równo±¢

f ′(x) =

( ∞∑
n=1

fn(x)

)′
=

∞∑
n=1

f ′n(x).

Przykªad 17.14. + Na wykªadzie!
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18 SZEREGI POT�GOWE

18 Szeregi pot¦gowe

Na wykªadzie ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej rozwa»ali±my tzw. szereg geometryczny
∞∑
n=0

qn o ilorazie

q ∈ R i wykazali±my, »e jest on zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy speªniony jest warunek |q| < 1.
Je±li teraz potraktujemy iloraz q jako zmienn¡ x, to otrzymamy szereg

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

zbie»ny w przedziale (−1, 1), którego sum¡ jest funkcja f(x) = 1
1−x . Jest to przykªad szczególnego szeregu

funkcyjnego zwanego szeregiem pot¦gowym.

De�nicja 18.1. Niech x0 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ rzeczywist¡, a ci¡g (an)n∈N ustalonym ci¡giem liczb rzeczy-
wistych.
Szereg postaci

∞∑
n=0

an (x− x0)n = a0 + a1 (x− x0) + a2 (x− x0)2 + · · · , x ∈ R,

nazywamy szeregiem pot¦gowym o ±rodku w punkcie x0. Liczby an ∈ R nazywamy wspóªczynnikami szeregu
pot¦gowego.

Szereg pot¦gowy jest zatem szeregiem funkcyjnym
∞∑
n=0

fn, w którym funkcje fn : R → R dane s¡ wzorem

fn(x) = an(x− x0)n dla ustalonego x0 ∈ R.

Przykªad 18.2. Przykªadem szeregu pot¦gowego jest funkcja eksponencjalna

exp(x) :=
∞∑
n=0

xn

n!

i funkcje trygonometryczne

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
oraz cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

(zob. wykªad ze Wst¦pu do Analizy Matematycznej ).

Szeregi pot¦gowe nie musz¡ by¢ zbie»ne dla ka»dego x ∈ R, chocia» dziedzin¡ ich wszystkich sum cz¦±ciowych
jest caªy zbiór liczb rzeczywistych. Z tego powodu wa»ne jest wyznaczenie przedziaªu zbie»no±ci

P :=

{
x ∈ R :

∞∑
n=0

an (x− x0)n jest zbie»ny

}
szeregu pot¦gowego, tzn. zbioru tych wszystkich x ∈ R, dla których szereg jest zbie»ny.
Zauwa»my, »e zbie»no±¢ szeregu z de�nicji 18.1 w punkcie x = x0 jest oczywista, zatem P 6= Ø.

Jak si¦ oka»e zbiór P jest rzeczywi±cie przedziaªem, czyli powy»sza nazwa jest w peªni uzasadniona.

Twierdzenie 18.3. [Lemat Abela]

• Je±li szereg pot¦gowy
∞∑
n=0

an (x− x0)n jest zbie»ny w punkcie x̂ 6= x0, to jest bezwzgl¦dnie zbie»ny w ka»dym

punkcie przedziaªu
(
x0 − r, x0 + r

)
, gdzie r := |x̂−x0|, czyli w ka»dym punkcie x speªniaj¡cym warunek

|x− x0| < |x̂− x0|.

• Je±li szereg pot¦gowy
∞∑
n=0

an (x− x0)n jest bezwzgl¦dnie zbie»ny w pewnym punkcie x̂ 6= x0, to szereg ten

jest jednostajnie zbie»ny na przedziale
[
x0 − r, x0 + r

]
, gdzie r := |x̂− x0|.

Dowód: + Na wykªadzie!
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18.1 Promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego 18 SZEREGI POT�GOWE

Bezpo±rednim wnioskiem z lematu Abela jest nast¦puj¡cy fakt.

Wniosek 18.4. Je±li szereg pot¦gowy
∞∑
n=0

an (x− x0)n jest rozbie»ny w punkcie x̂ 6= x0, to jest rozbie»ny

w ka»dym punkcie x ∈
(
−∞, x0 − r

)
∪
(
x0 + r,∞

)
, gdzie r := |x̂− x0|.

18.1 Promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

Z poprzednich rozwa»a« wynika, »e ±rodek szeregu pot¦gowego jest ±rodkiem maksymalnego przedziaªu otwar-
tego, w którym ten szereg jest zbie»ny, czyli przedziaªu zbie»no±ci.

Umo»liwia nam to wprowadzenie nast¦puj¡cej de�nicji.

De�nicja 18.5. Oznaczmy przez P zbiór wszystkich liczb x, dla których szereg
∞∑
n=0

an (x− x0)n jest zbie»ny.

Wtedy

R := sup
{
|x− x0| : x ∈ P

}
nazywamy promieniem zbie»no±ci danego szeregu pot¦gowego.

Twierdzenie 18.6. Niech R b¦dzie promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n.

Je±li 0 < R < +∞, to szereg ten jest

• bezwzgl¦dnie zbie»ny w ka»dym punkcie przedziaªu (x0 −R, x0 +R);

• rozbie»ny w ka»dym punkcie zbioru (−∞, x0 −R) ∪ (x0 +R,+∞);

• jednostajnie zbie»ny na przedziale [x0 − r, x0 + r] dla ka»dego r ∈ (0, R).

Je±li R = 0, to szereg ten jest zbie»ny jedynie w punkcie x = x0. Je±li R = +∞, to szereg jest zbie»ny
bezwzgl¦dnie w ka»dym punkcie prostej rzeczywistej.

Dowód: + Na wykªadzie!

+ W punktach x = x0 −R i x = x0 +R szereg pot¦gowy mo»e by¢ zbie»ny (bezwzgl¦dnie lub warunkowo) lub
rozbie»ny! Ka»dy szczególny przypadek musimy rozwa»a¢ osobno.

Wniosek 18.7. Suma szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n jest funkcj¡ ciagª¡ wewn¡trz przedziaªu zbie»no±ci

tego szeregu.

Oznacza to mi¦dzy innymi, »e wspomniane na pocz¡tku dziaªu funkcja eksponencjalna oraz funkcje sinus i co-
sinus s¡ ci¡gªe.

Do wyznaczania promienia zbie»no±ci szeregu pot¦gowego bardziej od de�nicji przydatne jest nast¦puj¡ce twier-
dzenie, b¦d¡ce bezpo±rednim wnioskiem z kryterium Cauchy'ego zbie»no±ci szeregów.

Twierdzenie 18.8. [Cauchy'ego-Hadamarda]
Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych i niech istnieje granica

λ := lim sup
n→∞

n
√
|an|.

Wtedy promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n dany jest wzorem

R =


0 dla λ = +∞,
1
λ dla 0 < λ < +∞,

+∞ dla λ = 0.

Dowód: + Na wykªadzie!

87
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Natomiast korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta zbie»no±ci szeregów mo»emy wykaza¢ kolejny wzór uªatwiaj¡cy
wyznaczanie promienia zbie»no±ci.

Twierdzenie 18.9. Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem liczbowym, w którym wszystkie wyrazy s¡ niezerowe, oraz
niech istnieje granica

µ := lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .
Wtedy promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego

∞∑
n=0

an (x− x0)n dany jest wzorem

R =


0 dla µ = +∞,
1
µ dla 0 < µ < +∞,

+∞ dla µ = 0.

Przykªad 18.10. + Na wykªadzie!

18.2 Ró»niczkowanie i caªkowanie sumy szeregu pot¦gowego

Z twierdze« o caªkowaniu i ró»niczkowaniu szeregów funkcyjnych (zob. twierdzenie 17.12 i twierdzenie 17.13)
wynikaj¡ natychmiast twierdzenia dotycz¡ce ró»niczkowania i caªkowania sumy szeregu pot¦gowego.

Sumy cz¦±ciowe szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

anx
n s¡ wielomianami, czyli s¡ funkcjami klasy C∞(R).

Oznacza to, »e je»eli promie« zbie»no±ci R tego szeregu jest dodatni lub równy +∞, to suma szeregu jest tak»e
funkcj¡ ró»niczkowaln¡ niesko«czenie wiele razy w przedziale zbie»no±ci.

De�nicja 18.11. Szereg

∞∑
n=1

nan (x− x0)n−1

nazywamy szeregiem pochodnym szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n.

Szereg pochodny jest równie» szeregiem pot¦gowym, mo»na go bowiem zapisa¢ w postaci
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1 (x− x0)n.

�atwo mo»na sprawdzi¢, wykorzystuj¡c znan¡ granic¦ specjaln¡ lim
n→∞

n
√
n = 1, »e szereg pot¦gowy i jego szereg

pochodny maj¡ ten sam promie« zbie»no±ci.

Twierdzenie 18.12. [Ró»niczkowanie szeregu pot¦gowego wyraz po wyrazie]

Niech R > 0 b¦dzie promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n oraz niech

f : (x0 −R, x0 +R) 3 x 7−→
∞∑
n=0

an (x− x0)n ∈ R

b¦dzie jego sum¡.
Wówczas funkcja f ∈ C∞ (x0 −R, x0 +R) oraz jej pochodna rz¦du k > 0 jest szeregiem pot¦gowym

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n!
(n− k)!

an (x− x0)n−k , x ∈ (x0 −R, x0 +R) .

W szczególno±ci dla k = 1 dostajemy szereg pochodny.
Ponadto ªatwo teraz zauwa»y¢, »e wspóªczynniki szeregu pot¦gowego mo»na jednoznacznie przedstawi¢ wzorami

an =
f (n)(x0)

n!
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dla dowolnego n ­ 0. Oznacza to, »e szereg pot¦gowy jest szeregiem Taylora swojej sumy (zob. nast¦pny
rozdziaª). Czyli »adnej funkcji nie mo»na przedstawi¢ w postaci zbie»nego szeregu pot¦gowego o ±rodku w da-
nym punkcie na dwa istotnie ró»ne sposoby.

Z powy»szego twierdzenia wynika równie», »e wspomniane na pocz¡tku dziaªu funkcja eksponencjalna oraz
funkcje sinus i cosinus s¡ klasy C∞.

Suma szeregu pot¦gowego jest funkcj¡ ci¡gªa we wn¦trzu przedziaªu zbie»no±ci, a jak wiemy funkcje ci¡gªe
s¡ caªkowalne w sensie Riemanna (zob. twierdzenie 12.17) oraz maj¡ pierwotne (zob. twierdzenie 13.2 i wnio-
sek 13.4).

Twierdzenie 18.13. [Caªkowanie szeregu pot¦gowego wyraz po wyrazie]

Niech R > 0 b¦dzie promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an (x− x0)n oraz niech x ∈ (x0−R, x0 +R).

Wówczas ∫ x

x0

∞∑
n=0

an (t− x0)n dt =
∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)n+1
.

Przykªady 18.14. + Na wykªadzie!

19 Szereg Taylora

Je±li funkcja f w pewnym otoczeniu punktu x0 ∈ R jest sum¡ szeregu pot¦gowego postaci

∞∑
n=0

an (x− x0)n ,

to mówimy, »e funkcja f rozwija si¦ w otoczeniu punktu x0 w szereg pot¦gowy lub w szereg Taylora.

Wtedy szereg
∞∑
n=0

an (x− x0)n nazywamy rozwini¦ciem funkcji f w szereg pot¦gowy w otoczeniu punktu x0 lub

rozwini¦ciem w szereg Taylora.

Uzasadnieniem powy»szej nazwy jest nast¦puj¡ce twierdzenie (zob. tak»e def. 9.2).

Twierdzenie 19.1. Je±li funkcja f rozwija si¦ w pewnym otoczeniu punktu x0 w szereg pot¦gowy f(x) =
∞∑
n=0

an (x− x0)n, to rozwini¦cie to jest okre±lone jednoznacznie, ponadto

an =
f (n) (x0)

n!
dla n ∈ N.

Dowód: + Na wykªadzie!

De�nicja 19.2. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ niesko«czenie wiele razy w punkcie x0 ∈ (a, b).
Szereg pot¦gowy

∞∑
n=0

f (n) (x0)
n!

· (x− x0)n

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f o ±rodku w punkcie x0.
Dla x0 = 0 szereg ten nazywamy jest szeregiem Maclaurina.

Wyznaczaj¡c szereg Taylora danej funkcji wedªug powy»szej de�nicji mo»emy napotka¢ na nast¦puj¡ce pro-
blemy:

• Otrzymany szereg nie musi by¢ zbie»ny.

• Nawet je±li jest zbie»ny, to jego sum¡ nie musi by¢ funkcja f .

Przykªad 19.3. + Na wykªadzie!
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Wprost ze wzoru Taylora (zob. twierdzenia 9.3) otrzymujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 19.4. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ klasy C∞ i niech x0 ∈ (a, b) b¦dzie ustalonym punktem.
Wówczas funkcja f rozwija si¦ w pewnym otoczeniu U punktu x0 w szereg pot¦gowy

f(x) =
∞∑
k=0

f (k) (x0)
k!

· (x− x0)k dla wszystkich x ∈ U

wtedy i tylko wtedy, gdy
lim
n→∞

rn(x, x0) = 0

dla ka»dego x ∈ U .

Z twierdzenia 19.1 o jednoznaczno±ci wynika, »e szereg Taylora jest jedyn¡ mo»liwo±ci¡ przedstawienia funkcji
klasy C∞ w otoczeniu punktu z dziedziny jako szeregu pot¦gowego.

Znane s¡ nam ju» rozwini¦cia nast¦puj¡cych funkcji w szereg pot¦gowy. Te rozwini¦cia s¡ jednocze±nie szeregami
Taylora tych funkcji i do nich s¡ zbie»ne, oczywi±cie w przedziaªach zbie»no±ci.

Funkcja Szereg Promie« zbie»no±ci

1
1− x

∞∑
n=0

xn 1

1
(1− x)2

∞∑
n=0

(n+ 1)xn 1

exp(x)
∞∑
n=0

xn

n!
∞

sin(x)
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
∞

cos(x)
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
∞

sinh(x)
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
∞

cosh(x)
∞∑
n=0

x2n

(2n)!
∞

ln(1 + x)
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
1

(1 + x)α, α ∈ R
∞∑
n=1

(
α

n

)
xn 1

Z powy»szych szeregów poprzez drobne mody�kacje mo»emy uzyska¢ podobne rozwini¦cia innych funkcji w sze-
reg pot¦gowy.

Przykªad 19.5. + Na ¢wiczeniach!

Mówimy, »e funkcja f : X → R jest funkcj¡ analityczn¡ w punkcie x0 ∈ X, gdy f rozwija si¦ w szereg pot¦gowy
w otoczeniu punktu x0. Mówimy, »e f jest funkcj¡ analityczn¡ w zbiorze X, gdy f jest funkcj¡ analityczn¡
w ka»dym punkcie zbioru X.
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Przykªad 19.6. + Na ¢wiczeniach!

Powodzenia na egzaminie!
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