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Przewidywany plan wykltadu

©® Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej rzeczywistej
® Rachunek catkowy
® Ciagi i szeregi funkcyjne

,Notatki do wykladu” nie zawieraja petnej tematyki,
ktéra bedzie poruszana na wyktladzie!!!



1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Czesé 1
Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé funkcje okreslone na podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych o wartosciach
w zbiorze liczb rzeczywistych.

W tym miejscu warto przypomnieé sobie definicje funkcji oraz takie terminy jak dziedzina i zbiér wartosci funkcji,
monotoniczno$é, parzysto$¢ czy okresowos¢ funkcji, a przede wszystkim definicje granicy funkcji w punkcie
oraz pojecie ciaglosci funkcji z wyktadu Wstep do Analizy Matematyczney.

Jedng z konsekwencji pojecia granicy funkcji w punkcie jest pojecie pochodnej funkcji i zdefiniowanie go bedzie
celem pierwszej czesci naszego wyktadu. Pokazemy réwniez, jak wiele informacji o wlasnosciach funkceji dostarcza
badanie jej pochodne;j.

Dzial matematyki zajmujacy sie pochodna nazywamy rachunkiem rézniczkowym. Jego podstawy, jak rowniez
podstawy rachunku catkowego, stworzyli (niezaleznie od siebie) Isaac Newton i Gottfried Leibniz. Wiecej na ten
temat mozna przeczytaé¢ przykladowo w ksigzce Jasona Bardi , The Calculus Wars: Newton, Leibniz, and the
Greatest Mathematical Clash of All Time” (zob. http://www.ams.org/notices/200905/rtx090500602p.pdf)

1 Pochodna funkcji w punkcie
Jak zwykle zaczniemy od paru definicji.

1.1 Tloraz réznicowy

Definicja 1.1. Niech f: Dy — R bedzie pewng funkcja okreslona na niepustym zbiorze Dy C R oraz niech
2o € Dy. Funkcje okreslong wzorem

()= W, gdzie =€ Dy \{zo}

nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f w punkcie xg.
Roznice Az := x — xg nazywamy przyrostem argumentu funkcji, a roznice Af = f(z) — f (xo) przyrostem
odpowiadajacych wartosci funkcyi.

Tloraz réznicowy opisuje Srednig zmiane funkcji f miedzy punktami (x, f (z)) i (zo, f (z0))-



1.1 Ioraz réznicowy 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Tloraz réznicowy ma ciekawa interpretacje y
geometryczng.

Jest to mianowicie wspolczynnik kierun-
kowy prostej wyznaczonej przez punkty

(zo, f (w0)) 1 (z1, f (21)):

Af
tga = —.
& Az
Ta prosta nazywamy sieczng wykresu funk-
cji.
Trojkat, ktéry widzimy na rysunku, byt bez-
posredniag przyczyng oznaczania przyrostéw

symbolem A. (zo, f(@0))

Czasami jest korzystniej zapisa¢ iloraz roznicowy w innej postaci. Wprowadzmy mianowicie nowe oznaczenie na
przyrost argumentu h := r — xg, wtedy oczywiscie x = xg + h i ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie xg

nazwiemy funkcje

gdzie h#0 i 29+ h € Dy

Wyréznienie indeksem punktu xy nie ma wtedy wiekszego sensu, poniewaz we wzorze nie wystepuje zaden

inny x.
Przyklady 1.2.

a) lloraz réznicowy funkeji f(z) = 22 jest rowny

fl+h)—f@)  (z+h)?-2°

I(h) = _ _
(h) Y o
N (x+h+2) (z+h—2) — ot h
h
b) Horaz réznicowy funkeji f(z) = L jest rowny
flath)—f(@) _ mm—z
I(h) = _ _
(») :
_ t—x—h 1
z-(x+h)-h  z-(x+h)

¢) Toraz réznicowy funkcji f(z) = /= jest rowny

fleth) —fl@)  Vet+h—Vz _
h r+h—2x

Vr+h—x _ 1
(Ve +h+vz)- (Ve+th—-vz)  Veth+z

I(h) =
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d) Ilorazu roznicowego funkcji f(x) = exp(x) = €*

T _ x em+h_em e~ eh_
I(h):f(+h})L flz) _ = Ly (hl)

nie mozna juz bardziej uproscic.

= Dalsze przyklady tylko na wykladzie!

1.2 Pochodna funkcji w punkcie

Jesli ustalimy teraz punkt x( i bedziemy zmienia¢ tylko h, ale oczywiscie tak, aby punkt x4+ h pozostat w dzie-
dzinie funkcji f, to otrzymamy wiele ilorazow réznicowych i wiele siecznych wykresu funkcji.
Zastanowmy sie, co sie stanie, jesli bedziemy zmniejszaé dtugosé boku Ax = h w trojkacie przyrostow?

Obserwacja:

Im mniejszy jest przyrost argumentu h,
tym mniejsza jest odlegtos¢ punktu zg+ h
od punktu zg i tym bardziej sieczna
poprowadzona przez punkty (zo, f(z0))
i (zo+h, f(xo+h)) zbliza sie do pewnej
prostej, ktora bedziemy nazywaé styczng do
wykresu funkcji f w punkcie (zq, f(z0)).

Definicja 1.3. Niech

' z — f(z)
bedzie pewng funkcja okreslong na niepustym zbiorze Dy C R oraz niech x € intDy.

Funkcje f nazywamy rézniczkowalng w punkcie x wtedy, gdy istnieje wlasciwa granica ilorazu réznicowego

h) —
fm, 200) = iy HEERELE,

gdzie h #0ix + h € Dy.

Liczbe rzeczywista bedaca granica ilorazu réznicowego nazywamy pochodng funkcji f w punkcie = i oznaczamy
symbolem f’(z), to znaczy

h—0 h

Uwaga 1.4.

e Sformulowania funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x i funkcja f ma pochodng w punkcie x sa syno-

nimami.
4 Y d
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e Pochodna funkcji w punkcie jest liczba rzeczywista!
e Na oznaczenie pochodnej funkcji w punkcie x uzywa sie réwniez symboli

a,
Tw 1 fa@

Pierwsze oznaczenie pochodzi od Leibniza, natomiast drugie od Newtona. My najczesciej bedziemy jednak
korzystali z oznaczenia przedstawionego w powyzszej definicji i stosowanego przez J.L. Lagrange’a, czyli

f'().

o Jedli Dy jest zbiorem skoniczonym, to pochodna funkcji nie istnieje w zadnym punkcie zbioru Dy.

e Jesli Dy = [a,b], to czasami rozwaza si¢ tzw. pochodne jednostronne.
Wtedy pochodng prawostronng funkcji f w punkcie a jest granica prawostronna ilorazu réznicowego funkcji

f w punkcie a
vy o e flath)— f(a)
fila) = i HOERZTL

o ile istnieje. Podobnie pochodng funkcji f w punkcie b jest granica lewostronna ilorazu réznicowego funkcji

f w punkcie b
. b+h)— f(b)
"(b) = lim fot+h) - f() :
fﬁ( ) h—0— h

Pochodne jednostronne mozna oczywiscie rozwazaé¢ takze w punktach nalezacych do wnetrza dziedziny.
Wtedy warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia pochodnej w punkcie jest réwnosé pochodnych
jednostronnych. Ich wspolna warto$é jest wtedy wartoscia pochodnej w danym punkcie (por. Definicja
granicy i ciagtosci jednostronnej funkcji w punkcie — wyktad Wstep do Analizy Matematyczney).

Przyklady 1.5. Niech a,b,c € R.

a) Niech f: R — R, z — ¢ bedzie funkcja stala, wtedy pochodna f’(x) = 0 dla kazdego = € R.
Dla wszystkich x € R i wszystkich h # 0 zachodzi mianowicie
fla+h) —f@  c—c

e N 1

b) Niech f: R — R, x — ax +b, gdzie a # 0, bedzie funkcja liniowa. Wtedy f jest rozniczkowalna w kazdym
punkcie z € R i pochodna f/(z) = a.
Dla wszystkich « € R i wszystkich h # 0 zachodzi mianowicie
f@+h)—f(z) a(z +h) +b— (az +b) . ah

Jim Z(h) = lim, 2 = g i = Jim o5

= Q.

¢) Funkcja kwadratowa f: R — R, z — 22 jest rézniczkowalna w kazdym punkcie z € R i pochodna w tych
punktach réowna jest f/(z) = 2z.
Dla wszystkich © € R i wszystkich h # 0 zachodzi mianowicie (zob. Przyktad 1.2 a)

fllli% Z(h) = ;lzli% (2x +h) = 2.

d) Rozwazmy teraz funkcje f: R\ {0} — R, z — 2. Jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie swojej
dziedziny i pochodna réwna jest f'(z) = — 2.
Dla z,h € R\ {0} zachodzi bowiem (zob. Przyktad 1.2b)
-1 1

lim Z(h) = lim ———— = ——.
) (h) ) z-(x+h) z?

: v d
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e) Funkcja pierwiastkowa f: [0,00) — R, x +— /z, jest rézniczkowalna w kazdym punkcie z € (0,00) i po-

chodna réwna jest f'(z) = 2\1/5.

Dla wszystkich x € (0, 00) i wszystkich h # 0 zachodzi bowiem (zob. Przyktad 1.2c)

1 1
lim Z(h) = lim = .
h—0 (h) h—0 \/x +h+ /T 2z

Natomiast w punkcie x = 0 granica ilorazu réznicowego

1
lim Z(h) = lim — =
B0+ (R) hi%ﬂ Vh +oo,

czyli w tym punkcie funkcja pierwiastkowa nie ma nawet (wlasciwej) pochodnej prawostronne;.

f) Funkcja eksponencjalna exp: R — R jest rézniczkowalna w kazdym punkcie « € R i pochodna réwna jest
exp’(z) = exp(z).
Dla wszystkich = € R i wszystkich h # 0 zachodzi mianowicie (zob. Przyktad 1.2d)

. I
fim Z(8) = Jim =5 = e

Korzystamy tutaj ze znanej ze Wstepu do Analizy Matematycznej granicy specjalnej.
g) Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus sa rozniczkowalne w kazdym punkcie x € R oraz
sin’ z = cosx oraz cos’ x = —sinx.

w Obliczenia na wykladzie.

h) Wartos¢ bezwzgledna f: R — R, x — |z| jest rozniczkowalna w kazdym punkcie « # 0 i pochodna

O ) - { 1 dla x>0,

-1 dla z <0.

15 Obliczenta — éwiczenie domowe.

Niech teraz z =01 h € R\ {0}, wtedy

I(h) T -1 da h<o

_Jo+h[—]0] _ |A] 1 dla h>0,
- h T h

Wynika stad, ze pochodne jednostronne (granice jednostronne ilorazu réznicowego) w punkcie z = 0
istnieja
/ . . ’ .
0) = lim Z(h) =1 i 0) = lim Z(h) = —1

FL0) = lim Z(h) FL0) = lim T(h) = -1,
ale sg rézne.
Zatem granica ilorazu réznicowego w punkcie x = 0 nie istnieje i warto§¢ bezwzgledna nie jest w tym
punkcie rézniczkowalna.

6 v d
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i) Funkcja f: R — R, z — ¥/ nie jest rézniczkowalna tylko w punkcie z = 0.

Granica jednostronna ilorazu réznicowego tej funkcji w punkcie z = 0 jest niewlasciwa. Czasami moéwimy
wtedy o pochodnej niewtasciwej (nieskonczonej) funkcji.

w Obliczenia na wykladzie.

j) Funkcja fi: R — R zdefiniowana wzorem

0 dla z=0

fl(x)_{x-sini dla z #0,

jest ciagta w calej swej dziedzinie, w szczeg6lnosci w punkcie z = 0, natomiast nie ma w tym punkcie
nawet pochodnych jednostronnych, takze niewtasciwych.
= Obliczenia na éwiczeniach.

Prosze zwrocié uwage na wykres trzech ostatnich funkcji z poprzedniego przyktadu, ktore nie sg rézniczkowalne
w punkcie x = 0 i zastanowi¢ sie nad geometryczng interpretacja tego faktu.

Okazuje sie, ze mozna zdefiniowa¢ nawet bardziej osobliwe funkcje, ktore s ciagle, natomiast nie sg rézniczko-
walne w zadnym punkcie.

1.2.1 Interpretacja fizyczna pochodnej (Newton)

W interpretacji fizycznej pochodna f'(to) jest predkoscia zmiany pewnej wielkosci fizycznej f(t) w chwili ¢o.

Przyktadowo zalézmy, ze punkt P porusza sie po osi liczbowej Os. Wspoétrzedna tego punktu s jest funkcjg cza-
su t, tzn. w chwili ¢ wspolrzedna tego punktu réwna s = s(t). Od chwili ¢y do chwili ¢ty + h punkt P przebedzie
zatem droge As := s (to + h) — s (to).

o) P —

0 2

s(to) s(to + h)

Srednia predkosé ruchu tego punktu Av mozna zatem zapisa¢ w postaci ilorazu réznicowego

~ As  s(to+h)—s(to)
Av = = Y .

Granice wlasciwa tego ilorazu réznicowego, gdy h — 0, nazywamy predkosciq punktu P w chwili to, czyli

v(te) = s (to).

: v d
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Srednig zmiane predkosci punktu P w czasie h tez mozemy
zapisa¢ w postaci ilorazu réznicowego
Av v (to + h) — v (to)

Aag = — = .
“= h

Granice wlasciwg tego ilorazu roéznicowego, gdy h — 0, nazy-
wamy przyspieszeniem punktu P w chwili ty, czyli

a(te) = v (to).

1.2.2 Interpretacja geometryczna pochodnej (Leibniz)

Niech bedzie dana funkcja f: Dy — R rézniczkowalna w punkcie xo € intDy.
Przez punkt (zo, f (o)) nalezacy do wykresu funkcji f przechodzi pek prostych o rownaniach
Lo: 2 — a-(x—x0)+ f(x0),
ze wspoélczynnikiem kierunkowym a, ktory, jak pamietamy, mozna zapisa¢ w postaci ilorazu réznicowego.

Styczng do wykresu funkcji f w punkcie (xg, f (29)) bedziemy natomiast nazywac¢ prosta bedaca wykresem
funkcji liniowej

Ls: x +— f'(20) - (x — @0) + f (20) -

Ale dlaczego wlasnie te prostg wyrdzniamy i co ma ona wspolnego z funkcja f7?

Okazuje sie, ze jest ona rozwigzaniem problemu Leibniza polegajacego na wyznaczeniu sposrod peku prostych L,
tej prostej, ktora w otoczeniu punktu (xo, f (20)) mozliwie najlepiej aproksymuje (przybliza) wykres funkcji f.

Btad tej aproksymacji dany jest roéznica
r(z) = f(z) — La(z) = f(z) — f(20) — a" (z —20)
Oczywiscie r (zg) = 0, poniewaz f (xg) = L, (zo) dla kazdej wartosci wspotczynnika kierunkowego a.

Chcemy teraz tak dobra¢ wspotczynnik kierunkowy a, aby btad aproksymacji r(z) zmierzal do zera przy = — o,
ale istotnie szybciej od réznicy x — xg, tzn. chcemy, zeby

lim _r(a?)

T—x0 T — ;L'O

= 0.

Ale
r@) @) - f ()

r — X Tr — X

— a

dla = # x¢, zatem wspoélczynnik kierunkowy a musi byé réwny pochodnej funkcji f w punkcie xg

o @) = f (@)

Y
T—z0 T — T - f (330) I

a =

o ile funkcja f jest w tym punkcie rézniczkowalna.

W tym przypadku mozna zapisa¢ funkcje f jako sume
f =Ls+r

dwoéch sktadnikow:
L, — funkcja liniowa (styczna)

r — funkcja btedu, rzedu wyzszego niz = — xg.
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Styczna jest wiec liniowq aproksymacjq funkeji f w otoczeniu punktu (zo, f (o)), a jej wspotczynnik kierunkowy
opisuje szybkosé zmian f w punkcie zg.

W tym miejscu warto przypomnie¢ sobie definicje asymptot, w szczegblnosci asymptoty ukosnej, z wyktadu
Wstep do Analizy Matematycznej.

= Tylko na wykladzie: Interpretacja geometryczna pochodnej i pojecie stycznej pozwala nam nam wprowa-
dzenie definicji kgta przeciecia wykreséw dwoch funkeji.

Problem aproksymacji funkcji bedziemy jeszcze omawiaé doktadniej! A teraz sformalizujmy powyzsze rozwaza-
nia.

1.2.3 Rédzniczka funkcji

Definicja 1.6. Niech

D — R
fr{ -

bedzie funkcja rézniczkowalng w punkcie xg € intDy.

Wtedy odwzorowanie liniowe

deof: RO h — f'(x9)-he€R

nazywamy rozniczkq funkcji f w punkcie zg.
Rozniczke funkcji oznaczamy réowniez symbolem df (xg).

Wykres rozniczki, jako funkeji liniowej, jest prosta przechodzaca przez punkt (0,0) o wspétczynniku kierunko-
wym rownym [’ (z), czyli rownolegta do prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (zq, f (x0)).

Jezeli funkcja f ma pochodna f’ (z¢) w punkcie zg, to

f(zO +h) - f(xO) = dzof(h) +T’(h),

gdzie funkcja r(h) = o(h), tzn. jest taka funkcja, ze

_r(h)
nm e O
Jest tak dlatego, ze
. f(zo+h)— f(x0) . f(zo+h)— f(xo) — ' (20) - I
/ _ _
Fa) = Jim ==y s h =0

Podobnie mozna wykaza¢, ze jezeli dla funkcji f i xg € intDy istnieja liczba ¢ i funkcja r takie, ze spelniony
jest warunek

f@o+h) — f(20) = £-h+r(h),
gdzie r(h) = o(h), to funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie ¢ i jej pochodna f'(xg) = £.
Oznacza to, ze rozniczke mozemy traktowaé jako liniowg cze$é przyrostu funkeji i mozemy ja wykorzystaé¢ do
obliczen przyblizonych lub szacowania btedéw pomiarowych.
Uwaga: Pochodna f’(xg) funkcji f w punkcie zg jest liczba, natomiast rozniczka d,, f jest funkcja liniowa.
Zatem z punktu widzenia matematyki sa to dwa rézne obiekty. Jednak czasami utozsamia sie te dwa pojecia,
opierajac sie na wiadomosciach z algebry liniowej dotyczacych odwzorowan liniowych.
Do tego tematu wrocimy na Analizie Matematycznej 2, gdy bedziemy zajmowaé si¢ rachunkiem rézniczkowym
funkcji wielu zmiennych.

Bezposrednio z powyzszych rozwazan otrzymujemy warunek konieczny rézniczkowalnosci funkcji w punkcie.

Twierdzenie 1.7. Funkcja f: Dy — R rézniczkowalna w punkcie g jest w tym punkcie ciagla.

Dowdd: = na wykladzie!

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe (zob. Przyktady 1.5h),i),j))!

9 v d
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1.3 Reguly rézniczkowania

Rozwazajac przyklady 1.5 mozna bylo zauwazy¢, ze obliczanie pochodnych nawet elementarnych funkcji przy
wykorzystaniu definicji 1.3 jest zadaniem pracochtonnym i mato ciekawym. Tylko w najprostszych przypadkach
odpowiednie granice mozna policzy¢ w sposéb elementarny. Z tego powodu w tym rozdziale przedstawimy
szereg regut rozniczkowania, ktore efektywnie wspomoga nas w obliczaniu pochodnych bardziej skomplikowanych
funkcji.

Twierdzenie 1.8. Niech f: Dy — R1i g: D; — R beda funkcjami rézniczkowalnymi w punkcie x € Dy N Dy,.

a) Dla kazdej liczby A\ € R funkcja A - f jest rézniczkowalna w z, przy czym

(A-f) () = A f'().

b) Suma f + g jest rozniczkowalna w x, przy czym

(f+9)(x) = f(z) + g'(2).

c¢) Hoczyn f - g jest rozniczkowalny w x, przy czym

(f-9)(x) = f'(x)-g9(z) + fz) g (2).

d) Jesli g(x) # 0, to iloraz 5 jest rézniczkowalny w x, przy czym

1Y L P@) e = @) ¢ @
<g> (@) (@) |

Dowdd: = na wykladzie!

Rozwazmy pare prostych przykladéw na wykorzystanie powyzszego twierdzenia i wyznaczmy pochodne kolej-
nych znanych funkcji, jako uzupelnienie przyktadu 1.5.

Przyktady 1.9.

a) Niech f: R — R, z — z" bedzie funkcja potegowa o wykladniku naturalnym n. Wtedy f jest rézniczko-
walna w kazdym punkcie z € R i pochodna f/(x) = na" 1.
W dowodzie postuzymy sie metoda indukcji matematycznej. Przypadek n = 11 n = 2 pokazaliSmy w przy-
ktadzie 1.5 b), c).
Zalozmy dalej, ze dla n = k pochodna réwna sie f/(z) =k
Niech teraz n = k + 1, wtedy

f’(a:) _ ($k+1)/ _ (xk 'x)/ pochodna iloczynu (ajk)l o mk ) (x), _

= kabl.x + 281 = (k+1)-2F

k1,

Zatem wzor jest prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych.

b) Niech p: R = R, 2 — Y a;2%, gdzie a, # 0, bedzie funkcja wielomianowa.
i=0

Bezposrednio z poprzedniego przyktadu oraz ze wzoru na pochodng iloczynu funkcji przez skalar i pochod-

n .
na sumy funkcji wynika, ze p jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x € R i pochodna p/(z) = 3 ia;z* L.
i=1

' v d



1.3 Reguly rézniczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

c)

d)

Niech f: R\ {0} - R, z — w%, gdzie n € N, bedzie funkcjg wymierna.
Wtedy ze wzoru na pochodna ilorazu funkeji wynika, ze f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x € R\ {0}
i pochodna

0-2" —1-nz" ! n-z"! 1

/ _ _ — . I —n—1
f (f) = (w”)Z - 720 T nxn-i-l L% :

Korzystajac ze wzoru na pochodng ilorazu funkcji mozemy policzy¢ takze pochodng funkeji tangens (i ana-
logicznie — funkcji cotangens)

(tgz)' = =

. / .
sinx cos? z + sin’ z 1
cos T cos? x cos? x

dlax # 5 + km, k € Z.

= Dalsze przyklady i uogélnienia otrzymanych tu wzorow tylko na wykladzie!

Kolejnym, bardzo waznym dzialaniem w przestrzeni funkcji jest ich zlozenie.

Twierdzenie 1.10 (Pochodna funkcji ztozonej).
Niech f: Dy — R i g: Dy — R beda funkcjami rzeczywistymi i niech x € Dyog.

Jesli funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie = a funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie g(x), to funkcja
zlozona f o g jest rézniczkowalna w punkcie x oraz

(fog) (@) = f'(9(2) - g'(x) = (f'og)(x)- g ().

Uzasadnienie: = na wykladzie!

W praktycznych obliczeniach musimy najpierw umie¢ przedstawi¢ dang funkcje w postaci ztozenia funkeji pod-
stawowych, aby méc zastosowaé powyzsze twierdzenie.

Przyktady 1.11.

a)

Rozwazmy funkcje wielomianowg h: R — R, z — (23 — 222 + 4o — 3)2.

Zapiszmy ja w postaci zlozenia f o g, gdzie g(z) = 23 — 222 + 42 — 3 i f(y) = y?. Funkcje g i f,
jako funkcje wielomianowe, sa rézniczkowalne we wszystkich punktach dziedziny i ich pochodne sa réwne
g () = 322 —4x+4 i odpowiednio f'(y) = 2y. Z tego i z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej wynika,
ze (gdzie y = g())

' (z) (fog)(z) = f'(9(x)-g'(z) = 2g(x)- (32 —da +4) =

= 2(m3—2x2+4x—3)-(3x2—4x+4) =
= 62° — 20x* + 4823 — 5022 + 56x — 24.

Rozwazmy teraz funkcje h: R — R, x — e"’“’z, ktora mozna zapisa¢ jako zlozenie funkcji kwadratowej
g(z) = 22 i funkcji eksponencjalnej f(y) = e¥. Dostajemy stad, ze

2

@) = (fog)(@) = F(9(@)-g'(a) = ) -20 = ¢ 2.

Korzystajac z reguly rozniczkowania funkeji ztozonej mozemy takze obliczy¢ pochodng dowolnej funkcji
wykladniczej x — a®, gdzie a > 0O:

(a”)' _ (eac-lna)/ — ¢*Ine 14 = 4% . Ina.

= Dalsze przyklady na wykladzie!
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1.3 Reguly rézniczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Twierdzenie 1.12 (Pochodna funkcji odwrotnej).
Niech f: Dy — R bedzie funkcja ciagla i silnie monotoniczna oraz niech f~1: Wy — R bedzie jej funkcja
odwrotna.

Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x € Dy i jej pochodna f'(x) # 0, wtedy funkcja odwrotna f—*
jest rozniczkowalna w punkcie y = f(z) oraz

—1v/ 1 1
U0 = 75 = e

Uzasadnienie: = na wykladzie!

W powyzszym twierdzeniu nie mozna opuscié zalozenia f’(x) # 0.
Rozwazmy przykladowo funkcje potegowa f(x) = 23, z € R, ktora jest ciagla i $cisle rosnaca, a jej funkcja
odwrotna jest f~1(y) = /¥.
Wprost z definicji pochodnej funkcji w punkcie mozemy sprawdzié, ze f jest rézniczkowalna w punkcie z = 0
i f/(0) = 0. Natomiast w przykladzie 1.5i) pokazaliémy, ze funkcja f~! nie jest rézniczkowalna w punkcie
y=0= f(z).
Przyktady 1.13.

a) Funkcja eksponencjalna (zob. Przyktad 1.5f) jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x € R i jej pochodna

exp’(x) = exp(x) jest zawsze wieksza od zera.

Wynika stad, ze jej funkcja odwrotna, czyli In: (0,00) — R, jest takze rozniczkowalna w kazdym punkcie

x > 01 prawdziwy jest wzor
1 1

MO epem®

1= Na wykladzie uzupelimy ten punkt o pochodng dowolnej funkcji logarytmiczne;j!
b) Funkcja potegowa f: R — R, x — 2", gdzie n € N\ {0}, jest rozniczkowalna w kazdym punkcie z € R i

jej pochodna f’(z) = nz"~! # 0 dla z # 0.
Wynika stad, ze jej funkcja odwrotna f=1: [0,00) — R, x — {/x ma pochodna dla z € (0, c0) i

_1y (A 1 1 1 I S S
U@ = 7o nm =~ Fom ~ awar  meE

1 1
T —_—.
2 2\/x

c) Otrzymane w poprzednich przyktadach wzory na pochodna funkeji potegowej (zob. poprzedni podpunkt
i Przyktad 1.9a),c) mozemy teraz uogolnic.

Rozwazmy funkcje potegowa (0,00) 3 z — z* € R dla dowolnego o € R.
Korzystajac z definicji funkcji potegowej (zob. wyklad ze Wstepu do Analizy Matematycznej) oraz ze
wzoru na pochodng funkcji ztozonej i podpunktu a) otrzymujemy

(xa)/ _ (ealnz)/ - ealnz. (Oé1> _ xa.g _ Oél‘a_l.
x x

d) = Na wykladzie uzupelnimy ten przyklad o pochodne nastepujacych funkcji cyklometrycznych
arcsin: (—1,1) - Riarctg: R — R:

1
(arcsinz)’ = ——— i (arctgz)’ =

V1—a22

natomiast obliczenie pochodnych funkcji arccos i arc ctg pozostawimy jako zadanie domowe.

: v d
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1.3 Reguly rézniczkowania 1 POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Zapiszmy w przejrzysty sposob wszystkie obliczone przez nas pochodne.

Pochodne funkcji elementarnych:

f(z) f'(x)

T — a, a€R z—0

%, a e R\ {0} ar®~1

Vo = at 2\1ﬁ

a®, a>0 a®-Ina

e’ &

log, z, a € (0,1)U (1,00) -

Inx %

sin x cosT

cosT —sinz

tgx 7z

ctgx e

arcsinz \/11_?7 r € (=1,1)
arc cos & \/17_1?7 re(-11)
arctgx 1+le

arcctgx 1;:}:2

sinh x cosh x

cosh z sinh x
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2 POCHODNA FUNKCJI

2 Pochodna funkcji

Definicja 2.1. Funkcje

D — R
{7 25

nazywamy rozniczkowalng w zbiorze Dy C Dy wtedy, gdy zbiér Dy jest otwarty i funkcja f jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie tego zbioru.

W tym przypadku moéwimy, ze funkcja

jest funkcjq pochodng funkcji f w zbiorze Dy.

Odwzorowanie przyporzadkowujace funkcji f jej pochodng f' nazywamy operatorem rézniczkowania lub po
prostu rozniczkowaniem.

Dla funkcji pochodnej zachodza analogiczne twierdzenia (np. warunek konieczny rozniczkowalno$ci) i reguly
rozniczkowania (np. dzialania na pochodnych), jak dla pochodnej funkcji w punkcie. Podobnie wzory zawarte
w tabelce na koricu poprzedniego rozdzialu, mozemy teraz traktowaé jako wzory definiujace pochodna funkcji
w zbiorze. Czyli przyktadowo: kazda funkcja stata w obszarze otwartym ma pochodna, ktora jest tez funkcja
stala rowng tozsamosciowo zeru.

2.1 Pochodne wyzszych rzedow

Jedli funkcja f: Dy — R jest rézniczkowalna w zbiorze otwartym Dy C Dy, to jak powiedzieliSmy odwzorowanie
f'*Dp o>z — f'(z) €R

definiuje nowy funkcje f’, tak zwana pierwszq pochodng funkcji f.

Jesli funkcja f’ jest rozniczkowalna w punkcie zg € D/, to mozemy méwic o drugiej pochodnej (pochodnej rzedu
drugiego) funkcji f w tym punkcie, czyli

F" (o) = (f") (o).

W sytuacji, gdy zbior punktow, w ktérych funkcja f’ jest rézniczkowalna jest niepusty, oznaczmy go przez D,
mozemy zdefiniowaé¢ kolejng funkcje
"Dy oz — f'(z) €R,

czyli drugq pochodng (pochodng rzedu drugiego) funkcji f w zbiorze Dyr. O funkcji f moéwimy wtedy, ze jest
dwukrotnie rozniczkowalna w zbiorze Dy,

Wprost z definicji drugiej pochodnej wynika, ze

f”(xo) = %li% f/(xo"'hf)L_fl(xO).

Analogicznie mozemy zdefiniowac trzecia pochodna (pochodna rzedu trzeciego) funkeji f i wyzsze.

Definicja 2.2. Niech f: Dy — R bedzie pewng funkcja rzeczywista i niech n > 1.
Moéwimy, ze funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xg € Dy, jesli

e funkcja f jest (n — 1)-krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu xo;

e funkcja f("=1 jest rozniczkowalna w punkcie .

y v d



2.1 Pochodne wyzszych rzedéw 2 POCHODNA FUNKCJI

W tym przypadku definiujemy n-ta pochodng (pochodng rzedu n) funkcji f w tym punkcie nastepujaco

FO (2o) = (f™1) (20).

Jesli istnieje ona dla wszystkich punktow € Dy, to definiujemy n-tq pochodng (pochodng rzedu n) funkcji f

jako odwzorowanie
f( n). Dy — R,
r —  fM(x).
Whprost z definicji n-tej pochodnej otrzymujemy

FO (@ + h) = fD (20)
- .

f(n) (z0) = ;lbli%

Definicja 2.3. Niech f: Dy — R bedzie funkcja rzeczywista i niech U C Dy bedzie zbiorem otwartym.
a) Mowimy, ze funkcja f jest klasy C(U) (lub C°(U)), jesli f jest ciagta w zbiorze U.

b) Mowimy, ze funkcja f jest klasy C*(U) (rdzniczkowalna w sposdb ciggly), jesli f jest rézniczkowalna i jej
pochodna [ jest ciggla w zbiorze U.

c) Mowimy, ze funkcja f jest klasy C™(U), gdzie n € N\ {0}, jesli f jest n-krotnie rézniczkowalna i jej n-ta
pochodna f(™) jest ciagla w zbiorze U.

d) Mowimy, ze funkcja f jest klasy C*°(U), jesli f jest klasy C™(U) dla kazdego n € N.

Zauwazmy, ze C"(U) C C"~1(U), poniewaz wprost z definicji kazda funkcja n-krotnie rézniczkowalna ma (n—1)-
sza pochodna, ktéra jest rézniczkowalna, zatem musi tez by¢ ciagta. Wynika stad, ze

ceU) = ().

neN

Przyklady 2.4.

a) Funkcja stata jest funkcja klasy C°(R) i jej pochodne kazdego rzedu sa funkcjami stalymi réwnymi
tozsamo§ciowo zeru.

b) W przyktadzie 1.5b) pokazalismy, ze funkcja liniowa f: R — R, x — ax + b jest rozniczkowalna i jej
pochodna jest funkcja stala, f/(z) = a dla kazdego = € R. Zatem z poprzedniego podpunktu wynika, ze f
jest funkcjg klasy C*(R) i f(™ =0 dla n > 2.

¢) Podobnie mozna pokaza¢, ze funkcja kwadratowa jest klasy C*°(R) i jej wszystkie pochodne poczawszy
od rzedu 3 sg réwne tozsamosciowo zeru.
Ogolnie, jesli f: R — R jest funkcja wielomianowa stopnia n, to f jest klasy C>°(R) i f(**+1) = 0.

d) W przykladzie 1.5d) pokazalismy takze, ze funkcja f: R\ {0} — R,  — I jest rozniczkowalna i jej
pochodna f'(z) = — 2.
Stosujac wzor na pochodng ilorazu mozna wykazac, ze f jest klasy C*°(Dy) i jej pochodne nie sg trywialne.

e) Z przyktadu 1.5f),g) wynika rowniez, ze analogiczne stwierdzenia sa prawdziwe m.in. dla funkcji ekspo-
nencjalnej, sinus i cosinus. W szczegblnosci korzystajac z indukcji matematycznej mozna pokazac, ze

exp™z = expz,
in(®) i nr
sy’ xr = sSln (x + 7) ,
(n) nmw
cos‘'/x = cos (:E + 7) s

gdzien e Nix e R.
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2.1 Pochodne wyzszych rzedéw 2 POCHODNA FUNKCJI

Z powyzszego przyktadu nie mozna jednak wyciaga¢ mylnego wniosku, ze wszystkie funkcje sa funkcjami klasy
C*. Mozna bowiem wskazaé przyktadowo funkcje, ktore sa klasy C", ale nie maja (n + 1)-szej pochodnej w kaz-
dym punkcie lub funkcje, ktore sg n-krotnie rézniczkowalne, ale nie sg klasy C™.

Przyktad 2.5.

e Latwo mozna pokazaé, ze funkcja
fiRoz—a"zeR

jest C™(R), ale nie ma (n + 1)-szej pochodnej w punkcie z = 0.
Uzasadnienie: = Na wykladzie!

e Rozwazmy ponadto funkcje
z

0 dla z =0,

zF - sin dla =z #0,
fmc):{ { ver

dla k € N.

a) Funkcja fo(z) = sin% nie jest ciaglta w punkcie x = 0. Z twierdzenia 1.7 wynika, ze fy nie moze by¢
rézniczkowalna w x = 0.

b) Funkcja fi(z) =z -sin T jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny, czyli fi € C(R). Ale granica
ilorazu réznicowego
fi(h) = £1(0)

. . o1
[(0) = Jim == = Jimsin

nie istnieje, zatem f; nie jest rézniczkowalna w punkcie x = 0.

¢) Funkcja fo(x) = 2% -sin L jest ciagta w kazdym punkcie swojej dziedziny, czyli fo € C(R). Granica

ilorazu réznicowego
_fa(h) = f2(0) . 1
3(0) = Jim T = i hesing = 0
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2.1 Pochodne wyzszych rzedéw 2 POCHODNA FUNKCJI

istnieje, zatem f5 jest rozniczkowalna w punkcie x = 0. Funkcja

fé(x):{2:c~sinicos%) dla z#0

dla z=0

jest zdefiniowana wprawdzie dla wszystkich € R, ale nie jest ciggta w punkcie x = 0, zatem funkcja

f2 € CH(R).

Uzasadnienia: ©= Na éwiczeniach, zob. Lista zadan!

Obliczajac pochodne wyzszych rzedéw mozemy korzystaé z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.6. Jezeli funkcje f i g s n-krotnie rézniczkowalne w pewnym zbiorze otwartym D, to funkcje
A f, f+g1if-gsardéwniez n-krotnie rézniczkowalne w zbiorze D i zachodza nastepujace wzory

a) | (-H® = A g,

b) | (f+9)™ = f + gt;

c) Wzor Leibniza:

n

(f.g)(n) = 3 (Z)f(n_k)'g(k) =

k=0

n—1

gdzie n € Ni X\ € R. Przyjmujemy przy tym, ze f© = fi g0 .= g.
Dowdd: v= Zadanie domowe!

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze zbiory funkcji n-krotnie rézniczkowalnych i zbior funkcji klasy C™ (na
ustalonym zbiorze D) z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez skalar sa prze-
strzeniami wektorowymi nad cialem R.
Natomiast n-krotne rézniczkowanie

c"(D) > fr— f" ec(D)

jest odwzorowaniem liniowym.

. v d



3 EKSTREMA FUNKCJI ROZNICZKOWALNEJ

3 Ekstrema funkcji rézniczkowalnej

Na wykladzie Wstep do Analizy Matematycznej zdefiniowali$my ekstrema globalne funkcji rzeczywistej i udo-
wodniliémy twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kresow, wedtug ktorego funkcja f ciagla na przedziale domknie-
tym [a,b] C Dy przyjmuje na tym przedziale swoje ekstrema globalne, czyli istnieja punkty ,,, 2y € [a, b] takie,
ze [ (zp) = max{f(z): x € [a,b]} oraz f (r,;,) = min{f(x): x € [a,b]}.

Twierdzenie Weierstrassa zapewnia nam jedynie istnienie przynajmniej jednej takiej pary punktéw zps i xp,,
ale nie podaje sposobu, jak te punkty wyznaczy¢ i ani jak wykres funkcji f przebiega miedzy nimi. W szczegol-
nosci funkcja nie musi by¢ monotoniczna. Naszym celem bedzie teraz wykorzystanie rachunku rézniczkowego
do dokladniejszego badania funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;j.

Definicja 3.1. Niech f: R O D; — R bedzie dang funkcjg rzeczywista. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie
o € Df

a) maksimum lokalne o wartosci f(zg), jesli istnieje taka liczba € > 0, ze

f(zo) = f(z) dla wszystkich x € Dy N K (x0,¢);

b) wlasciwe maksimum lokalne o wartosci f(xo), jesli istnieje taka liczba e > 0, ze

f(zo) > f(z) dla wszystkich z € Dy N K (zg,¢) \ {zo};

c) mimimum lokalne o wartosci f(xg), jesli istnieje taka liczba ¢ > 0, ze

f(zo) < f(z) dla wszystkich x € Dy N K (x0,€);

d) wtasciwe mimimum lokalne o wartosci f(zo), jesli istnieje taka liczba e > 0, ze

fzo) < f(z) dla wszystkich x € Dy N K (zo,¢) \ {zo};

gdzie K (xg,¢€) := (xo — &, %9 + €) jest pewnym otoczeniem punktu zg.

Mowimy takze, ze funkcja f przyjmuje w punkcie xo maksimum, odpowiednio minimum lokalne.
Maksimum i minimum lokalne funkcji nazywamy zbiorczo ekstremami lokalnymi tej funkeji.

Zauwazmy, ze funkcja moze mie¢ w pewnym punkcie maksimum lokalne, ale nie musi przyjmowaé¢ w tym punkcie
wartosci najwiekszej (maksimum globalnego). Analogiczne stwierdzenie prawdziwe jest dla minimum lokalnego
i wartoSci najmniejszej funkcji.

Twierdzenie 3.2. [Fermata]
Niech funkcja f: (a,b) — R bedzie rozniczkowalna w punkcie zg € (a,b). Jesli funkcja f ma w xg ekstremum
lokalne, to

' (zo) = 0.

Dowdd: v= Na wykladzie!

Geometrycznie, twierdzenie Fermata oznacza, ze w punktach, w ktérych funkcja rézniczkowalna przyjmuje
ekstremum styczna do jej wykresu jest rownolegta do osi Oz. Uzywajac natomiast interpretacji fizycznej mozemy
powiedzie¢, ze podczas ruchu punktu po prostej predkos$¢ tego punktu jest rébwna zeru w momencie rozpoczecia
powrotu.

Punkty ¢ € (a,b), dla ktorych zachodzi warunek f’ (zg) = 0, nazywamy punktami stacjonarnymi (krytycznymi)
funkcji f. Natomiast punkty stacjonarne, w ktorych funkcja f nie ma ekstremum lokalnego, bedziemy nazywaé
punktami siodtowymsi funkeji f.
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Yy
Punkty siodtowe istnieja!
Rozwazmy przyktadowo funkcje ¢
R — R =
I 3
T — T
2
i punkt zog = 0, w ktérym pochodna sie zeruje. Latwo zauwazy¢ x

jednak, ze f nie ma ekstremum w tym punkcie.

Zatem jesli zachodzi warunek f’(zg) = 0, to nie mozna z tego
wnioskowaé, ze funkcja f ma w xy ekstremum lokalne.

Twierdzenie Fermata jest zatem warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajacym istnienia ekstremum lokal-
nego funkcji rozniczkowalnej. Natomiast, jezeli w punkcie zg € (a,b) pochodna f’ (zg) # 0, to w tym punkcie
rézniczkowalna funkcja f z pewnoscia nie przyjmuje ekstremum.

Twierdzenie 3.2 nie zachodzi na przedzialach domknietych [a,b] C R.

Rozwazmy przykladowo funkcje f: [0,1] — R okreslona wzorem f(x) = x. Funkcja ta ma minimum (wartosé
najmniejsza) w punkcie x,,, = 0 i maksimum (warto$¢ najwieksza) w punkcie x5, = 1, ale pochodna f/(z) =1
dla wszystkich punktéow x € [0,1].

Ponadto ekstrema lokalne moga mie¢ funkcje ciagle, ale nie
rozniczkowalne. Na przyktad znana nam funkcja

R — R
-

ma w punkcie zp = 0 minimum (globalne) mimo, ze pochodna
w tym punkcie nie istnieje (por. Przyktad 1.5h)).

Uwaga Wyznaczenie ekstremow funkcji f: [a,b] — R oznacza zatem, ze musimy zbadac
e wszystkie punkty zg € (a,b), dla ktorych f’ (z¢) = 0,
e punkty brzegowe rg =aixg =0,

e punkty, w ktérych funkcja nie jest rézniczkowalna.

NN

W tym celu mozemy na przykltad zbadaé zachowanie funkcji f (monotoniczno$é) w otoczeniu punktow-kandy-
datow zg € [a, b]. Wrocimy do tego tematu w kolejnych rozdziatach.
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4 TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIEJ

Twierdzenie Fermata ma takze inne zastosowania, niezwigzane z wyznaczaniem ekstreméw. Wykorzystujac je
mozna przykladowo wykazaé, ze pochodne funkeji roézniczkowalnych majg wtasnosé Darboux. Dla funkcji f € C!
jest to oczywiste, poniewaz wtedy pochodna f’ jest funkcjg ciagla, natomiast jesli f/ nie jest ciagla, to fakt ten
wymaga dowodu.

Twierdzenie 3.3. [Darboux]|
Niech funkcja f: Dy — R bedzie rézniczkowalna i niech [a,b] C Dy. Dla kazdej liczby ¢ lezacej miedzy liczbami
f'(a) i f'(b) istnieje taki punkt g € [a,b], Ze

1 (x0) =c.

Dowdd: = Podrecznik!!

Twierdzenie Darboux moze pomé6c w odpowiedzi (negatywnej) na pytanie, czy dana funkcja jest funkcja po-
chodna.
Nad tym problemem bedziemy zastanawiaé sie w dziale dotyczacym rachunku catkowego funkcji jednej zmienne;j.

4 Twierdzenia o warto$ci Sredniej

Mamy trzy wersje twierdzenia o wartosci Sredniej. Najtatwiejsza wersja jest wnioskiem z twierdzenia Fermata 3.2,
czyli z warunku koniecznego istnienia ekstremum lokalnego funkcji rézniczkowalne;j.

Twierdzenie 4.1. [Rolle’a]
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagta w przedziale [a, b] i r6zniczkowalng w przedziale otwartym (a, b).
Jesli f(a) = f(b), to istnieje co najmniej jeden punkt z( € (a,b) taki, ze

fa) = f(b) 1
f'(z0) =

Dowdd: = Na wykladzie!

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a jest oczywista. Jesli funkcja f spelnia zalozenia twierdzenia
Rolle’a, to styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie (zg, f (x9)) jest rownolegta do osi Oz.
Pilny Student powinien zastanowi¢ sie nad interpretacja fizyczng tego twierdzenia!

Uwaga Zauwazmy, ze odcinki (a,b) i [a,b] maja nastepujace przedstawienie parametryczne
(a,b) = {a+t(b—a): te(0,1)} i [a,b] = {a+t(b—a): te[0,1]}.

Wynika stad, ze teze twierdzenia Rolle’a mozna zapisa¢ w (czasami) wygodniejszej postaci:
Istnieje liczba co najmniej jedna liczba 6 € (0,1) taka, ze [ (a +60-(b— a)) =0.
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Korzystajac z twierdzenia Rolle’a mozna udowodnié¢ kolejne twierdzenie o wartosci Sredniej.

Twierdzenie 4.2. [Lagrange’a]
Jesli funkcja f: [a,b] — R jest ciagla w przedziale [a, b] i rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b), to istnieje
co najmniej jeden punkt xg € (a,b) taki, ze

Dowdd: = Na wykladzie!
7 twierdzenia Lagrange’a otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.3. Jezeli f: (a,b) — R jest rézniczkowalna, to istnieje liczba 6 € (0, 1) taka, ze

fle+h) = f(x) + f'(x+6h)-h,

oilexz, z+ h € (a,b).

Twierdzenie Rolle’a jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Lagrange’a dla f(a) = f(b).

Jesli funkcja f spelnia zatozenia twierdzenia Lagrange’a, to styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie
(20, f (0)) jest rownolegta do siecznej przechodzacej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Natomiast w interpretacji
fizycznej oznacza to, $rednia predko$¢ punktu materialnego w przedziale czasowym [a, b] jest rowna predkosci
chwilowej w pewnej chwili z¢ € (a,b).

Twierdzenie Lagrange’a mozna jeszcze uogolnic.

Twierdzenie 4.4. [Cauchy’ego o wartosci Sredniej]
Niech f,g: [a,b] — R beda funkcjami ciaglymi w przedziale [a,b] i rozniczkowalnymi w przedziale otwar-
tym (a,b). Wowczas istnieje punkt xg € (a,b) taki, ze

(F(6) = f(a)) - ¢ (w0) = (g(b) —g(a)) - /' (x0)-

Dowdd: v= Na wykladzie!

Zauwazmy, ze twierdzenie Lagrange’a jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia Cauchy’ego dla funkeji
9(w) = .

Jezeli w twierdzeniu Cauchy’ego zatozymy, ze ¢’ () # 0 dla wszystkich z € (a,b), to g(a) # g(b) i warunek
z twierdzenia mozemy zapisa¢ w postaci

['@o) _ ) - fla)
7 (@) g —gla)

Gdyby pochodna ¢’ zerowala sie cho¢ w jednym punkcie, to powyzszy warunek nie musi by¢ prawdziwy!
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5 Pochodne a monotoniczno$é¢ funkcji

Twierdzenia o wartosci Sredniej wydaja sie by¢ bardzo teoretyczne, nie wskazuja na przyktad metody jak wy-
znaczy¢ punkty, ktorych istnienie zapewniaja. Ale ich zastosowania sg bardzo wazne.

Twierdzenie Lagrange’a 4.2 mozna wykorzystaé¢ przyktadowo do szacowania bledu.

Wniosek 5.1. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagla w przedziale [a,b] i rézniczkowalna w przedziale
otwartym (a,b). Wtedy nastepujace warunki réwnowazne:

e Pochodna f’ jest ograniczona na przedziale (a,b), tzn. istnieje stata L > 0 taka, ze

If'(x)] < L  dla wszystkich z € (a,b).

e Funkcja f spelnia na przedziale [a,b] warunek Lipschitza ze stata L.
Dowdd: v= Na wykladzie!
Uwaga
e Crzesto mowimy, ze szybko§¢ zmian wartosci funkcji lipschitzowskiej jest ograniczona.

e Funkcja o ograniczonej pochodnej jest funkcja lipschitzowska, a zatem szczegoélnosci jest funkcja jedno-
stajnie ciagta (zob. wyklad Wstep do Analizy Matematycznej).

Natomiast funkcja rézniczkowalna i (tylko) jednostajnie ciagta moze mie¢ nieograniczong pochodng. Roz-

wazmy przyktadowo funkcje f(x) = /z na zbiorze [0,1]. Jej pochodna f'(z) = ﬁ nie jest ograniczona

w zadnym otoczeniu zera i f’ (0) istnieje tylko w sensie niewlasciwym. Wynika stad, ze funkcja f nie
spelnia warunku Lipschtza na [0, 1].

e Funkcja klasy C! zaciesniona do przedziatu domknietego spetnia na nim warunek Lipschitza. Z twierdzenia
Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciaglej wynika bowiem, ze jej pochodna jest ograniczona i mozemy
skorzystaé¢ z poprzedniego twierdzenia.

Kolejny wniosek z twierdzenia Lagrange’a odgrywa duza role w wyznaczaniu ekstreméw funkcji.

Whniosek 5.2. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagla w przedziale [a,b] i rozniczkowalna w przedziale
otwartym (a, b).

a) Jedli f/(x) =0 dla wszystkich = € (a,b), to funkcja f jest stata w przedziale [a, b].

b) Jesli f'(z) > 0 dla wszystkich x € (a,b), to funkcja f jest rosngca w przedziale [a, b].

c) Jesli f'(z) > 0 dla wszystkich « € (a,b), to funkcja f jest silnie rosnaca w przedziale [a, b].
d) Jesli f/(x) < 0 dla wszystkich € (a,b), to funkcja f jest malejgca w przedziale [a, b].

e) Jesli f'(z) < 0 dla wszystkich « € (a,b), to funkcja f jest silnie malejgca w przedziale [a, b].

Dowdd: = Na wykladzie!

Zauwazmy, ze warunki w podpunktach a), b) i d) sa prawdziwe takze jako rownowaznosé. Natomiast warunkow

w podpunktach c¢) i e) nie mozna odwroéci¢, jako kontrprzyktad moze postuzyé funkcja f(z) = 3.

Nastepne twierdzenie podaje warunki wystarczajace istnienia ekstremum lokalnego funkecji.

Twierdzenie 5.3. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja ciagta w punkcie g € (a,b) i rézniczkowalng w jego
sasiedztwie.

a) Jesli istnieje € > 0 takie, ze

e f/(x) <0 dla wszystkich z € (xg —e,z0) 1 f'(z) > 0 dla wszystkich x € (zg, 2o + ¢), wtedy funkcja
f ma w punkcie zy (wlasciwe) minimum lokalne.

(

)

e f/(x) > 0 dla wszystkich = € (zg — &,10) 1 f/(z) < 0 dla wszystkich x € (zg, 79 +€), wtedy funkcja
f ma w punkcie zy (wlasciwe) maksimum lokalne.
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b) Niech dodatkowo funkcja f bedzie dwukrotnie rozniczkowalna w xg i niech f'(xq) = 0.
o Jesli f” (zg) > 0, to funkcja f ma w punkcie g minimum lokalne.
o Jesli f” (zg) <0, to funkcja f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.

e Jesli f” (zg) = 0, to nie mozna stwierdzi¢, czy funkcja f ma w punkcie zy ekstremum.

Dowdd: v= Na wykladzie!

Warunki wystarczajace na istnienie ekstremum podane w powyzszym twierdzeniu nie sg warunkami koniecznymi!
Funkcja moze mie¢ ekstremum lokalne w punkcie g, a jednoczesnie moze zachodzi¢ warunek f” (z¢) = 0. Prosze
rozwazy¢ przyktadowo funkcje f(z) = 2.

Ponadto mozna wskazaé funkcje, ktéra ma ekstremum w pewnym punkcie, ale jej pochodna nie ma stalego

znaku w zadnym prawym i lewym sasiedztwie tego punktu! == Na wykladzie!

Jezeli te warunki nie pozwalaja na stwierdzenie, czy w danym punkcie funkcja osigga ekstremum lokalne i jakiego
rodzaju, to mozemy postuzy¢ sie testem zwiazanym z pochodnymi wyzszych rzedéw. Podamy go bez dowodu
(mozna go znalezé w wiekszodci podrecznikéw z analizy matematycznej). Wspomnimy tylko, ze w dowodzie
korzysta sie ze wzoru Taylora, ktérym bedziemy zajmowaé sie w ostatnim rozdziale tej czesci wyktadu.

Twierdzenie 5.4. Niech funkcja f: (a,b) — R ma n-ta pochodna w pewnym otoczeniu punktu xy € (a,b),
gdzie n > 2, i pochodna ta jest ciaggta w tym punkcie.
Ponadto niech f'(z¢) = f"(x¢) = --- = f" V(x) =01 f™(20) # 0. Wowczas

a) jesli n jest liczba parzysta, to w punkcie xg funkcja f osiaga ekstremum:
e dla £ (z0) > 0 jest to minimum lokalne.
e dla (™ (z0) < 0 jest to maksimum lokalne.

b) jesli n jest liczba nieparzysta, to w punkcie xy funkcja f nie osiaga ekstremum.

Na koniec tego rozdzialu podamy jeszcze dwa proste wnioski z omawianych twierdzen. Pierwszy z nich wyko-
rzystuje sie przy dowodzeniu tozsamosci funkcyjnych. Drugi natomiast stanowi podstawe alternatywnej definicji
funkcji eksponencjalne;j.

Wniosek 5.5. Niech f,g: [a,b] — R beda funkcjami ciagtymi w przedziale [a,b] i rézniczkowalnymi w prze-
dziale otwartym (a,b).

Jesli f'(z) = ¢'(x) dla wszystkich z € (a,b), to istnieje taka stala C' € R, ze f(z) = g(x) + C dla wszystkich
x € [a,b].

Dowdd: v= Na wykladzie!

Whiosek 5.6. [Jednoznaczno$é funkcji eksponencjalnej|
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagta w przedziale [a, b] i rézniczkowalng w przedziale otwartym (a, b).
Jegli f/ = f, to

f(z) =C -exp(z) dla z € (a,b),

gdzie C' € R jest pewna stala.

Dowdd: v= Na wykladzie!

6 Pochodne a granice funkcji

Na wyktadzie Wstep do Analizy Matematycznej udowodniliSmy twierdzenie, ktére nazwaliSmy twierdzeniem
o arytmetyce granic. Wynika z niego, ze przy obliczaniu granic funkcji pomocny jest miedzy innymi nastepujacy
wzor o granicy ilorazu
I
S A )
lim = = .
o g@)  Tim g(@)

T—x0
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Nie mozna jednak z niego skorzysta¢, gdy obie funkcje f i g dla ¢ — =z zmierzaja réwnocze$nie do 0 lub
odpowiednio do +oo. W tym przypadku otrzymujemy formalnie tzw. wyrazenie nieoznaczone typu [%] lub
odpowiednio [%] Analogicznie, nie mozna korzysta¢ ze wzoru na granice iloczynu

lim f(z)-g(x) = lim f(z)- lim g(a),

T—xT0 T—x0 T—xT0

gdy jedna funkcja zmierza do 0 a druga do +oco. Takze takie granice jak lim f(2)9(*), gdy np. dla 2 — z( obie
TrT—T0

funkcje f i g zmierzaja do 0 lub gdy f zmierza do 1 a g do £o00, sg wyrazeniami nieoznaczonymi. Jak wiemy,
mamy nastepujace wyrazenia nieoznaczone

R TR S R ) N B o |

Konsekwencja twierdzenia Cauchy’ego o wartosci $redniej z poprzedniego rozdziatu jest narzedzie, ktore zna-
czaco utatwia obliczanie granic w dwoch pierwszych przypadkach. Natomiast kolejne przypadki da sie do nich
sprowadzi¢.

Nalezy jednak pamietaé, ze nie zawsze mozna stosowaé ponizej sformutowang regute lub zastosowanie jej pro-
wadzi do bardzo skomplikowanych obliczen. Z tego powodu lepiej znaé zaréwno regule de L’Hospitala, jak i
granice specjalne.

Twierdzenie 6.1. [Regula de L’Hospitala]
Niech funkcje f,g: (a,b) — R beda rézniczkowalne w sasiedztwie (a, b) \ {zo} punktu zo € (a,b) oraz dodatkowo
niech pochodna ¢'(z) # 0 dla wszystkich = € (a,b) \ {zo}.

Ponadto niech zachodzi jeden z dwéch przypadkow:

lim f(x)=0 i lim g(z) =0
T—Tg T—To
lub
lim f(z) =+ i lim g(x) = £oo.

T—T0 Tr—T0

Jedli istnieje (skoriczona lub nieskoniczona) granica lim g :ég , to istnieje tez granica lim %, i zachodzi
T—x0 T—xTo

lim —= = lim .
o g(@) | ase g'(a)

f@) _ o f@
g

Uzasadnienie: v Na wykladzie!

W twierdzeniu 6.1 dopuszczamy takze xy = a lub xy = b, tylko rozwazamy wtedy odpowiednie granice jedno-
stronne. Ponadto reguta de L’Hospitala pozostaje prawdziwa dla granic liczonych przy © — —oo lub odpowiednio
x — 400, jesli tylko przedzial (a,b) jest nieograniczony z dotu lub odpowiednio z gory.

Zalozenie o istnieniu granicy ilorazu lim {] :gz; jest istotne i nie mozna go pominaé. Jako przyktad prosze
T—XTQ -

rozwazy¢ granice
2 1

. 2x+sinx : . xT-sing
lim —— i lim ——%.
z—o0 2 — sinx z—0 sinx

Omoéwimy teraz kilka przyktadéw zastosowania regulty de L’Hospitala.

Przyklady 6.2. Rozwazmy najpierw pare tatwych i znanych nam granic.

a) Obliczmy granice
cos

lim —.
=5 T — 5
W tym celu rozwazmy funkcje f,g : R — R, gdzie f(z) = cosz i g(z) = x — 5. Obie funkcje f i g sg
ciagle, zatem
lim f(z) = f (ﬁ) = cos (g) =0 i lim g(z) = ¢ (f) =0.
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Funkcje f i g sa takze rozniczkowalne, przy czym f'(z) = —sinz i ¢'(x) = 1 # 0.
Wynika stad, ze mozemy zastosowac regute de L’Hospital i poniewaz granica lim y istnieje, to
ZL’*}%

Obliczmy teraz granice

lim
z—2 T — 2

W tym celu rozwazmy funkcje f(z) = 2% — 22 i g(x) =  — 2. Wtedy zachodzi

lim f(z) = f(2) =22 -22=0 i lim g(z) = g(2) = 0.

r—2
Funkcje f i g sa rézniczkowalne, przy czym f'(z) =In2-2* — 2z i ¢'(z) =1 #0.
Wynika stad, ze
W — In2-2% — 2z

im = lim ——— = 4In2 — 4.
z—2 1 — 2 r—2 1

Czesto musimy najpierw zapisa¢ funkcje, ktorej granice liczymy jako iloraz, aby moéc zastosowaé regule
de L’Hospitala.

Obliczmy granice
In(x)

lim z"In(z) = lim
z—0+t z—0+t T

dla n € N. Rézniczkujac teraz osobno licznik i mianownik otrzymujemy

. In(z) : 3 : -
lim = lim = lim ——z" = 0.
z—0t " z—0 —nx— "1 z—0 N

Moze si¢ takze zdarzy¢, ze regute de L Hospitala musimy zastosowac¢ pare razy pod rzad (o ile tylko
spelnione sa wymagane zalozenia):
" n—1 -1 n—2 !
lim BT T i M — 0,
z—o0 exp(z) z—o0 exp(z) z—oo  exp(x) z—o0 exp(z)

Trudniejsza do policzenia jest granica

. sinx & [1°] .. 1 sinx
lim = limexp|—-In .
z—0 xT z—0 xT T

Zastosujmy regule de L’Hospitala do argumentu funkcji eksponencjalnej

8

sin x 0 . B cosx _ 1 . W
lim In (S22) [é] lim Insinz — Inx H oo Sne & _ oy TC0ST —sinz H
z—0 €T z—0 €T z—0 1 z—0 T -sinx
I cosSx — x -sinx —cosx H I —sinx — x - cosT 0
= im - = lim - =
z—0 SiInx + x - cosx z—0 COST 4+ COST — X - SInx

i poniewaz funkcja eksponencjalna jest ciggla, zatem

1 .
lim exp ( -In (Smx>) = exp(0) = 1.
z—0 x x

= Kolejne przyklady, w szczegolnosci przyktady granic, przy ktorych nie mozna lub nie powinno sie stosowaé
reguly de L’Hospitala, zostang podane na wyktadzie.
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7 Pochodne a krzywizna wykresu funkcji

W rozdziale 5 (str. 22) stwierdziliSmy, ze znak pierwszej pochodnej f’ funkcji f: Dy — R dostarcza informacji
o monotonicznosci tej funkcji, tzn. pozwala wyznaczy¢ przedzialty, w ktorych funkcja jest rosnaca (wykres wznosi
sie) lub malejaca (wykres opada).

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé¢ geometryczne znaczenie drugiej pochodnej f”.

Definicja 7.1. Niech bedzie dana ciagla funkcja rzeczywista f: Dy — R i przedziat [a,b] C Dy.

a) Funkcje f nazywamy wypukte (wypukle ku dotowi) na przedziale [a,b], jesli dla wszystkich x1,x2 € [a, ]
i dla wszystkich liczb X\ € [0, 1] spelniona jest tzw. nieré6wnos$é Jensena:

f (Azn+ 1= Xa2) < Af(@1) + (1= N (@2),

tzn. odcinek taczacy punkty (w1, f (21)) i (22, f (22)) lezy powyzej wykresu (lub na wykresie) funkcji f.

f(x2) +

)

y=f(z)

z=2Azr1 + (1 — N2

A € [0,1]

T T T

T T To L

Jezeli dla wszystkich z1 # x2 1 dla wszystkich A € (0, 1) nier6wno$¢ w powyzszym warunku jest ostra, to
funkcje f nazywamy scisle wypuktq.

Funkcje f nazywamy wklestq (wypuktq ku gorze) na przedziale [a, b], jesli dla wszystkich x1,z2 € [a,b] i dla

wszystkich liczb A\ € [0, 1] spelniony jest warunek

f (Mei+ 1 =Xa2) > Af @1) + (1= N (@2),

tzn. odcinek taczacy punkty (w1, f (z1)) i (2, f (¥2)) lezy ponizej wykresu (lub na wykresie) funkcji f.

Yy
f(@) 1
f(ml) ] z=Ax1 + (1 —Nz2
X e [0,1]
f(x2) 1
y = f(z)
T T T \ T

1 X

Jezeli dla wszystkich z1 # 2 i dla wszystkich A € (0, 1) nieréwno$¢ w powyzszym warunku jest ostra, to
funkcje f nazywamy scisle wklestq.

z ponizszych warunkow:

Punkt z¢ € (a,b) nazywamy punktem przegiecia funkcji f, jesli istnieje takie € > 0, ze spelniony jest jeden

e f jest Scisle wypukta na przedziale (zg — €, zo] i $cisle wklesta na przedziale [zg, zg + €);

o f jest Scisle wklesta na przedziale (xg — €, o] 1 §cisle wypukla na przedziale [zg, 2o + €);

v d
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Uwaga

e Funkcja f: [a,b] — R jest wypukta doktadnie wtedy, gdy funkcja —f jest wklesta. Stwierdzenie to jest
bezposrednim wnioskiem z definicji 7.1 przez pomnozenie danych nieréwnosci przez —1.

e Suma funkcji wypuktych (wklestych) jest tez wypukla (wklesta), poniewaz nieréwno$ci mozna dodawaé
stronami. Jezeli przynajmniej jedna z funkcji, ktore sumujemy, jest $cisle wypukta (Scisle wklesta), to suma
tez jest Scisle wypukta (Scisle wklesta).

e Czasami definicje funkcji wypuktlej formutuje sie w ten sposob, ze jej nadwykres

{@y: st y>f@)}

ma by¢ zbiorem wypuklym. Analogiczng definicje podaje sie dla funkcji wklestej.

1= Zadanie domowe: Sprawdzi¢ z definicji, ze funkcja f(z) = 2% jest $cisle wypukla, natomiast funkcja
g(x) = |z| jest wypuktla, ale nie jest Scisle wypukta.

Oczywiscie, sprawdzanie wprost z definicji wypuklosci (wklestosci) funkcji moze byé ucigzliwym i Zmudnym
zadaniem, podobnie jak badanie monotonicznosci. Z tego powodu sformutujemy teraz warunki pozwalajgce
badaé wypuktosé za pomoca pochodnych.

Twierdzenie 7.2. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Wowczas nastepujace warunki sa row-
nowazne:

a) Funkcja f jest (stabo) wypukta w przedziale (a,b).

b) Pochodna f’ jest funkcja (stabo) rosngceq (niemalejacg) w przedziale (a,b).

¢) Dla dowolnych punktéow z,zo € (a,b) zachodzi f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — o).
Dowdd: = Na wykladzie!

= Na wykladzie podamy tez charakteryzacje funkcji $cisle wypukte;j!

7 powyzszego twierdzenia i poprzedzajacej go uwagi wynika bezposrednio analogiczne twierdzenie dotyczace
funkeji wklestych.

Twierdzenie 7.3. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Wowczas nastepujace warunki sa row-
nowazne:

a) Funkcja f jest (stabo) wklesta w przedziale (a,b).
b) Pochodna f’ jest funkcja (stabo) malejgca (nierosnacg) w przedziale (a,b).
¢) Dla dowolnych punktéow z,xy € (a,b) zachodzi f(x) < f(xo) + f'(x0) - (x — x0).

Dowdd: v Cwiczenie!
ww Cwiczenie: Poda¢ charakteryzacje funkcji $cisle wklestej!
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7 POCHODNE A KRZYWIZNA WYKRESU FUNKCJI

Twierdzenia 7.2 1 7.3, a dokladniej ich podpunkty a) i c), umozliwiaja kolejng graficzna charakteryzacje roz-
niczkowalnych funkcji wypuktych i wklestych. A mianowicie zamiast odcinkéw taczacych dowolne dwa punkty
wykresu jak w definicji tych funkcji, mozna rozwazaé styczne w dowolnym punkcie ich wykresu. Wykres funkcji
wypuklej bedzie lezal powyzej (na), a wykres funkcji wklestej ponizej (na) dowolnej stycznej.

Z wniosku 5.2 dostajemy kolejny warunek rownowazny wypuklosci (wklestosci) funkeji dwukrotnie rézniczko-

walnej.

Twierdzenie 7.4. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna. W tym przypadku prawdziwe
sa nastepujace stwierdzenia:

e Funkcja f jest (stabo) wklesta w przedziale (a,b), jesli f”(x) < 0 dla wszystkich = € (a,b);

e Funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (a,b), jesli f”(x) < 0 dla wszystkich z € (a, b);

e Funkcja f jest (stabo) wypukta w przedziale (a,b), jesli f”(x) > 0 dla wszystkich x € (a,b);

e Funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (a,b), jesli f”(x) > 0 dla wszystkich = € (a,b).
Dowdd: v Cwiczenie!
Z twierdzen 7.2 i 7.3 (podpunkty a) i b)) oraz z twierdzenia 3.2 dostajemy natychmiast warunki konieczne
istnienia punktu przegiecia wykresu funkcji rézniczkowalnej.
Twierdzenie 7.5. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg rézniczkowalng oraz niech xg € (a,b).

a) Jedli funkcja f ma w xy punkt przegiecia, to pochodna f’ ma w tym punkcie wlasciwe ekstremum lokalne.

b) Jesli funkcja f ma w xo punkt przegiecia i jest w tym punkcie dwukrotnie rézniczkowalna, to druga
pochodna f”(x¢) = 0.

Dowdd: = Cwiczenie!
Nastepne twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy istnienia punktu przegiecia wykresu funkcji

dwukrotnie rézniczkowalne;.

Whiosek 7.6. Niech funkcja ciagla f: (a,b) — R bedzie dwukrotnie rozniczkowalna w sasiedztwie punk-
tu xo € (a,b).

Funkcja f ma w z9 € (a,b) punkt przegiecia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢ > 0, takie ze
(xo —€,20 + €) C (a,b) i zachodzi jeden z warunkow:

o f(x) <0 dla wszystkich x € (zg — &,z0) 1 f”(z) > 0 dla wszystkich x € (zg, zo + €);

o f(x) > 0 dla wszystkich z € (zg —&,20) 1 f(x) < 0 dla wszystkich = € (zg, zg + €).

Przyktady 7.7.
e Funkcje f: (0,00) — R, gdzie f(z) =In(z),ig: R — R, gdzie g(x) = —x2, sa wklgste.

e Funkcja f: R — R, gdzie f(z) = exp(x),ig: R — R, gdzie g(z) = 22, sa wypukle.

e Dana jest funkcja potegowa f: R — R, gdzie f(z) =2 in e N.
Jej druga pochodna f”(x) = n(n — 1)z"~? jest nieujemna dla kazdego = € R i parzystego wykladnika n.
Wynika stad, ze funkcja f jest wypukla w calej swej dziedzinie.
Jedli natomiast wyktadnik n jest nieparzysty, to druga pochodna f” jest ujemna dla x < 0 i dodatnia

dla z > 0. Zatem funkcja f jest wklesta w przedziale (—oo, 0] i wypukla w przedziale [0, 00), a w punkcie
xp = 0 ma punkt przegiecia.

= Kolejne przyklady zostang podane na wykladzie.
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8 BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

8 Badanie przebiegu zmienno$ci funkcji

Zalézmy, ze funkcja f dana jest pewnym wzorem, wedlug ktérego argumentowi = przyporzadkowujemy wartosé

f(@).

Celem badania przebiegu zmiennos$ci funkcji f jest okreslenie takich waznych wlasnosci funkcji, jak symetria
(parzystos¢, nieparzystos$c), okresowosé, ekstrema i punkty ich osiggania, monotonicznos$¢ itp., a nastepnie na
ich podstawie naszkicowanie wykresu funkcji.

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji powinno przeprowadzaé sie w sposéb systematyczny, przyktadowo wedtug
nastepujacych punktow:

Wyznaczenie naturalnej dziedziny D funkeji f.

Sprawdzenie, czy funkcja jest okresowa i parzysta/nieparzysta (zob. wyklad Wstep do Analizy Matema-
tyczney).

Okreslenie zachowania funkcji f na brzegu dziedziny, tzn. obliczenie granicy lim f(x) dla wszystkich

a € Dy \ Dy i/lub dla a = +o0.
Wyznaczenie asymptot (zob. wyktad Wstep do Analizy Matematyczneyj).

Wyznaczenie miejsc zerowych funkcji f i przedzialéw, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie i
ujemne.

Obliczenie pochodnych, przewaznie f’ i f”, oraz okreslenie ich dziedzin.
Okreslenie przedziatéow, w ktorych funkcja f jest rosnaca i malejaca.
Wyznaczenie ekstremoéw funkeji f i punktéw, w ktorych sa osiggane.
Wyznaczenie przedzialow, w ktoérych funkcja f jest wypukta i wklesta.
Wyznaczenie punktow przegiecia funkeji f.

Okreslenie zbioru wartosci funkcji f.

Naszkicowanie wykresu funkcji f.

Przyklad 8.1. Dana jest funkcja

- 1
| 1 Z;_ dla z <1,
 _
f@) = Ft =g T
5 dla z>1.
a5

e Funkcja zdefiniowana jest dla wszystkich liczb rzeczywistych z wylaczeniem miejsc zerowych mianownika,

tzn. Dy =R\ {0}.

e Obliczmy granice funkcji przy x zmierzajacym do Foo:

r | —r+1 -1 1
ho B g ZERL g T il
xr— —00 €T Tr— —00 €T Tr— 00 x xr——00 xT

= 0.

Wynika stad, ze prosta y = 0 jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w doo.
Obliczajac granice jednostronne w punkcie z = 0

|l —1]
— =

. =1
i lim 5 =
r—0+ xT

lim
x—0~ T

otrzymujemy, ze prosta x = 0 jest obustronng asymptota pionowa wykresu funkcji f.

e Punkt z = 1 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f, poza tym funkcja f przyjmuje tylko wartosci

dodatnie.

’ v d



8 BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

e Pochodna pierwszego rzedu funkcji f réwna jest

—9
. dla = € (—o0,0) U (0, 1),
/ _ x
3 dla z € (1,0).

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie = 1, czyli Dy = R\ {0,1}. Jedynym
miejscem zerowym pochodnej f’ jest punkt z = 2, ponadto f'(z) > 0 dla x € (—o00,0) U (1,2) oraz
f(x) < 0dlaz e (0,1) U (2,00). Wynika stad, ze f jest silnie rosnaca w przedziatach (—o0,0) i (1,2),
a silnie malejaca w przedziatach (0,1) i (2,00). Zatem funkcja f przyjmuje w punkcie z = 1 minimum

lokalne o warto$ci f(1) = 0, a w punkcie = 2 maksimum lokalne o wartosci f(2) = 1.

e Pochodna drugiego rzedu funkcji f réwna jest

) B W dla z € (—00,0) U (0,1),
— dla z € (1,00).

Jedynym miejscem zerowym drugiej pochodnej f” jest punkt x = 3, ponadto f”(x) > 0dlaz € (—o0,0)U
(0,1) U (3,00) oraz f"(x) < 0 dla = € (1,3). Wynika stad, ze funkcja f jest wypukla w przedzialach
(—00,0), (0,1) 1 (3,00), a wklesta w przedziale (1,3). Zatem punkty = 1 i 2 = 3 sa punktami przegiecia
wykresu funkcji f.

e 7 poprzedzajacych obliczen wynika, ze zbiorem wartosci funkeji f jest Wy = [0, 00).

e Naszkicowanie wykresu funkcji jest tatwiejsze, jesli zbierzemy wszystkie uzyskane informacje w przejrzystej
formie tabelki:

x (—00,0) 0 (0,1) 1 (1,2) 2 (2,3) 3 (3,00)
I (x) + X — X + 0 = -
f(x) + X + X = = 0 +
f(m) 0 j OO|OO \> ngn / m%ax \ p%p \> 0
Yy
1.5 4+
[z — 1]
T f(l‘) = 22
0.5 1
i \::
5/
P 1 > 5 i} 5 6 : T
min max pp
pp

. v d



9 WZOR TAYLORA

9 Wzér Taylora

W paragrafie 1.2.2 zajmowali$my sie interpretacja geometryczna pochodnej rozwiazujac tzw. problem Leibniza
polegajacy na wyznaczeniu takiej funkcji liniowej L, () = ax+b, ktora w otoczeniu punktu (xo, f (z¢)) mozliwie
najlepiej aproksymuje (przybliza) rozniczkowalng w punkcie x funkcje f. To znaczy tak, aby blad aproksymacji
zmierzal do zera przy r — xg, ale istotnie szybciej od réznicy z — xq, czyli

o L@ = Lo(@)

Tr—xo xTr — ;CO

= 0.

W tym rozdziale bedziemy zajmowac sie uogédlnieniem problemu Leibniza, czyli problemem przyblizania funkcji
n-krotnie rézniczkowalnej w pewnym punkcie przy pomocy wielomianéw:

Niech funkcja rzeczywista f: Dy — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xg € Dy.
Szukamy wielomianu T}, stopnia co najwyzej n € N, takiego ze

i JE)= o)

= 0.
T—To (q; — xo)n

W przypadku n = 1 rozwigzaliSmy ten problem korzystajac z pochodnej f’ (x¢) i wprowadzajac pojecie stycznej:
Ti(z) = Ls(z) = f(z0) + f'(20) - (x — 20).

Brook Taylor (1685-1735) wykazal istnienie takiego wielomianu 7T}, w ogélnym przypadku. Motywacja byt tatwy
do zauwazenia zwigzek miedzy wspotczynnikami wielomianu i warto§ciami pochodnych wielomianu w zerze (i nie
tylko). Dokladniej mowiac, wielomian jest catkowicie okreslony, jezeli znamy wartosci jego pochodnych w do-
wolnie ustalonym punkcie.

Lemat 9.1. [Wz6r Taylora dla wielomianow]|
Niech P bedzie wielomianem stopnia n. Wtedy

P(z) = P(0) + P'(0) -z + P/;(!()) 2?4 PM™(0 4 Z P(0
lub ” i
P(z) =P(xo)+P/(xo)-(x—mo)+$.(g;—xo)2+...+PT§zO)_(x_mo) _

" PR ()
:ZTO'(x—wo)k7
k=0
gdzie P(9)(0) - 2% °Z" P(0) lub odpowiednio P (zg) - (z — 20)° “Z" P(0).
Dowdd: v Na wykladzie!

Oczywiscie, jesli P jest wielomianem stopnia n, to wszystkie pochodne rzedu wiekszego niz n sa réwne tozsamo-
§ciowo zeru. Mniej oczywisty jest fakt, ktéry mozna udowodni¢ indukcyjnie (v Na wykladzie!), ze warunek
ten spelniaja jedynie wielomiany odpowiedniego stopnia.

Dla funkcji n-krotnie rézniczkowalnej w pewnym punkcie rozwazymy teraz wielomian stopnia n ze wspétczynni-
kami okreslonymi za pomoca pochodnych w sposéb analogiczny, jak w lemacie 9.1 dla wielomianéw. Naturalnie,
zgodnie z wczesniejszg uwaga, wielomian ten nie bedzie rowny funkcji, z ktorej powstal, udowodnimy jednak,
ze réznica nie bedzie duza.

Definicja 9.2. Niech funkcja rzeczywista f: [a,b] — R bedzie przynajmniej n-krotnie rézniczkowalna w punkcie
Zo € (a,b). Wtedy wielomian postaci

fl/ (.’I;Q)
2

f(n) (o)

n!

To(z) = f(w0) + f'(20) (x — o) + (@ —m0)” A+ + “(z = 20)"

nazywamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f o §rodku w punkcie zg.

' v d



9 WZOR TAYLORA

Czasami jest korzystniej zapisa¢ wielomian Taylora uzywajac notacji z ,h” (tzn. podstawiajac
x =z + h):

I ey, @) .

To(wo+h) = f(x0) + ['(w0) -h + n!

Uzywajac znaku sumy mozemy zapisa¢ wielomian Taylora w nastepujacy sposéb:

(k) (p
Tw) = Y ™ @ - o)t

k!
k=0

lub w notacji alternatywne;j

T, (zo +h) = i%hk

k=0

gdzie fO) (z0) - (z — 0)° (odpowiednio f(©) (zo) - h0) oznacza f (zo)-

Przedstawmy na rysunku pare pierwszych wielomianéw Taylora:

To(z) = f (z0) — funkcja stata
Ty (x) = f (zo) + f (x0) - (x — x0) — funkcja liniowa (styczna)
To(x) = f (zo) + f (x0) - (x — x0) + @ (z—x0)> - funkcja kwadratowa
Y
T f

/] \ . :

Uwaga Zauwazmy, ze wartosci pochodnych (do rzedu n wiacznie) wielomianu Taylora w punkcie zp rowne sa
warto$ciom odpowiednich pochodnych funkcji f w tym punkcie, czyli

T (zo) = f® (20) dla k=0,1,...,n.
7Z tego powodu mozemy przypuszczac, ze w otoczeniu punktu xy wielomian 7;, do$¢ dobrze przybliza oryginalng
funkcje f.

Udowodnimy teraz, ze rzeczywiscie wielomian Taylora jest jedynym rozwigzaniem problemu sformutowanego na
poczatku rozdziatu.

Twierdzenie 9.3.  Niech funkcja rzeczywista f: [a,b] — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna w punkcie
xo € (a,b). Wowczas
i {@) = T(0)
T—xTg (;[; — xo)

:0’

gdzie T}, jest n-tym wielomianem Taylora funkcji f o §rodku w punkcie xg.

: v d
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Jezeli btad aproksymacji funkcji f wielomianem Taylora 7;, oznaczymy

ro(z) = f(z) — Th(x),

to funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f" (o) (@ — 20 4+ £ (20)

f(@) = £ (20) + f' (o) - (x = z0) + n!

(& = 20)" 4 (x)

zwanej wzorem Taylora funkcji f w punkcie xg. W przypadku xzg = 0 wzor Taylora nazywany jest wzorem
Maclaurina.

Natomiast funkcja r,(z) nazywana jest resztq Peano we wzorze Taylora. Oczywiscie reszta r, zalezy nie tylko
od z, ale takze od wybranego punktu xg, dlatego czesto oznacza jest jako r,(z,xo).

W $wietle poprzedniego twierdzenia wzor Taylora mozemy takze zapisa¢ w postaci

) (o
o) = 10 ) 4 o((@ = o)™

k!
k=0

uzywajac tzw. notacji Landaua ,,0 mate”.

Notacja r,(z) = o ((z — ¢)") pray & — xo oznacza, ze JLH:,}O (,@Tf;?)n -0
Bardziej ogoélnie:
f(z) = o(g(z)) przy = — x0 — im 28 _
r—T0 (g {E)

Podamy teraz wzory Maclaurina-Taylora dla paru funkcji i ich zastosowanie w liczeniu granic funkecji.

Przyklad 9.4. Wzory Maclaurina dla podstawowych funkcji:

O Dlaz — O:
=1 1'2 5173 " n
exp(e) =1+ + Tp+or+- o+ — +o@")
® Dlaz — 0: , ) -
X X n T T
sin@) =z -+ g+ OV g @)
gdzie r(x) = o(x?"+1) = o(x?"+2),
® Dlaz — 0:
z2 ozt g2
cos(x) = 1—5—1-14_...4'_(_1) )l +r(x),
gdzie T(SL‘) = 0(132n) = O($2n+1).
O Dla z — O: . d
x X "
1 ]. = _ — —_— _1 n+17 n .
n(l+z)=x 7 T3t +(-1) n—i—o(x)

= SzczegoOly 1 zastosowanie do obliczania granic funkcji na wyktadzie!

Wzor Taylora mozemy wykorzysta¢ praktycznie do przyblizonego obliczania wartosci zadanych funkcji. Odpo-
wiednie przyklady pojawia sie na éwiczeniach. Z twierdzenia 9.3 wynika, ze im wiekszy stopienn wielomianu
Taylora, tym mniejszy jest btad aproksymacji

Jedli jednak chcemy przybliza¢ funkcje wielomianami Taylora z géry zadana dokladnoscia, to potrzebne jest
doktadniejsze oszacowanie reszty lub po prostu wyrazenie jej w sposéb jawny.

. v d



9 WZOR TAYLORA

Twierdzenie 9.5. [Wzér Taylora z reszta Lagrange’a]

Niech funkcja f : [a,b] — R bedzie (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w sposob ciagly w przedziale (a,b) i niech
zo € (a, b) bedzie ustalonym punktem. Wtedy dla kazdego = € (a, b) istnieje punkt posredni & = z¢+6 (z — o),
gdzie 6 € (0,1), taki ze

Dowdd: v= Na wykladzie!

Jesli we wzorze Taylora podstawimy n = 0, to otrzymamy ,zerowa’ aproksymacje, ktora jest réwnowazna
twierdzeniu Lagrange’a 4.2

po=L0ZI@) ) fao)+ () (@ — o).

Tr — X

Twierdzenie 9.5 jest zatem uogoélnieniem twierdzenia Lagrange’a zawierajacym nie tylko pierwsza, ale wszystkie
pochodne funkcji f do rzedu n + 1 wiacznie.

Prawa strona wzoru Taylora z reszta Lagrange’a wyglada prawie jak (n + 1)-wszy wielomian Taylora. War-
to§¢ pochodnej f(**1 nie jest jednak obliczana w punkcie rozwiniecia xo, ale w pewnym punkcie posrednim
¢. Twierdzenie nie podaje sposobu, jak wyznaczyé ten punkt. Jesli jednak jesteSmy w stanie oszacowaé po-
chodna ’f("‘H) (§)|, to powyzszy wzér mozna wykorzysta¢ w podobny sposéb, jak twierdzenie Lagrange’a 4.2,
do przyblizonych obliczen i oszacowania bledu otrzymanego przyblizenia.

Przyklad 9.6. = Na éwiczeniach!

Wzoér Taylora mozna tez wykorzysta¢ do dowodzenia nieréwnosci.

Przyklad 9.7. [Uogé6lniona nieré6wnosé Bernoulliego]
Niech £ > —11i a € R. Wtedy

(1+2)* > 1+ax dla « € (—00,0] U1, +0c0)
< l+ax dla «€[0,1].

W zaleznosci od przyjetych zatozen lub oczekiwan mozemy rozpatrywaé reszte we wzorze Taylora w innych
postaciach. Najbardziej znane przedstawienia to np. reszta w postaci Cauchy’ego lub Schlémilcha-Roche’a
== Podrecznik.

Ten rozdzial zakoriczymy bardzo specyficznym przykladem.
Przyklad 9.8. Wyznaczy¢ wzor Taylora dla funkeji

_ exp (7712) dla = #0,
f) = { 0 dla z=0.
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Czesé 11
Rachunek calkowy funkcji jednej zmienne;j

Catka, obok granicy i pochodnej, nalezy do grupy najwazniejszych pojeé analizy matematycznej. Jest to takze
pojecie bardzo szerokie. Nasze rozwazania na temat calki rozpoczniemy od wyznaczania funkcji pierwotnej danej
funkcji, co mozemy potraktowac jako operacje odwrotng do rézniczkowania. Bedzie to widoczne przy okre§laniu
wlasnosci catki, w dowodach twierdzen i wyprowadzaniu regut catkowania.

Jednak obliczanie pochodnych funkcji elementarnych jest czynnoscia do$¢ techniczna, wystarczy zna¢ odpowied-
nig liczbe wzoréw. Natomiast catkowanie wymaga, co Panstwo niedtugo zobacza, wiekszych umiejetnosci oraz
duzej wprawy.

10 Funkcja pierwotna

Definicja 10.1. Niech f: I — R bedzie funkcja okreslona w przedziale otwartym 1.
Moéwimy, ze funkcja F': I — R jest funkcjg pierwotng funkcji f w przedziale I, je§li F jest funkcja rézniczkowalna
w I oraz F'(z) = f(x) dla kazdego x € I.

Przyklady 10.2. = Na wykladzie!

Funkcja pierwotna, o ile istnieje, nie jest wyznaczona w sposéb jednoznaczny!

Zauwazmy bowiem, ze jezeli Fj jest funkcja pierwotng funkcji f w przedziale I, to dla dowolnej statej ¢ € R
funkcja Fj + c jest takze funkcja pierwotng funkcji f w tym przedziale.

Na odwrét: Jezeli Fy i F' sa funkcjami pierwotnymi funkcji f w przedziale I, to istnieje stala ¢ € R, taka ze
F = Fy+c. Istotnie, niech G := F — Fy, wtedy G’ (x) = F'(z) — Fj(x) = f(x)— f(z) = 0dlax € I. Z wniosku 5.2
z twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej wynika, ze G jest funkcja stalty w przedziale I.

Zapiszmy nasze rozwazania w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 10.3. Niech [ bedzie dowolonym przedzialem otwartym i niech Fy: I — R bedzie funkcjag
pierwotng funkcji f: I — R w przedziale otwartym I. Wowczas funkcja F': I — R jest funkcjg pierwotng
funkcji f w przedziale I wtedy i tylko wtedy, gdy F' — Fy jest funkcjg stalty w 1.

Zalozenie, ze funkcja f okreSlona jest na przedziale jest istotne! Gdyby$my bowiem rozwazali funkcje f nie na
przedziale, tylko na sumie dwoch (kilku) roztacznych przedzialow, to wtedy réznica dwoch funkeji pierwotnych
funkcji f nie musi by¢ stala.

Przyklad 10.4. = Na wykladzie!

Naturalne wydaje sie pytanie, czy wszystkie funkcje majag funkcje pierwotne. W odpowiedzi na to pytanie czesto
pomaga nam nastepujace twierdzenie bedace wnioskiem z wtasnosci Darboux dla pochodnej (zob. Twierdze-
nie 3.3).

Twierdzenie 10.5. [Warunek konieczny istnienia funkcji pierwotnej]
Niech I bedzie dowolonym przedziatem otwartym. Jesli funkcja f: I — R ma funkcje pierwotna, to f ma
wlasnoéé¢ Darboux w tym przedziale.

7 powyzszego twierdzenia wynika przyktadowo, ze funkcja

-1 dla x <0,
flx) = sgn(z) = 0 dla z =0,
1 dla >0

. v d

nie ma funkcji pierwotnej na zbiorze R.



10 FUNKCJA PIERWOTNA

Natomiast mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.6. [Warunek konieczny istnienia funkcji pierwotnej]

Kazda funkcja ciggta f: I — R, gdzie I jest przedzialem otwartym, ma funkcje pierwotng.

Dowdd: == Pojawi si¢ pozniej (zob. twierdzenie 13.2), poniewaz na razie brakuje nam narzedzi do jego prze-
prowadzenia.

Uwaga W rachunku rézniczkowym, jedli tylko znamy odpowiednie wzory i reguly rézniczkowania, mozna podaé
pochodna kazdej funkcji rézniczkowalne;j.

Natomiast nie wszystkie funkcje elementarne maja funkcje pierwotne bedace takze funkcjami elementarny-
mi, tzn. takimi funkcjami, ktoére powstaja przez skonczona liczbe operacji algebraicznych i sktadania funkcji
wielomianowych, funkcji wyktadniczych, funkcji trygonometrycznych i funkcji odwrotnych do nich.

Dotyczy to przykladowo funkcji okreslonych wzorami

fl)y=v1+a3,  z>-1 g(z)=2-E >0
h(z) = k(z) = e,

Fakt ten byl, miedzy innymi, impulsem do zdefiniowania nowych funkcji, ktére nazywamy czesto funkcjami
specjalnymi.

x> 1; r eR.

1
Inz’

Z liniowo$ci operacji rézniczkowania dostajemy ponizsze wtasnosci funkcji pierwotne;j.

Wtlasnosé 10.7. Niech F,G: I — R beda funkcjami pierwotnymi odpowiednio funkcji f i g w przedziale
otwartym I oraz niech A € R.

Wtedy A-F jest funkcjg pierwotng funkeji A- f oraz F + G jest funkcja pierwotng funkcji f 4+ g w przedziale I.
Dowdd: v Na wykladzie!

Odpowiednik powyzszego twierdzenia dla iloczynu funkcji nie zachodzi. Mianowicie, mozna wskaza¢ funkcje
posiadajace funkcje pierwotne w przedziale, ktérych iloczyn nie ma funkeji pierwotnej.

Funkcje pierwotne wazniejszych funkcji:

f(z) F(z)

T a, a€R z—a-x+C w R

z°, aeR\{-1} | &5 +C w odpowiednich przedziatach
1 In|z|+C w (—00,0) i w (0,00)

er, e* +C wR

a®, a>0,a#1 ﬁ'az+6’ w R

sin x, —cosxz + C w R

cos T, sinx + C w R

L tgz 4+ C w (7g+k7r,g+k7r), keZ
e —ctgr+C w (km,m+kn), k€Z
ﬁ, arcsinz +C = —arccosz +C  w (—1,1)

H%’ z€eR arctgx + C = —arcctgz + C w R

sinh x, coshz + C w R

cosh z, sinhx + C w R

przy czym C' € R jest dowolng stala.
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Trzeba jednak zdawac sobie sprawe, ze litera C na kazdym z przedziatéw, ktérych suma jest naturalng dziedzing
catkowanej funkcji moze oznaczaé¢ inng stala (zgodnie z uwaga i przyktadem po twierdzeniu 10.3).

W powyzszej tabelce brakuje wzoréw na pierwotne niektérych funkeji elementarnych, przykladowo nie ma
na niej wzoru na pierwotna z tangensa czy z logarytmu. Wynika to z faktu, ze funkcje te nie pojawity sie jako
pochodne w tabeli z pochodnymi funkcji elementarnych. Wyznaczenie tych pierwotnych wiaze sie z koniecznoscia
nauczenia sie dodatkowych regut i wzoréw. Ale, jak juz wspomnieliSmy, moze sie zdazy¢, ze w ogdle nie da sie
wyrazi¢ pierwotnej funkcji elementarnej za pomoca funkcji elementarnych.

. v d
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11 Calka nieoznaczona

Aby uprosci¢ zapis wprowadzimy teraz pojecie calki nieoznaczone;j.

Definicja 11.1. Niech f: I — R bedzie funkcjg okreslong w przedziale otwartym 1.
Jesli funkcja f ma funkcje pierwotna w przedziale I, to rodzine wszystkich funkeji pierwotnych funkcji f w tym
przedziale nazywamy catkq nieoznaczong funkcji f w przedziale I i oznaczamy

/f(x) dr = {F; I —R: Yo F'(z) :f(x)}.

Jesli funkcja f nie ma funkcji pierwotnej w przedziale I, to méwimy, ze funkcja ta nie ma calki nieoznaczonej
w tym przedziale.

Twierdzenie 10.3 uzasadnia nastepujacy, uzywany powszechnie zapis

/f(x)da: oz P(x) 4+ C,

gdzie F jest dowolnie wybrang funkcja pierwotna funkcji f na danym przedziale, a C' € R jest dowolng stata.

Do wyznaczenia calki nieoznaczonej funkcji w przedziale wystarczy wiec obliczenie jednej z jej funkcji pier-
wotnych w tym przedziale. W literaturze wyznaczanie funkcji pierwotnej oraz calki nieoznaczonej nazywa sie
catkowaniem.

Oznaczenie [ f(z)dz, calki nieoznaczonej funkeji f w przedziale I, pochodzi od Leibniza, a symbol dz w nim
wystepujacy jest zwiazany z definicja calki oznaczonej lub jej geometryczna interpretacja (w zaleznosci od
sposobu podejscia).

W oznaczeniu tym nie wystepuje symbol przedzialu I. Nalezy jednak pamietaé, ze proces wyznaczania calki
nieoznaczonej jest $cisle zwigzany z przedzialem.

Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotyczace catki nieoznaczonej, m.in. twierdzenie o liniowoéci, w ktérym
bedziemy dodawa¢ rodziny funkcji i mnozy¢ rodzine funkcji przez skalar.
W tym celu wprowadzmy najpierw nastepujace oznaczenia.

Definicja 11.2. Dla zbioréw A, B C R! funkeji rzeczywistych okreslonych na zbiorze I przyjmujemy

A+B = {f+g: feA i g€B},
aA = {af: fEA}, gdzie a € R,
g+A = {g+f: feA}, gdzieg:I—R,
Aop = {foyp: feA}, gdiiep:Y —R, o(Y)CX.

Ponizsze twierdzenie jest bezposrednim wnioskiem z wtasnosci 10.7.

Twierdzenie 11.3. [o liniowosci calki nieoznaczonej|
Jesli istniejg caltki nieoznaczone funkcji f, g: I — R w przedziale I, to istniejg réwniez calki nieoznaczone funkcji
f+g1iaf wtym przedziale oraz spelnione sa nastepujace zalezno$ci:

/(f(m)Jrg(x))dx = /f(x)d:c + /g(x)dx i /af(x)dx = a/f(x)d:v.

11.1 Podstawowe metody calkowania
Podane ponizej metody wyznaczania funkcji pierwotnej wynikaja bezposrednio z regut dotyczacych rézniczko-
wania.

7 twierdzenia 1.8 o arytmetyce pochodnych, a doktadniej ze wzoru na pochodnag iloczynu
(f-9)=/f " g+ [ g wynika nastepujace twierdzenie:

s v d
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Twierdzenie 11.4. [o calkowaniu przez czesci]
Niech f,g: I — R beda funkcjami rézniczkowalnymi w przedziale otwartym 1.

Jedli istnieje calka nieoznaczona funkcji f'- g w przedziale I, to istnieje rowniez calka nieoznaczona funkcji f - ¢’

w tym przedziale oraz

/ f(@)-g@)dz = f(z) g(z) - / (@) - g(@) de.

Dowdd: = Na wykladzie!

Calkowanie przez czeSci wymaga wlasciwej intuicji i/lub pewnego do$wiadczenia.
czong

/ o

mamy przykltadowo dwie mozliwosci.

Obliczajac catke nieozna-

® Niech
flx) == = f(x) =1,
g (z) = exp(z) = g(z) = exp(x)
Wynika stad, ze
/ x -exp(x)de = _x -exp( )—/ 1 -exp(x) dz =
9’ f 9 ! 9
= z-exp(z) — exp(z)+C =
® Niech teraz
f(z) = exp(x) = f'(x) = exp(z),
g(z) == = g(x) = a2
Zatem
L 5 L
x -exp(x) dz = 3% -exp(x) — 5% -exp(x) dz.
S ~  f i

Ten wybor funkeji f i ¢’ byl mato pomocny, poniewaz po zastosowaniu wzoru na calkowanie przez czesci

dostaliémy do policzenia bardziej skomplikowana caltke.

Przyklad 11.5. Obliczmy calke nieoznaczong

/ o)

Niech

Ze wzoru na calkowanie przez czesci otrzymujemy

/ln(x) dz /IH(IE) -ldx

z-In(z) —z +C = z- (In(z) - 1)+ C.

1
1 _ Zde =
z - In(x) /IE ~dz

W szczegolnoscei funkcja z - (ln(a:) — 1) jest funkcja pierwotna logarytmu naturalnego w przedziale (0, o).

= Kolejne przyklady zostang podane na wykladzie.
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Uwaga Metoda catkowania przez czesci jest szczegélnie odpowiednia do obliczania caltek postaci

/ p(@) - e da, / p(@) - Inzdz, / p(z) - sin(az) dz, / p(z) - cos(ag) da,

gdzie o € R, a p jest funkcja wielomianows.

Z twierdzenia 1.10 o pochodnej funkcji ztozonej (F o ) = (F’ o ) - ¢’ wynika kolejne twierdzenie wazne dla
efektywnego wyznaczania calek:

Twierdzenie 11.6. [o calkowaniu przez podstawienie|

Niech I i J beda otwartymi przedziatami oraz niech funkcja ¢: J — R bedzie rézniczkowalna, przy czym
e(J) C 1.

Jesdli istnieje catka nieoznaczona funkcji f: I — R w przedziale I, to istnieje calka nieoznaczona funkcji (f o )¢’
w przedziale J oraz

[t p@ar = ( / f(y)dy) opla) = [y

y=¢(z)

Dowdd: v= Na wykladzie!

Jezeli funkcja ¢ jest odwracalna, to powyzszy wzoér mozna przeksztatci¢ do postaci

[1way = [1el)-¢@) e

z=p~1(y)

zwany wzorem na catkowanie przez zamiane zmiennych.

W pierwszej wersji probujemy przedstawié funkcje podcatkowa w postaci f (o(x)) - ¢’ (). Jesli, przy tym przed-
stawieniu, znamy funkcje pierwotna funkcji f, to zakonczyliSmy obliczanie calki nieoznaczonej. Musimy jedynie
pamietac¢ o powrocie do oryginalnej zmiennej podstawiajac y = ¢(x).

W drugiej wersji rozpoczynamy obliczenia od calki nieoznaczonej [ f(y)dy i wprowadzamy nowa zmienng
y = ¢(x), a nastepnie korzystamy z zaleznosci dy = ¢'(x)dx (zob. paragraf 1.2.3). Oczywiscie funkcje ¢
nalezy tak wybraé, aby nowa calka byta tatwiejsza do obliczenia. Po zakoniczeniu obliczen powracamy do ory-
ginalnej zmienne;j.

W nastepnym przyktadzie rozwazymy oba podejscia.

Przyktady 11.7.
® Obliczamy calke nieoznaczona
4
J
(x5 +1)

Zauwazmy najpierw, ze funkcja x — 52* jest pochodng funkcji  +— 2® + 1. Z tego powodu zapiszmy
powyzsza catke w nieco innej postaci:

4 1 4
[ = L[
(54 1) 5. (z°+1)

Uzywajac oznaczen z twierdzenia 11.6 mamy

1
y=p(x)=2"4+1 = dy=>5z'de i f(y):E:y_S,
skad
4 1 1 1
/ * zdr = 7/73-5x4dx = f/y_?’dy =
(2 +1) R P el
——
y%
1 g3+t 1 1 1
= = C=—-—  —w+4C = ——" C
5 —3+1+ 5 2 y2+ 10 (x5+1)2+ ’

gdzie C jest stala catkowania.
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® Obliczamy catke nieoznaczong

Niech x = 9, gdzie t € (0, ). Wtedy

dx =

6t° dt,

a wyrazenie w mianowniku funkcji podcatkowej przyjmuje postaé
Va2 4o = Vil2 + Vis = ¢t + .

Z twierdzenia o catkowaniu przez zamiane zmiennych otrzymujemy

/ dx _ / 61° dt_6/ t
Ve R
_ 6/ t2_1+ 1
B t+1 Ff+1

6<1

2

gdzie C jest staly calkowania.

=7

2 2 —1+1

dt =
t+1

dt:6/
dt = 6/(t—1)dt+6/idt =
- t+1

1

>+61n|t+1|+C’ =

6@%—\%“}1\\%“0 +e,

® = Kolejne przyklady zostang podane na wyktadzie.

Z twierdzenia 11.6, stosujac podstawienie y = f(x), wynikaja dwa uzyteczne wzory:

Uwaga 11.8.

f(@)
) ¢

/

o= hlf@l+c i [(f@) f@)da

(f@)™
p+1

11.2 Wzory rekurencyjne

I

Calki nieoznaczone g
T

1+ 22)"

, / sin” zdz,

/ cos” zdx

zalezne od parametru n € N mozemy obliczaé stosujac dla n > 1 tzw. wzory rekurencyjne

T

2n — 3

(14 22)n-1

/G

2n — 2

ktore pozwalaja sprowadzi¢ je do odpowiednich catek o parametrze n =0 lub n = 1.

Uzasadnienie: == Na wykladzie!

W dowodzie istotna role odgrywa twierdzenie 11.4 o catkowaniu przez czesci.

Szczegodlnie uzyteczny bedzie dla nas pierwszy z tych wzorow.
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11.3 Calkowanie funkcji wymiernych

Naszym celem bedzie teraz podanie metod efektywnego obliczania funkcji pierwotnych pewnych funkcji. Roz-
poczniemy od obliczania funkcji pierwotnych funkcji wymiernych, a nastepnie pokazemy, jak sprowadzi¢ pewne
inne rodziny funkcji do tego przypadku. Prosze zwroci¢ uwage, ze w przyktadach 11.7 wyznaczali$my juz catki
nieoznaczone z funkcji wymiernych. Po zapoznaniu sie z nizej opisang metoda warto jeszcze raz na nie spojrzec,
szczeg6lnie na drugi z nich.

Przedstawione ponizej fakty i twierdzenia sa czysto algebraiczne, dlatego pozwolimy sobie ominaé¢ ich dowody.
Zainteresowanych odsytamy do literatury.

Niech zatem f = g, gdzie P i @) sa pewnymi wielomianami. Chcemy wyznaczy¢ caltke f f(z)da.

O Jezeli stopien wielomianu P jest réwny lub wiekszy od stopnia wielomianu @, to dzielimy wielomian P
przez @ i przedstawiamy go w postaci

gdzie W i R sa wielomianami i stopienn wielomianu R jest mniejszy od stopnia wielomianu Q.
Wynika stad, ze
P R
f===W+ —.
Q Q

Twierdzenie 11.3 o liniowosci caltki pozwala sprowadzi¢ obliczanie caltki funkcji f do obliczania catki wie-
lomianu W i calki funkcji wymiernej g.

Do obliczenia catki nieoznaczonej wielomianu stosujemy znane nam juz wzory podane w tabelce funkcji
pierwotnych podstawowych funkcji.

O Zalozmy zatem teraz, ze w funkcji wymiernej f = g stopien wielomianu P jest mniejszy od stopnia
wielomianu @) oraz ze sa one wielomianami nie posiadajacymi wspoélnych dzielnikéw, tzn. P i Q) nie dzielg
sie przez ten sam wielomian dodatniego stopnia.

Nastepnie do wielomianu @ stosujemy podstawowe twierdzenie algebry moéwiace, ze kazdy wielomian do-
datniego stopnia (o wspoéltczynnikach rzeczywistych) jest iloczynem skoriczonej liczby wielomianow stopnia
pierwszego oraz wielomianéw stopnia 2, ktére nie maja pierwiastkow.

Istnieja zatem parami rézne wielomiany stopnia pierwszego L;(z) = x —ay, liczby k; € Ny i =1,...,r, oraz
parami rézne wielomiany stopnia drugiego K;(z) = x? + p;x + ¢; nie majace pierwiastkow rzeczywistych
(tj. p; —4q; <0)iliczby I; €N, j =1,...,s, oraz liczba a € R\ {0}, takie ze

l ls
Qx) = a(zfal)kl-...~(x—ar)kr-(z2+p1x+q1)1-...~(x2+ps:17+qs)

Moze sie zdarzy¢, ze @ jest iloczynem tylko dwumianéw lub iloczynem tylko tréjmiandéw.
Pewng trudnoscig w tym podpunkcie jest fakt, ze nie mamy efektywnych metod uzyskiwania powyzszego
rozkladu.

® Nastepnie rozkladamy funkcje f = g na tzw. utamki proste:

r ki

ZZ A7 ZZ Bj,-xz+Cj,

i 2
D (@ az j=11=1 (z +pj33—|—q])

gdzie A;p, i =1,...,r, k=1,...k,oraz B;; i Cj;, j =1,...,s, 1 =1,...,l;, s3 pewnymi stalymi
zaleznymi od funkcji f.

Metode rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste przedstawimy na przyktadzie podanym na wyktadzie
i zadaniach z listy zadan przerabianych na ¢wiczeniach.

® Kolejnym krokiem zatem jest catkowanie utamkéw prostych postaci

A . Bx+C
(z—a)" (22 +pz+q)"’

przy czym zakladamy, ze tréjmian kwadratowy z? + pz + ¢ nie ma pierwiastkow rzeczywistych, czyli

p? —4q < 0.
. V4
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Bezposrednio z definicji catki nieoznaczonej otrzymujemy, ze

Alnlz —a| +¢ dla n=1,

A
[etare - A
(1—n)~(x—a)"—1+c dla n>1,

w przedziatach (—o0,a) i (a,+00), gdzie ¢ jest dowolng stala.

Calke z drugiego utamka prostego przedstawiamy w postaci

Bz +C B 2z +p Bp dx
(2 + pz + q) 2 (@*+px+q) 2 (2 + pz +q)
Pierwsza z wystepujacych w powyzszej sumie calek jest szczegdlnej postaci podanej w uwadze 11.8 na

stronie 41, skad

In |22 + px + q| +c dla n=1,

2z +p .
@ +prtaq” 1 +c¢  dla n>1
(1—-mn)- (22 +pr+q)"? ’

w zbiorze R, gdzie ¢ jest dowolna stala.
Pozostaje nam zatem rozwazy¢ catke [ G Trojmian kwadratowy w mianowniku przeksztalcamy

dx
) . i *+pztq)™
do postaci kanonicznej

2 _ p )2 A
x° +pr+q (x + 9 1’
a nastepnie stosujemy podstawienie
D A
- = - t
iy 4
w ktérym dz = —% dt. Stosujac twierdzenie 11.6 o catkowaniu przez podstawienie otrzymujemy

[ - (-8) i

Na koniec, stosujac pierwszy ze wzoréw rekurencyjnych podanych w podrozdziale 11.2 obliczamy ostatnia
z calek.

Przyktad: = Tylko na wykladzie!

11.4 Calkowanie funkcji trygonometrycznych

W poprzednim rozdziale zapoznaliSmy sie z metoda obliczania catek z funkcji wymiernych. Okazuje sie, ze caltki
z wielu innych typow funkcji mozna sprowadzié¢ przez odpowiednie podstawienia do calek z funkcji wymiernych.

Funkcje f: R x R — R dang wzorem f(u,v) = au*v!, gdzie (u,v) € R x Ri k,l € N, nazywamy jednomianem
dwdich zmiennych. Natomiast funkcje W: R x R — R bedace sumami skoriczonej liczby jednomianéw dwoch
zmiennych bedziemy nazywaé¢ wielomianami dwéch zmiennych. Jesli P, Q sa wielomianami dwoch zmiennych
takimi, ze @) nie znika tozsamosciowo, to funkcje

okreslona w zbiorze {(u,v) ERXxR: Qu,v) # O} nazywamy funkcjg wymierng dwdch zmiennych.

Jesli funkcje 91, 19: T — R sg funkcjami wymiernymi jednej zmiennej okreslonymi w kazdym punkcie x prze-
dzialu Z, a punkty <w1 (x),z/)g(x)) naleza do dziedziny funkcji wymiernej dwoch zmiennych R, to funkcja
f(@) = R (¢1(x),¥2(x)), gdzie x € T, jest obcieciem funkcji wymierne;j.

s v d
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Rozwazmy teraz caltke nieoznaczona postaci

/ R (sinz,cosx) dz,

gdzie R jest funkcja wymierng dwoch zmiennych.
Mozna pokazac, ze funkcja podcatkowa f(x) = R (sin z, cos z) ma funkcje pierwotna bedaca funkcja elementarna
w kazdym przedziale, w ktorym jest okreslona.

11.4.1 Podstawienie uniwersalne

W przedziatach Z C (—, 7) mozemy zastosowaé (zob. tw. 11.6) podstawienie uniwersalne:

Inaczej méwiac
x = p(t) = 2arctgt,

skad
2
dz = ¢'(t)dt = —— dt.
T = ¢'(t) e
Ponadto ze wzoréw na sinus i cosinus kata podwojonego otrzymujemy
. _ 2tg§ . 1= tg? =
1+tg?2 1+tg
zatem
, 2t . 1—¢2
sinz = —— i cos T = .
2 2
s=p(ty LT s=p(ty L T?

Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez zamiane zmiennych (str. 40) mamy

. 2t 1-#? 2
/R(smx,cosx)dzr = /R(1+t2’1+t2> 112 dt

Zgodnie z uwagg powyzej ostatnia calka jest catka z funkcji wymiernej.

t=tg %

Jesli natomiast szukamy funkcji pierwotnej w przedziatach Z C (0, 27), to stosujemy podstawienie
t = ctgg, z € (0,2m),

i postepujemy jak wyzej.

Korzystajac z okresowosci funkcji postaci f(x) = R (sinz, cosz), gdzie R jest funkcja wymierng dwoch zmien-
nych, wystarczy umieé oblicza¢ calki nieoznaczone takich funkcji w podprzedziatach przedziatu (—m,w) lub
odpowiednio (0, 27).

Przyktad: = Tylko na wykladzie!

11.4.2 Szczegodlne przypadki

W szczegblnych przypadkach, jesli funkcja wymierna R ma pewne dodatkowe wtasnosci, to korzystniej jest
stosowaé inne podstawienia:

O Funkcja R jest parzysta wzgledem obu zmiennych, tzn. gdy R(—u, —v) = R(u,v), to stosujemy podsta-
wienie
t = tgx.

y v d
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® Funkcja R jest nieparzysta wzgledem zmiennej u, tzn. gdy R(—u,v) = —R(u,v), to stosujemy podstawienie

t = cosz.

® Funkcja R jest nieparzysta wzgledem zmiennej v, tzn. gdy R(u, —v) = —R(u,v), to stosujemy podstawienie

t = sinz.
Przyktad: = Tylko na wykladzie!

11.5 Calkowanie funkcji niewymiernych

Ponownie niech R bedzie funkcja wymierna dwéch zmiennych, niech a, b, ¢ i d beda ustalonymi liczbami
rzeczywistymi i niech 7 bedzie przedziatem.

Rozwazmy teraz funkcje

gdzie x € T oraz ad — bc # 0.

Wyznaczajac funkcje pierwotng (catke nieoznaczong) funkcji f w przedziale Z stosujemy podstawienie

PR ax+b
T Ne+d

A L i n—1
" d-t"—1b ! de — n(ad — be)t .
a—c-t" (a_c.tn)

skad otrzymujemy

Nastepnie stosujemy wzor na catkowanie przez zamiane zmiennych (str. 40) i otrzymujemy caltke z funkcji
wymiernej, poniewaz R i ¢ = z(t) sa funkcjami wymiernymi odpowiednio dwoch i jednej zmienne;.

Przyktad: = Tylko na wykladzie!

11.5.1 Pierwsze podstawienie Eulera

Rozwazmy catke nieoznaczong

/R (J:, v az? +bm+c> dz,

gdzie x € Z oraz a > 01 A # 0.

Stosujemy podstawienie

Var2+br+c = (t—1x)-Va,

skad otrzymujemy

2 — 2a (at* + bt
7 L i de = Mdt
2at +b (2at +b)?
oraz 2y
t 4
Var2+br+c = (t—x)-Va = ﬁu.

2at +b
Ponownie stosujemy wzor na calkowanie przez zamiane zmiennych (str. 40) i otrzymujemy calke z funkcji

wymiernej.
. V4

Przyktad: = Tylko na wykladzie!
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11.5.2 Drugie podstawienie Eulera

Rozwazmy catke nieoznaczona

/R (x, v az? +bx+c> dz,

gdzie x € T oraz a < 0. Wtedy musi by¢ prawdziwa nierowno$é¢ A > 0, bowiem w przeciwnym przypadku
funkcja podcatkowa okreslona jest co najwyzej w jednym punkcie, wiec nie mozna méwic o jej funkeji pierwotne;j.
Tréjmian kwadratowy az? + bxr + ¢ ma zatem dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1 i o i mozna go zapisaé¢ w
postaci iloczynowej

ar® +bx +c = alr—x1) - (x —x2).

Stosujemy teraz podstawienie

var?+bxr+c = t(x—a),

skad otrzymujemy

— 2 2t =
;= ST . _ ZdEen) fl)dt
a—t2 (a —12)
oraz
t .
G, Iy
a— t2

Ponownie stosujemy wzor na calkowanie przez zamiane zmiennych (str. 40) i otrzymujemy calke z funkcji
wymiernej zmiennej t.

Przyktad: = Tylko na wykladzie!

11.5.3 Szczegoélne przypadki
Rozwazmy calke nieoznaczong
/ dzx
VaZ+d
gdzie x € Z. Do obliczenn wykorzystujemy pierwsze podstawienie Eulera

vai+d = t—ux,

skad otrzymujemy

t2—d | t2+d
T — o7 i dz = 572 dt
oraz )
t“+d
2 d: t— = .
vV xe + x 2%

Ze wzoru na catkowanie przez zamiane zmiennych wynika, ze

dx 2t t*+d 1
— = [ = "qt = [Zdt = In|t
Va? +d 2+d 262 /t n ]

C = ln‘x—l—\/xz—i-d’—i-C.

+
t=z+vVz2+d

Zapisujac teraz nowy wzor

/\/%zln‘x+\/x2+d‘+c, gdzie d € R,

’ v d
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w tabeli funkcji pierwotnych (i w naszej glowie) mozemy tatwo obliczy¢ wszystkie catki postaci

/ X
VvV axr +“I+C
gleexEIIG>O.

W tym celu zapiszmy rozpatrywany tréojmian kwadratowy w postaci kanonicznej

>+ br + vl A
al ua CcC = a T ~ — —=
2a 4a?

i zastosujmy podstawienie

Otrzymujemy wtedy

2
var? +br+c = vVa- ( |A|t> 2 i de = |A|dt

a obliczana catka sprowadza sie do calki

GZECN

/ dx i / d F
Vax? +br+c va | Vi2Ex1
zaleznej od znaku wyréznika tr6jmianu kwadratowego.

W przypadku, gdy wspolczynnik a < 0 (wtedy A > 0), korzystamy réwniez z postaci kanonicznej tréjmianu
kwadratowego i stosujemy analogiczne podstawienie. Otrzymujemy wtedy

4a? 2a

2
A VA VA
var?+br+c = V—a- —(t) i dxzidt

a obliczana catka sprowadza sie do caltki

x
arcsint + C.
/\/ax2+b:c+c \/—a/\/17t2 v—a t=22 (o4 2 )

Ale zdecydowanie lepiej bedzie jak zilustrujemy tg metode na przyktadach.
Przyktad: = Tylko na wykladzie!
Metoda wspoélczynnikéw nieoznaczonych

.. L., . . dz . , . . .
Umiejetnos¢ obliczania calek [ T aTe mozemy wykorzysta¢ do obliczania catek postaci

——dz,
/ var? +br+c

gdzie P, jest wielomianem stopnia n, wspdtczynnik a # 0 i wyrdznik A # 0.

Korzystamy przy tym z jednoznacznego przedstawienia powyzszej catki w postaci

—__dz = Vaxr?+br+c+ K
vax? +bz+c

\/a:c2 +bx+c

gdzie P, _ jest wielomianem stopnia n—1. Roézniczkujac obustronnie powyzsza rownosc¢, a nastepnie mnozac ja
obustronnie przez v ax? + bz + ¢, otrzymujemy réwno$é¢ wielomianéw stopnia n. Poréwnujgc ich wspotezynniki
wyznaczamy stala K i wielomian P,_;.

Przyktad: = Tylko na wykladzie!

. v d
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Podstawienia trygonometryczne

W przypadku calek, w ktorych wystepuja wyrazenia postaci Va2 — 22, warto czasami korzysta¢ przyktadowo z
podstawienia z = asint, gdzie t € (—37 g)

Podstawienia hiperboliczne

W przypadku calek, w ktorych wystepuja wyrazenia postaci Va2 + a2, warto czasami korzystac z tzw. podsta-
wienn hiperbolicznych i znanej nam zaleznosci zwanej jedynka hiperboliczng

cosh?t — sinh?®¢ = 1.
Gdy mamy do czynienia z wyrazeniem
O /z2 — a2, stosujemy podstawienie x = a cosht, gdzie t > 0;

® /22 + a2, stosujemy podstawienie z = asinht, gdzie t € R.

Uwaga Prosze pamietac, ze nie przedstawiliSmy tutaj wszystkich metod catkowania!

Zainteresowanych i uczacych sie do egzaminu odsytamy do listy zadan przerabianej na éwiczeniach, zbioréow
zadan (np. W. Krysicki, L. Wlodarski ,,Analiza matematyczna w zadaniach”) badz podrecznikéw (np. G.M.
Fichtenholz ,, Rachunek rézniczkowy i catkowy”).

; v d
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12 Calka oznaczona Riemanna

W tym rozdziale oméwimy pojecie catki oznaczonej z ograniczonej funkcji rzeczywistej f okreslonej na przedziale
[a, b]. Mimo, ze pojecie to samo w sobie jest intuicyjnie proste mozna je sformalizowa¢ na wiele sposobow. Jednak
jesli jakas funkcja jest catkowalna wedtug dwoch roznych definicji, to wynik catkowania powinien by¢ taki sam!

Najlatwiejsza catke oznaczong jest tzw. catka Newtona-Leibniza zdefiniowana jako przyrost wartosci funkcji
pierwotnej na przedziale [a,b]. Z tego powodu czesto rozpoczyna sie przygode z calkowaniem od obliczania
calek nieoznaczonych.

Definicja 12.1. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ciagta.
Calkq oznaczong Newtona-Leibniza funkcji f na przedziale [a, b] nazywamy liczbe

b
[ t@)ds = Fo) - Fla)

gdzie F jest dowolng pierwotng funkcji f.

Nietrudno zauwazy¢, ze definicja jest poprawna, to znaczy nie zalezy od wyboru funkcji pierwotnej. Wynika to
z twierdzenia 10.3, w ktérym wykazalismy, ze dwie pierwotne funkcji ciaglej na przedziale réznig sie o stata.

Mimo prostoty nie bedziemy dalej rozwija¢ tego pojecia. Natomiast dalsza cze§é wykladu poswiecimy tzw.
catce oznaczonej Riemanna. Nawiazujac do korzeni mozna powiedzieé, ze catka oznaczona Riemanna z funkcji
ograniczonej f: [a,b] — R, ktora rowniez oznaczamy symbolem

/a )

odpowiada polu obszaru ograniczonego wykresem funkcji f, osig odcietych oraz prostymi o réwnaniach z = a
ix =0, przy czym pole czesci lezacych powyzej osi Ox wziete sa ze znakiem plus, a pole czeéci lezacych ponizej
osi Ox ze znakiem minus (tzw. pole zorientowane).

)

Y o

Calka Riemanna ma przewage nad catka Newtona. Dla funkcji ciaglej oba pojecia pokrywaja sie, ale definicja
calki Riemanna ma sens takze dla pewnych funkcji nie majacych funkcji pierwotnej np. dla wspomnianej po
twierdzeniu 10.5 funkcji signum. Méwimy, ze klasa funkcji calkowalnych w sensie Riemanna jest wieksza niz
klasa funkcji catkowalnych w sensie Newtona-Leibniza.

’ v d
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12.1 Suma dolna i géorna Darboux, suma calkowa Riemanna

Formalna definicja catki oznaczonej Riemanna wymaga pewnych przygotowan.

W tym rozdziale bedziemy zakladac, ze f € B([a,b],R), tzn. f jest funkcja ograniczona. Istnieja zatem takie
liczby m, M € R, ze

m = inf{f(x): x € [a,b}} oraz, M = sup{f(x): x € [a,b]}.

Definicja 12.2. Podzialem przedziatu [a,b], gdzie a < b, na n czesci nazywamy dowolny silnie rosnacy ciag
punktow

P = (xo, x1, ..., xpn) C [a,b)

taki, ze
a=x90<x1<...<xp =0.

Liczbe

0 = §(P) := max{Ax;: i=1,...,n},

gdzie Ax; := x; — x;_1, nazywamy Srednicq podziatu P.

Zauwazmy, ze nazwa podzial w powyzszej definicji jest jak najbardziej uzasadniona. Kazdy wyboér punktow
P = (xo0, 1, - .., T,) spelniajacych warunek a = zo < 21 < ... < x, = b oznacza bowiem podzial przedziatu

[a, b] na n podprzedzialow, tzn. [a,b] = | [zi—1, z:].

i=1

Definicja 12.3. Uktadem punktow posrednich dla ustalonego podzialu P = (xg, x1, ..., 2,) odcinka [a, b]
nazywamy ciag punktéow

X = (617527 7677') c [a’b}

spelniajacy warunek
Si & [a:i_l,xi] dla i=1,...,n.

Definicja 12.4. Niech P = (xq, 21, ..., ¥,) bedzie ustalonym podziatem odcinka [a, b] oraz niech
m; = inf{f(a:): x € [xi_l,xi]} oraz M; = sup{f(x): S [zi_l,xi]}.
Wéwcezas
O sume

s = s(f,P) := Zm¢~Ami
i=1

nazywamy sumaq dolng (Darbouz) funkcji f wzgledem podziatu P.

O sume
o = U(faP7X) = Zf(gz)sz
=1

nazywamy sumgq catkowa (Riemanna) funkcji f wzgledem podziatu P i punktow posrednich X.

. v d
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® sume
S = S(f,P) = > M; Az
=1

nazywamy sumaq gorng (Darbouz) funkcji f wzgledem podzialu P.

Niech P = (z9, x1, ..., ©,) bedzie przyktadowo tzw. réwnomiernym podziatem odcinka [a, b] na n podprzedzia-
tow diugosci Az; = =2 dlai=1,...,n, czyli

b—a 2-(b—a) n-(b—a)
To = a, 1 =a+ , To=a+ ——, cee Tp =06+ ——==0b.
n n n
Wybieramy, dla ¢ = 1,...,n, dowolne punkty posrednie &; € [x;,_1,x;] 1 utworzmy sume catkowq
(1P = 03 1)
g = . i
) ) n l=1

funkcji f wzgledem podziatu P i punktéow posrednich (&;),_;

[N O

Rozwazmy teraz funkcje f(x) = 22 na przedziale [0, 1], wtedy przykladowo

suma = 0.285 calka = 0.33333333333333 suma =0.3325 calka = 0.33333333333323
1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
0 0
0 02 04 06 08 1 0 0.2 04 08 08 1

suma = 0.385 calka = 0.33333333333333

Natomiast dla funkcji f(z) = exp(—2?) na przedziale [—2, 2] otrzymamy przyktadowo

suma = 1.762261225263239 calka = 1.764162761524844 suma = 1.765094017931863 calka = 1.764162731524344
1 1 /’_.\
08 08
06 06
04 04
0.2 02
0 0
2 18 -05 0 05 1 15 2 2 15 4 05 0 05 1 15 2

suma = 1.762261225263238 calka = 1.764162751524844

1

08

06

04

02

0

2 15 1 05 0 05 1 15 2
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Dla obu funkcji punkty posrednie zostaly wybrane kolejno w nastepujacy sposéb:

O ¢ =z 1=a+0GE—-1)- @ — poczatek przedziatu [x;_1,z;],

0 ¢ = % =a+(i—13)- @ — grodek przedziatu [z;_1, 4],

® & =x,=a+i- @ — koniec przedziatu [x;_1, z;]

dlai=1,...,n.

Latwo zauwazyé, ze

m(b—a) < s(f,P) < o(f,P,X) < S(f,P) < M(b—a)

dla ustalonego podziatu P, poniewaz z definicji kresow

m<m < f(&G) < My <M dlai=1,...,n,
gdzie m = inf {f(z): z €[a,b]} i M =sup{f(z): z € [a,b]}.
Mozemy takze udowodnié¢ nastepujacy lemat

Lemat 12.5. Niech P bedzie podzialem przedziatu [a,b]. Wtedy prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia
@ Dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki uktad punktéw posrednich X', ze

o(f,P,X) < s(f,P) + e.

® Dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki uktad punktéw posrednich X, ze

o(f,P,X) > S(f,P) — e.
Dowdd: v= Na wykladzie!

12.2 Calka dolna i gérna Darboux, calka Riemanna

n)) mén)

Niech teraz (P,,),,-o = (xén)7 mg I xl(cn)) . bedzie ciagiem podziatéw przedziatu [a, b], tzn.
"/ n>

(1)

Pi: a= wél) <z ( (1) b,

<zl <. <) =

() (2)

MR S T e

Ps: a= :1783) < sc(lg) < zé?’) g .. < xS’g) = b,
Pn: a= xé") < xgn) < xé") < < x,(cn) = b,

o Srednicach

Definicja 12.6. Ciag (Pr),,o nazywamy normalnym ciggiem podziatéw odcinka [a, b], jesli

lim §,, = 0.

n—oo

Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 12.7. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ograniczong oraz niech (Py,), ., bedzie dowolnym
normalnym ciagiem podzialéw odcinka [a, b]. Ponadto przez

k’n kn
sno=s(fPa) =Y m™ A i 8, = S(fP) = Y M Axt
i=1 =1

oznaczmy sume dolna i odpowiednio sume goérng funkcji f wzgledem podziatu P,,.

; v d
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Wtedy ciagi (sn),50 1 (Sn),>o Mmaja granice wlasciwe, tzn. istnieja takie liczby s, 5 € R, ze

s = lim s, i S = lim S,

n—oo n—oo

i granice te nie zalezag od wyboru normalnego ciagu podzialow (P,),,- -

Dowdd: = R. Rudnicki, ,,Wyktady z analizy matematycznej”’

Definicja 12.8. [Calka dolna i gorna Darboux]
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ograniczong oraz niech (Py), -, bedzie dowolnym normalnym ciggiem po-
dzialéw odcinka [a, b].

e Calkq dolng Darbouz funkeji f w przedziale [a,b] nazywamy granice ciagu sum dolnych:

b kn
/ fx)dz := lim s, = lim ngn) . Aml(-n).
Ja i=1

n—oo n—oo £

e Calkq gorng Darboux funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy granice ciagu sum goérnych:

g kn
/ f(z)dz == lim S, = lim ZMZ-(”) . Awgn).
@ i=1

n—oo n—oo “

Wprost z definicji sumy goérnej i dolnej funkcji oraz z montoniczno$ci granicy wynika

/abf(a:)dm < /abf(m)d:v.

Podobnie, jesli ograniczone funkcje f i g spelniaja na przedziale [a,b] nier6wnoéé f < g, to zachowuje sie ona
dla ich calek Darboux.

Definicja 12.9. [Calka Riemannal]
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjg ograniczong oraz niech (P,)
dzialéw odcinka [a, b]. Ponadto przez

n>0 bedzie dowolnym normalnym ciagiem po-

On ‘= 0 (f» P, Xn)
oznaczmy sume catkowa funkcji f wzgledem podziatu P, i odpowiadajacemu mu uktadowi punktéw posred-
nich A,,.
Funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Riemanna, jezeli dla kazdego normalnego ciagu podziatow (P,,)
odcinka [a, ] i niezaleznie od wyboru ciagu (&,),,-, uktadéw punktéw posrednich ciag (0,)
i zawsze do tej samej granicy.

n>0

n>o Jest zbiezny

W tym przypadku catkq oznaczong Riemanna funkcji f w przedziale [a,b] nazywamy jednoznacznie okreslona
granice ciggu sum catkowych:

kn
/b f(@)dz = lim o, = nlLH;O Zf (ffn)> 'sz(‘n)~
a =1

n—oo

Wskazemy teraz funkcje, ktora ma catke oznaczong i funkcje, ktéra nie jest catkowalna.
Przyktad: = Tylko na wykladzie!

Mozna sie domyslaé, ze sprawdzenie catkowalnosci dowolnej funkcji rzeczywistej wprost z definicji nie jest tatwe.
7 tego powodu naturalne jest pytanie o w miare latwe w zastosowaniu kryteria, ktére pozwola nam stwierdzié,
czy dla danej funkcji istnieje catka oznaczona.

Twierdzenie 12.10. Funkcja ograniczona f: [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko
wtedy, gdy jej catka dolna Darboux jest réwna calce gornej.

Wtedy _

m(b—a) < /abf(x)dx = /abf(x)dx = /Gf(a:)dx < M(b—a),

gdzie m = inf { f(z): z € [a,b]} iﬂ:sup{f(:r): z € [a,b]}.

Dowdd: v= Na wykladzie!
. V4
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Teraz udowodnimy lemat, ktéry pomoze nam w dokladniejszym okresleniu funkeji catkowalnych i wtasnosci
caltek oznaczonych.
Lemat 12.11. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja ograniczong. Wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:
O f jest catkowalna w sensie Riemanna.
b b
@ [f(x)dr = [f(x)dr.
a

a

® Dla kazdego normalnego ciagu (Pn), -, podzialow przedziatu [a, b] zachodzi

lim (S(f,Pn)—s(f,Pn)) - 0.

® Dla kazdego ¢ > 0 istnieje podzial P przedziatu [a, b], ze

S(f?P) - S(f,P) < e
Dowdd: v= Na wykladzie!

12.3 Wlasno$ci calki oznaczonej Riemanna

Okreslmy teraz podstawowe wlasnosdci catki oznaczonej. Dla utatwienia zapisu wprowadzmy nastepujace ozna-

czenie:
Rla,b] := { f:a,b] = R: f catkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a, b]} .

Przede wszystkim pokazemy, ze catkowanie jest operacjg liniowq, a zbior R[a,b] z naturalnymi dzialaniami
dodawania funkcji i mnozenia przez skalar jest przestrzenig wektorowq nad ciatem R.

Twierdzenie 12.12. [Liniowo$é calki Riemannal

Niech f,g € R|a,b] i niech A € R. Wtedy
O funkcja f + g € Rla, b] oraz

/:(erg)(w)dm - /abf<x>dx+/abg<x>dx.

® funkcja - f € R[a,b] oraz

/ab()\-f)(x)da: - )\-/abf(:c)dx.

Uzasadnienie: = Na wykladzie!

Kolejne twierdzenie mozemy opisaé jako addytywnosé catki wzgledem przedziatu catkowania.

Twierdzenie 12.13. [Addytywnos$é calki wzgledem przedzialu caltkowania]
Funkcja f € Rla,b] wtedy i tylko wtedy, gdy jej zacie$nienia f|[a q € Rla, ] i f|[c n € R]e, b] dla dowolnego
¢ € (a,b).  Zachodzi przy tym warunek

/abf(x)dx = /:f(a:)d:c—i-/cbf(x)dx.

Dowdd: = Literatura, np. R. Rudnicki, ,Wyktady z analizy matematycznej”

Calkowanie jest takze operacja momnotoniczng.

Twierdzenie 12.14. [Monotoniczno$é¢ calki Riemanna]
Niech f,g € R|a,b] i niech f(z) < g(z) dla x € [a,b]. Wtedy

/abf(x) dr < /abg(a:) da.

' v d

Uzasadnienie: = Na wykladzie!
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Ponadto mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 12.15. Niech funkcja f € R[a, b] spelnia warunek

m < f(z) < M dla  z € la,b],
gdzie m < M sa pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zdefiniujmy teraz funkcje g = @ o f: [a,b] — R, gdzie ¢ € C|m, M]. Wowczas takze g € Rla, b].

7 powyzszego twierdzenia dostajemy nastepujacy wniosek.
Whiosek 12.16. Jesli funkcje f, g € Rla, b], to takze

O funkcja f-g € Rla,b].

® funkcja |f| € R|a,b] oraz

[ 1| < [irana

12.4 Klasa funkcji calkowalnych

Sprobujmy teraz konkretnie okregli¢, ktére funkcje sa z calyg pewnoscia catkowalne w sensie Riemanna.

Twierdzenie 12.17. Kazda funkcja ciagla w przedziale domknietym jest catkowalna w sensie Riemanna w tym

przedziale, tzn.
Cla,b] € Rla, b],

gdzie a < b.
Dowdd: v= Na wykladzie!

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze funkcja identycznosciowa f: [a,b] > z — x € R jest catkowalna w sensie
Riemanna w dowolnym przedziale [a, b]. Policzmy zatem jej catke oznaczona w tym przedziale. Jak wiemy, jezeli
funkcja jest catkowalna, to granica ciggu sum calkowych nie zalezy od wyboru normalnego ciagu podziatow
odcinka [a,b] i ciagu uktadéw punktéw posrednich. Wybierzmy zatem réwnomierne podziaty P, odcinka [a,b]
punktami

. b o
x§)=a+z-7a, gdzie 1=0,1,...,n,
n

dla n € N\ {0}. Taki ciag podzialéw (P,,) jest ciagiem normalnym, poniewaz $rednica podziatow

O = 0(Pn) = b;a — 0 przy n — oo.

Jako uklad punktéw posrednich dla podzialu P,, wybierzmy prawe kotice przedzialow {xgﬁ)l, xi")} ,tzn. (X)), =

(§§”))n, gdzie 52(") = :cﬁ-") dlai=1,2,...,n,iutwérzmy cigg sum catkowych
- Q b—a b-a <& b—a
on = olf,Pu ) = 2 (&) AalY = Fog S = n'Z(“”' . ) B
= =1 ;

b—a (b—a
= -na +
n n

Q'ii = ab—a2+(b_a)2~n(n+1)
— n? 2

Wynika stad, ze
1 b2_ 2
lim an:ab—a2—|—(b—a)2~§: 2a

Ostatecznie otrzymujemy, ze funkcja f(z) = x jest calkowalna na przedziale [a,d] i jej calka oznaczona w tym

przedziale rowna jest
b b2 — o2
/ zdx = .
a 2

; v d
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Zauwazmy, ze jest to pole obszaru (trapezu ABCD) ograniczonego wykresem funkcji f, osia odcietych oraz
prostymi z =aix =b:

\ fl@)y=z

| |

: ‘C:(b,b)
| I

| I

| I

| I

| |

| I

| I

| I

| I

YD = (a.0) :

| I

| I

I A i
TA:(U,,O) TB:(b.O)
| |

| |

Dla funkcji ciggtych mozemy udowodnié¢ kolejne twierdzenie o wartosci Sredniej, w pewnym sensie odpowiadajace
twierdzeniu Lagrange’a.

Twierdzenie 12.18. [Twierdzenie o wartosci Sredniej]
Niech f € Cla,b]. Wtedy istnieje punkt & € [a, ], taki ze

b
/ f@dz = £©) (b a).

Dowdd: v= Na wykladzie!

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze pole obszaru ograniczonego wykresem funkeji ciaggtej i przyjmujacej tylko
wartoSci nieujemne oraz osig odcietych, prostymi x = a i x = b jest rowne polu pewnego prostokata o bokach
dlugosci b —a i f(§).

Okazuje sie, ze inkluzja z twierdzenia 12.17 jest wlasciwa i nie tylko funkcje ciagle sg catkowalne.

Twierdzenie 12.19. Jedli ograniczona funkcja f: [a,b] — R jest ciggla w przedziale [a,b] z wyjatkiem co
najwyzej skoriczonej liczby punktow, to f jest catlkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale.

Whiosek 12.20. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie taka, ze f(x) = 0 dla wszystkich x € [a, b] z wyjatkiem co
najwyzej skoriczonej ilosci punktéw. Wowcezas f € R|a, b] oraz

/abf(x)dx ~ 0

Wniosek 12.21. Niech f € RJa,b]. Jesli funkcja g: [a,b] — R spelnia warunek f(z) = g(x) dla wszystkich
x € [a,b] z wyjatkiem co najwyzej skonczonej ilosci punktow, to g € Ra,b] oraz

/abf(x)dx = /abg(x) dz.
56 f
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Powyzszy wniosek pozwala nam rozszerzy¢ pojecie funkcji catkowalnej w sensie Riemanna w przedziale [a, b] na
przypadek funkcji okreslonej w przedziale [a, b] z wyjatkiem skoriczonej liczby punktow, przyktadowo okreslonej
w przedziale otwartym (a, b).

Mowimy, ze funkcja f: [a,b] \ N — R, gdzie #N < oo, jest calkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a, b],
gdy istnieje funkcja g € Rla,b] taka, ze f‘[a,b]\/\/ = g‘[a,b]\j\f' Wtedy catkg Riemanna funkcji f w przedziale

b b
[a, b] nazywamy liczbe [ f(z)dz := [ g(z)dz.

Ponadto prawdziwe jest takze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 12.22. Jesli ograniczona funkcja f: [a,b] — R jest monotoniczna w przedziale [a,b], to f jest
calkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale.

13 Zwiazek miedzy calka oznaczong a nieoznaczong

Jak juz wspominali$émy, obliczanie calki oznaczonej wprost z definicji jest bardzo trudne i pracochtonne. W tym
rozdziale naszym celem bedzie podanie twierdzenia, ktére stosujemy w praktyce i ktore bardzo utatwia to
zadanie.

Rozpoczniemy od nastepujacej definicji.

Definicja 13.1. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Wtedy przyjmujemy, ze

/aaf(x)dx =0

oraz

/baf(x)d;v = —/abf(x)dx.

Przedstawimy teraz podstawowe twierdzenie rachunku catkowego. Tak naprawde bardziej adekwatna bytaby
nazwa ,podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego”, poniewaz opisuje ono zwiazek miedzy
tymi dwoma dzialami analizy matematycznej.

Jak pamietamy, rachunek rézniczkowy mial swéj poczatek w rozwazaniach dotyczacych problemu opisania
stycznych do krzywych (zob. str. 8), natomiast rachunek catkowy wywodzi sie z préb opisu pél figur ograniczo-
nych wykresami funkcji. Zwiazek miedzy tymi dwoma zagadnieniami zostat zauwazony w XVII w., a szczegotowo
opisany przez Newtona i Leibniza.

Twierdzenie 13.2. [Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego]|
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja catkowalnag w sensie Riemanna w przedziale [a, b]. Definujemy funkcje

[a,b)) — R

F: o /;f(t)dt.

a) Wtedy funkcja F jest ciagla w przedziale [a, b].
b) Jesli funkcja f jest ciagla w punkcie x € (a,b), to F jest rozniczkowalna w x oraz F'(x) = f(z).
Dowdd: v= Na wykladzie!

Funkcje F' zdefiniowana w powyzszym twierdzeniu nazywamy funkcja gornej granicy catkowania.

Jesli funkcja f: [a,b] — R jest ciagla w przedziale [a,b], to gorna granica caltkowania F' jest funkcja pierwotna
funkcji f w przedziale (a,b).

Oznacza to, ze wreszcie pojawilo sie uzasadnienie twierdzenia 10.6, w ktorym utrzymywaliSmy, ze kazda funkcja
cigglta ma pierwotng, czyli jest pochodna pewnej funkcji!

; v d



13 ZWIAZEK MIEDZY CAEKA OZNACZONA A NIEOZNACZONA

Uwaga Niech f € R[a,b]. Wowczas funkcja dolnej granicy catkowania
[a, b)) — R

x — /:f(t)dt

jest ciagla. Ponadto, jesli funkcja f jest ciagta w punkcie x € (a,b), to funkcja F' ma pochodna w tym punkcie
oraz F'(x) = — f(x).

F:

b T
Wynika to z faktu, ze F(z) = [ f(t)dt — [ f(t)dt (zob. twierdzenie 12.13).

a

7 podstawowego twierdzenia rachunku catkowego wynika nastepujacy fakt.

Wnhiosek 13.3. Niech f € Ra,b]. Jesli f(z) > 0 dla x € [a,b] oraz istnieje ¢ € [a, b] takie, ze funkcja f jest
ciagla w punkcie zg 1 f(z0) > 0, to

/abf(t)dt > 0.

Dowdd: = Zadanie domowe!

Waznym i bezposrednim wnioskiem z podstawowego twierdzenia rachunku catkowego, a wlasciwie jego druga
czescia, jest tzw. wzor Newtona-Leibniza, ktéry umozliwi nam stosunkowo tatwe obliczanie catek oznaczonych.

Whiosek 13.4. [Wzér Newtona-Leibniza]
e Kazda funkcja ciagta f: [a,b] — R ma pierwotna.
e Jesli G jest pierwotna funkeji ciaglej f: [a,b] — R, to

b x=b
/ f@)de = GO) — Gla) = G@)| .

Dowdd: v= Na wykladzie!

Przyktady 13.5.
O Obliczamy catke

2
/ 22 dz.
0

Pierwotna z? jest & - 2. Zgodnie z wzorem Newtona-Leibniza mamy

r=2

2
1 1 1
/xzdac:f-x3 27-23—7~03:§.
0 3 =0 3
® Obliczamy catke
2
/ (m4 — 322 4+ 4z — 2)dm.
1
Pierwotng funkcji podcatkowej jest
1 1 1
F(x) = 5x5 — 3-§x3 + 4-§x2—2x.
Skad
2 1 ) r=2
/(z473z2+4x72)dz = {5x513+2x224 =
1 z=1

Il
N

| =

w

)

|

[0 ]

+

0]

|

i
"

|
7N
U] —

|

—

+

[N}

|

[N}
N~

Il

® = Kolejne przyklady zostang podane na wyktadzie.

. v d
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Z wniosku 13.4 oraz z twierdzen o calkowaniu przez czesci (zob. tw. 11.4) i przez podstawienie (zob. tw. 11.6)
wynikaja nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 13.6. [o calkowaniu przez czesci]
Niech I bedzie przedziatem otwartym oraz niech f,g: I — R beds funkcjami klasy C'. Wtedy

b b b
[ 1@ g@e = 1@)-9@] - [ 7@ 9(e)ds

dla dowolnych a,b € I.
Uzasadnienie: = Na wykladzie!
Twierdzenie 13.7. [o calkowaniu przez podstawienie|

Niech I i J beda przedzialami otwartymi oraz niech f: I — R bedzie funkcja ciagta, a ¢: J — R funkcja
rozniczkowalna w sposob ciagly i spelniajaca warunek p(J) C I.  Wtedy

b »(b)
/f@@rme=/‘f@@
a »(a)

dla dowolnych a,b € J.
Uzasadnienie: = Na wykladzie!

Zalozenia w powyzszych twierdzeniach moga by¢ ostabione!

Przyklady 13.8. = Na wykladzie!

14 Calki niewlasciwe

Jak pamietamy catke Riemanna definiowalismy dla funkcji ograniczonych i okreslonych w przedziatach domknie-
tych.

Teraz rozszerzymy te definicje na przypadki, w ktorych albo funkcja albo obszar catkowania bedzie nieogra-
niczony i takie catki okreslimy wspolnym mianem catek niewtasciwych. Calki niewtasciwe bedziemy oznaczaé
takim samym symbolem, jak catki wlasciwe Riemanna.

14.1 Nieograniczony przedzial catkowania

Nieograniczony obszar catkowania oznacza, ze przynajmniej jedna z granic calkowania jest nieskoriczonoscia.

Definicja 14.1. [Calka niewlasciwa po przedziale nieograniczonym)|

a) Niech f: [a,00) — R bedzie funkcja calkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale postaci [a, b],
gdzie b € (a,00). Jedli istnieje granica wlasciwa

b
blim / f(z)dez,

to te granice nazywamy catkq niewlasciwg funkcji f w przedziale [a, 00) 1 oznaczamy symbolem

% b
/ f(@)dz = blilgo f(z)dz.

Moéwimy wowczas, ze catka niewlasciwa jest zbiezna. W przeciwnym przypadku méwimy, ze catka niewla-

o0
sciwa [ f(x)dz jest rozbiezna i nie przyporzadkowujemy jej zadnej wartosci.
a

, v d



14.1 Nieograniczony przedzial calkowania 14 CALKI NIEWEASCIWE

b) Niech f: (—o0,b] — R bedzie funkcja catkowalna na kazdym przedziale postaci [a,b], gdzie a € (—o0, b).
Jesli istnieje granica wlasciwa
b
lim f(z)dx

—
a o0 a

to te granice nazywamy catkq niewlasciwg funkeji f w przedziale (—oo, b] i oznaczamy symbolem

b b
/_ f@)dx := lim f(z)da.

a——00
a

Mowimy wowczas, ze calka niewlasciwa jest zbiezna. W przeciwnym przypadku moéwimy, ze catka niewla-
$ciwa ffoo f(x)dx jest rozbiezna i nie przyporzadkowujemy jej zadnej wartosci.

Z liniowosci calki Riemanna i z liniowosci granicy dostajemy natychmiast liniowosé catek niewtasciwych, oczy-
wiScie przy zalozeniu ich zbiezno$ci.
1w Zadanie domowe: Sformutowa¢ odpowiednie twierdzenie!

o0
Zauwazmy ponadto, ze jesli zbiezna jest catka f f(z)dz, to dla kazdej liczby ¢ > a zbiezna jest takze calka

a

f(x)dx i prawdziwa jest rownosé

/aoof(x)dx = /acf(z)d:z:—k/coof(x)dx.

Jest to prosty wniosek z definicji catki niewlasciwej i addytywnosci caltki oznaczonej wzgledem przedziatu cat-
kowania.

(\%8

b
Analogiczna uwaga obowigzuje dla calek postaci [ f(z)dz.

Przyklady 14.2. Niech b > 1.

0 Wtedy

b b b
1 1 1
—dz = CpT 2l = ——4+1=1-—-.

N7 - &

] b b

1
x

1

oo
Granica lim ; = 0, zatem calka niewlasciwa [ % dz jest zbiezna, przy czym
1

2
b—oo0 x

® Natomiast

bl A

/fd:r - 1nx) = Inb—1Inl = Inb.
T 1

1

— 00

o0
Calka niewlasciwa [ %dfv jest zatem rozbiezna, poniewaz blim Inb = .
1
Uogdlnienie i kolejne przyktady: == Na wykladzie!

Definicja 14.3. Niech f bedzie funkcja okreslong w zbiorze liczb rzeczywistych. Jesli istnieje ¢ € R takie, ze
c (o)

catki [ f(z)dx i [ f(z)dx sa zbieine, to okreslamy catke niewlasciwa Riemanna funkcji f w R jako sume

o}

/f(a:)dx _ /Cf(x)dx + ff(x)dx

Jesli catka [ f(z)dz lub [ f(z)dz jest rozbiezna, to calke [ f(z)dz nazywamy rozbiezna.

— 00

' v d

i méwimy, ze caltka ta jest zbiezna.
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oo
Twierdzenie 14.4. Niech f bedzie funkcja okreslong w zbiorze liczb rzeczywistych. Wowczas catka [ f(z)dz

— 00

jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € R zbiezne sa catki [ f(z)dz i [ f(z)dx
©

— 00

Dowdd: v= Zadanie domowe!

Dla catek niewlasciwych, podobnie jak dla szeregow hczbowych mozemy wprowadzi¢ pojecie zbleznosm bez-

wzglednej i warunkowej. Przyktadowo, jesli zbiezna jest catka f |f(x)| dz, to mowimy, ze calka f f(x)dx jest
bezwzglednie zbiezna, a funkcja f jest bezwzglednie catkowalna na [a, +00). ’

Jesli calka Tf(z) dx jest zbiezna lecz nie jest zbiezna bezwzglednie, to méwimy, ze catka ta jest warunkowo
zbiezna, a fgnkcja f jest warunkowo catkowalna na [a, +00).

Standardowym przyktadem calki warunkowo zbieznej, tzn. zbieznej, ale nie bezwzglednie zbieznej, jest tak

zwana, catka Dirichleta
T ginz
dz,
0 ag

sins dla g A0,
f(x)'_{ 1 dla z=0

gdzie funkcja podcatkowa

jest ciagla na przedziale [0,4+00), a zatem jest tez catkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale postaci
[0, 0].
Mozna takze pokazac, ze wartos¢ catki Dirichleta to 5

Kolejna analogie do teorii szeregéw liczbowych stanowi nastepujace twierdzenie bedace w szczegédlnosci odpo-
wiednikiem kryteriéw poréwnawczych.

Twierdzenie 14.5. Niech f,g: [a,00) — R beda funkcjami calkowalnymi w sensie Riemanna na kazdym
przedziale postaci [a, b, gdzie b € (a, 00).

® Jesli catka [ f(x)dz jest bezwzglednie zbiezna, to jest zbiezna oraz

ff(x)dx < 7|f(x)|dx.

® Jedli | f(z)| < g(z) dla z € [a,00) oraz calka [ g(z)dz jest zbiezna, to catka [ f(z)dz jest bezwzglednie

7|f(50)| dr < 79(:1:) dz.

a

zbiezna i

® Jesli 0 < f(z) < g(z) dla z € [a,00) oraz catka [ f(z)dz jest rozbiezna, to calka [ g(z)dx tez jest
rozbiezna. ’ ’

@ Jesli f i g sa dodatnie na [a,00) i
lim 2&) _ ge (0, +00),
x——+00 g(;['

~

to catka [ f(x)daz jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest calka [ g(x)dz
a a

Okazuje sie, ze dla calek niewlasciwych mozna takze udowodni¢ odpowiedniki kryteriéw Dirichleta i Abela
(== Podrecznik!).

Analogiczne  twierdzenia, 7z  odpowiednimi  modyfikacjami, zachodza  réwniez  dla  funkcji
fyg: (—o0,b] — R catkowalnych w sensie Riemanna na kazdym przedziale postaci [a,b], gdzie a € (—o0,b).

' v d
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Okazuje sie, ze zbiezno$¢ calek niewlasciwych z funkcji nieujemnych mozna powiazaé ze zbieznoscia odpo-
wiednich szeregéow liczbowych. Kolejne twierdzenie zwane catkowym kryterium zbieznosci szeregéw liczbowych
mozna traktowaé takze jako kryterium zbieznosci dla catek niewtasciwych.

Twierdzenie 14.6. [Kryterium calkowe zbieznosci szeregow]|
Niech f: [a,00) — R, gdzie a > 0, bedzie funkcjg nieujemng i nierosnaca.

Wowcezas szereg > f(n) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka [ f(x)da.
n=[a+1] a

14.2 Nieograniczona funkcja podcatkowa

O calkach niewlasciwych méwimy takze w przypadku, gdy funkcja f: [a,b) — R jest ciagta (lub odpowiednio
ograniczona i calkowalna w sensie Riemanna) na kazdym przedziale [a, b — €], gdzie 0 < € < b — a, ale nie
mozna jej przedtuzy¢ do funkcji ciaglej (odpowiednio: ograniczonej i catkowalnej w sensie Riemanna) na [a, b].
7 sytuacja taka mamy do czynienia, gdy np. funkcja f ma w punkcie b granice niewtasciwa lub w ogéle nie ma
granicy w punkcie b, ani nie jest ograniczona w zadnym lewostronnym sasiedztwie tego punktu.

Analogicznie mozemy rozpatrywaé przypadek funkeji f: (a,b] — R.

Definicja takich catek niewlasciwych powinna zachowywaé wlasnosé addytywnosci ze wzgledu na przedziat
catkowania, co pozwoli rozpatrywaé funkcje okreslone na przedziale [a, b] poza skoriczona liczba punktow, w sa-
siedztwie ktorych funkcja ta jest nieograniczona.

Definicja 14.7. [Calka niewlasciwa z funkcji nieograniczonej]

a) Niech funkcja f: [a,b) — R bedzie nieograniczona w kazdym sasiedztwie punktu b i catkowalna w kazdym
przedziale [a, b — €], gdzie 0 < € < b — a. Jesli istnieje granica wlasciwa
b—e
lim f(z)dx

e—0t J,

to nazywamy ja catkq niewtasciwg funkeji f w przedziale [a, b) oraz

b b—e
/ f(z)dz = lim f(z)dx

e—0t J,

Moéwimy wowcezas, ze catka niewlasciwa jest zbiezna. W przeciwnym przypadku nazywamy catke niewta-

b
sciwg [ f(x)dz rozbiezng i nie przyporzadkowujemy jej zadnej wartosci.
a

b) Niech funkcja f: (a,b] — R bedzie nieograniczona w kazdym sasiedztwie punktu a i catkowalna w kazdym
przedziale [a + €, b], gdzie 0 < € < b — a. Jedli istnieje granica wlasciwa

b
lim / f(z)dz
a+e

e—0t

to nazywamy ja catkq niewtasciwg funkcji f w przedziale (a, b] oraz

/a @) de = i, / i £(z)dz

Moéwimy woéwcezas, ze catka niewlasciwa jest zbiezna. W przeciwnym przypadku nazywamy catke niewla-

b
sciwa [ f(x)dz rozbiezng i nie przyporzadkowujemy jej zadnej wartosci.
a

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, z liniowosci catki Riemanna i z liniowo$ci granicy dostajemy natych-
miast liniowo$¢ caltek niewtasciwych, oczywiscie przy zatozeniu ich zbieznosci.
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b
Zauwazmy ponadto, ze jesli dla funkcji f: [a,b) — R zbiezna jest calka niewlasciwa [ f(z)dz, to dla kazdej

a

b
liczby ¢ € (a,b) zbiezna jest takze calka [ f(z)dx i prawdziwa jest rownosé

/abf(x)da: . /:f(x)dx + /be(x)dx.

Jest to prosty wniosek z definicji catki niewtasciwej i addytywnosci catki oznaczonej wzgledem zbioru catkowania.
Analogiczna uwaga obowiazuje dla calek niewlasciwych z funkeji f: (a,b] — R.

Przyklady 14.8. Niech € > 0.

® Rozwazmy funkcje f: (0,1] 3z — ﬁ € R. Wtedy

/:\/lgda:: 2\/5’: — 2/1 -2/ = 2 - 2/e

oraz

lim (2-2vE) = 2.

e—0t

1
Wynika stad zbiezno$é catki niewlasciwej [ % dx, przy czym
0

1

/ dx = 2.
x

0

® Rozwazmy teraz funkcje f: (0,1] 5 z — % € R. Wtedy

1

1 1
/fdx: Inz
.

-

= Inl — Ine = —Ine.

£
1
Ale lim (—Ine) = oo, zatem catka niewlasciwa [ L dx jest rozbiezna.

e—0 0
Uogdlnienie: = Na wykladzie!
Definicja 14.9. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja nieograniczona w kazdym sasiedztwie punktu b i w kazdym

c b

sasiedztwie punktu a. Jesli istnieje ¢ € (a,b) takie, ze calki [ f(z)dx i [ f(z)dx sa zbiezne odpowiednio

w przedziatach (a,c] i [e,b), to okreslamy calke niewtasciwa Riemanna funkcji f w (a, b) jako

/bf(a:)dx = /cf(ac)dx—i- /bf(x)dx

i méwimy, ze caltka ta jest zbiezna.

c b b
Jesli catka [ f(x)dz lub [ f(z)dx jest rozbiezna, to caltke [ f(x)dz nazywamy rozbiezna.

Twierdzenie 14.10. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja nieograniczona w kazdym sasiedztwie punktu bi w kaz-
b

dym sasiedztwie punktu a. Wowczas calka [ f(z)dz jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € R
a
c b
zbiezne sa calki [ f(z)dz i [ f(z)da.
a c

Dowdd: = Zadanie domowe!
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Definicja 14.11. Niech funkcja f: [a,¢) U (¢,b] — R bedzie nieograniczona w kazdym sasiedztwie (prawo-
c b
i lewostronnym) punktu c. Jedli calki [ f(z)dx i [ f(z)dx sa zbiezne odpowiednio w przedziatach [a, c) i (¢, b],

a C
to okreslamy catke niewtasciwa Riemanna funkcji f w [a, b] jako sume

b b

/f(x)dx = /Cf(x)da: + /f(:c)dx

a (o]

i méwimy, ze catka ta jest zbiezna.

c b b
Jesli catka [ f(x)dz lub [ f(z)dx jest rozbiezna, to caltke [ f(x)dz nazywamy rozbiezna.

Powyzsza definicje mozna uogolnié na przypadek funkeji okreslonej i ograniczonej na przedziale domknietym za
wyjatkiem skonczonej liczby punktow.

Analogicznie jak w pierwszym przypadku dla calek niewtasciwych z funkcji nieograniczonych réwniez mozemy
wprowadzi¢ pojecie zbieznosci bezwzglednej i warunkowej. Ponadto mozna udowodnié nastepujace kryteria
zbieznosci, dzieki ktérym mozemy stwierdzi¢ zbieznosé catki w przypadku, gdy skorzystanie z definicji nie jest
tatwe lub wrecz nie jest mozliwe.

Twierdzenie 14.12. Niech f,g: [a,b) — R beda funkcjami nieograniczonymi w kazdym sasiedztwie punktu b
i catkowalnymi w kazdym przedziale [a, b — €], gdzie 0 < & < b — a.

b
® Jedli calka [ f(z)dz jest bezwzglednie zbiezna, to jest zbiezna oraz
b b
/f(a:) dz| < /If(x)| ds.

b b
® Jesli |f(z)] < g(z) dla = € [a,b) oraz calka [ g(x)dz jest zbiezna, to catka [ f(x)dz jest bezwzglednie

zbiezna 1
b

/b|f(3«“)|d$ < /g(m)dx.

a

b b
® Jesli0 < f(z) < g(z) dlaz € [a,b) oraz catka [ f(z)dz jest rozbiezna, to catka [ g(z) dz tez jest rozbiezna.
@ Jesli f i g sa dodatnie na [a,b) i
. f(=)
lim —= = k € (0,4+00),
z—b— g(x) ( )
b b

to catka [ f(x)dz jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest calka [ g(z)dx.

Analogiczne twierdzenie zachodzi oczywiscie dla funkcji f, g: (a,b] — R nieograniczonych w kazdym